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Dans tout ce chapitre, E est un espace vectoriel de dimension finie n > 1 sur le corps K (K = R ou
K = C) et I est un intervalle de R.

13.1 Equation différentielle linéaire scalaire du premier ordre

Dans ce paragraphe n = 1, les fonctions considérées sont donc à valeurs dans K

On donne trois fonctions α , β et γ définies et continues sur I et à valeurs dans K et l’on cherche toutes
les fonctions y définies et dérivables sur I et à valeurs dans K telles que :

∀t ∈ I, α(t)y′(t) + β(t)y(t) = γ(t)

équation différentielle que l’on résume en :

α(t)y′ + β(t)y = γ(t) (E)

DEFINITION

(E) est dite normalisée lorsque α est la fonction constante 1 ou une fonction ne s’annulant

pas sur I, de sorte que (E) est équivalente à l’équation y′ +
β(t)

α(t)
y =

γ(t)

α(t)
encore notée (E).

13.1.1 Equations normalisées en y′

13.1.1.1 Les différents problèmes posés

✏ L’équation (E) s’écrit : y′+a(t)y = b(t) où a et b sont continues sur l’intervalle I de R, et à valeurs
dans K = R ou C

✏ DEFINITION

L’équation homogène associée est (EH) : y′ + a(t)y = 0.

✏ Une solution de (E) est une fonction y : I → K dérivable telle que : ∀t ∈ I, y′(t)+ a(t)y(t) = b(t)

✏ DEFINITION

Soit t0 ∈ I et z0 ∈ K, le problème de Cauchy associé à (E) en (t0, z0) est :

{

y′ + a(t)y = b(t)
y(t0) = z0

c’est donc l’équation (E) assortie d’une condition initiale.

13.1.1.2 Solutions de (EH)

✏ PROPRIETE

L’ensemble S(EH) des solutions de (EH) est la droite vectorielle engendrée par la

fonction y1 :

(

I −→ K

t 7−→ e−A(t)

)

où A est une primitive sur I de a.
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Dem. a étant continue sur I, elle admet des primitives A sur I et celles-ci sont de classe C1. Si f une fonction de I dans K,

on lui associe g : t → f(t)eA(t). f et g sont simultanément dérivables et, si f est dérivable sur I, ∀t ∈ I, g′(t) = [f ′(t) + a(t)f(t)]eA(t).

On a donc : f solution sur I de (EH) ssi g′ est nulle sur l’intervalle I (car eA(t) 6= 0)

ssi g est une constante µ de K

ssi f = µy1, µ ∈ K.

✏ Remarque : Une solution f de (EH) est donc soit la fonction nulle (lorsque µ = 0) soit une
fonction ne s’annulant pas sur I (lorsque µ 6= 0). On pourra donc, lorsque K = R, chercher les
solutions autres que la fonction nulle en écrivant :

y solution non nulle de (EH)⇔
y′

y
= −a(t)

⇔ ∃α ∈ R, ∀t ∈ I, ln(|y(t)|) = −A(t) + α

⇔ ∃α ∈ R, ∀t ∈ I, |y(t)| = e−A(t)+α = eαe−A(t)

y ne s’annulant pas sur I, on a :

ou bien ∀t ∈ I, y(t) > 0 et dans ce cas y(t) = µe−A(t) avec µ = eα

ou bien ∀t ∈ I, y(t) < 0 et dans ce cas y(t) = µe−A(t) avec µ = −eα

13.1.1.3 Solutions de (E)

✏ PROPRIETE

Si y0 est une solution de (E), l’ensemble S(E) des solutions de (E) est la droite

affine passant par y0 et dirigée par S(EH) : S(E) = {y0}+Vect(y1).

Dem. on sait que y′0 + a(t)y0 = b(t) donc :

y ∈ S(E)⇔ y′ + a(t)y = y′0 + a(t)y0 ⇔ (y − y0)
′ + a(t)(y − y0) = 0⇔ y − y0 ∈ S(EH)

✏ Méthode de variation de la constante

Si aucune solution particulière de (E) n’est connue, on en détermine une de la forme y0(t) = µ(t)y1(t)
avec µ : I → R dérivable :

y0 solution sur I de (E)⇔ ∀t ∈ I, µ′(t)y1(t) + µ(t)[y′1(t) + a(t)y1(t)] = b(t)

⇔ ∀t ∈ I, µ′(t)y1(t) = b(t) (car y1 solution de (EH))

⇔ ∀t ∈ I, µ′(t) = b(t)eA(t)

La fonction t→ b(t)eA(t) étant continue sur I, elle admet des primitives, si B est l’une d’elles, alors
y0 : t→ B(t)y1(t) est une solution de (E).

13.1.1.4 Théorème de Cauchy

✏ PROPRIETE

∀(t0, z0) ∈ I ×K, le problème de Cauchy en (t0, z0) associé à l’équation (E) :
{

y′ + a(t)y = b(t)
y(t0) = z0

a une et une seule solution.

Dem. On cherche à fixer la constante µ telle que y0(t0)+µy1(t0) = z0, y1(t0) étant non nul (c’est une exponentielle), il existe

bien une unique telle constante µ

.
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13.1.2 Equations non normalisées en y′

α(t)y′ + β(t)y = γ(t) (E)

avec α, β, γ continues sur I.

✏ Une solution de (E) est une fonction y : I → K, dérivable et vérifiant : ∀t ∈ I, α(t)y′(t)+β(t)y(t) =
γ(t)

✏ PROPRIETE

Les solutions S(EH) de (EH) constituent un K espace vectoriel.

✏ PROPRIETE

Si y0 est une solution de (E), une fonction y est solution de (E) si et seulement

si la fonction y − y0 est solution de (EH). L’ensemble S(E) des solutions de (E) est

donc soit l’ensemble vide, soit un espace affine dirigé par S(EH).

✏ Attention : On ne dispose d’aucun résultat général dans ce cas concernant l’existence de solutions
ou, lorsqu’il n’est pas vide, la dimension de l’espace affine S(E). On se place sur des sous intervalles
sur lesquels α ne s’annule pas, on résout l’équation sur chacun de ces sous intervalles et on essaie
de raccorder les solutions obtenues.

13.2 Equations différentielles linéaires du premier ordre

Dans ce paragraphe, les équations seront toutes normalisées en x′.

13.2.1 Propriétés générales

13.2.1.1 Différentes formes des équations

✏ DEFINITION

La forme générale d’une équation différentielle linéaire du premier ordre est :
(E) : x′ = a(t)(x) + b(t) où a est une application continue de I dans L(E) et b une application
continue de I dans E. La fonction inconnue x est une fonction dérivable sur I et à valeurs dans
E.

✏ Une fonction x est solution sur I de (E) lorsque : x est une fonction dérivable sur I et à valeurs
dans E et, ∀t ∈ I, x′(t) = a(t)(x(t)) + b(t).

✏ DEFINITION

L’équation homogène associée à (E) est (EH) : x′ = a(t)(x).

✏ De telles équations se présentent aussi sous forme matricielle : X ′ = A(t)X + B(t) où A est une
application continue de I dans Mn(K), B une application continue de I dans Mn1(K) et X une
application dérivable de I dansMn1(K). L’équivalence des deux formes est claire lorsque l’on munit
E d’une base et que l’on représente tous les objets de la première forme par leurs matrices dans
cette base.

✏ La forme matricielle de l’équation (E) est souvent écrite sous forme de système :






x′1 = a11(t)x1 + . . .+ a1j(t)xj + . . . +a1n(t)xn +b1(t)
x′i = ai1(t)x1 + . . .+ aij(t)xj + . . . +ain(t)xn +bi(t)
x′n = an1(t)x1 + . . .+ anj(t)xj + . . . +ann(t)xn +bn(t)
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où les fonctions aij et bi sont continues de I dans K.

✏ PROPRIETE Principe de superposition

si x1 est solution de l’équation (E1) : x
′ = a(t)(x) + b1(t)

si x2 est solution de l’équation (E2) : x
′ = a(t)(x) + b2(t)

alors x1 + x2 est solution de l’équation (E3) : x
′ = a(t)(x) + b1(t) + b2(t).

(les deux équations ont la même équation homogène, seul le second membre a changé),

✏ DEFINITION

Si (t0, z0) ∈ I × E, le problème de Cauchy associé à (E) en ce point est le système :
{

x′ = a(t)(x) + b(t)
x(t0) = z0

13.2.1.2 Théorème de Cauchy linéaire

✏ THEOREME Théorème de Cauchy linéaire

a et b étant continues sur I, ∀(t0, z0) ∈ I × E, le problème de Cauchy :
{

x′ = a(t)(x) + b(t)
x(t0) = z0

admet une unique solution.

Dem. admis

✏ PROPRIETE Principe de superposition

si a, b1 et b2 sont continues sur I,

si x1 est la solution du problème de Cauchy :

{

x′ = a(t)(x) + b1(t)
x(t0) = z1

si x2 est la solution du problème de Cauchy :

{

x′ = a(t)(x) + b2(t)
x(t0) = z2

alors x1 + x2 est la solution du problème de Cauchy :

{

x′ = a(t)(x) + b1(t) + b2(t)
x(t0) = z1 + z2

✏ PROPRIETE Forme intégrale du problème de Cauchy

x est solution du problème de Cauchy

{

x′ = a(t)(x) + b(t)
x(t0) = z0

si et seulement si

∀t ∈ I, x(t) = z0 +

∫ t

t0

(a(u)(x(u)) + b(u))du
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13.2.2 Structures des ensembles de solutions

13.2.2.1 Solutions de l’équation homogène (EH) : x
′ = a(t)(x)

✏ PROPRIETE

L’ensemble S(EH) des solutions sur I de EH est un K-espace vectoriel.

✏ PROPRIETE

Pour tout α dans I, ϕα :

(

S(EH) −→ E
x 7−→ x(α)

)

est un isomorphisme.

✏ PROPRIETE

S(EH) est donc de dimension finie, égale à n = dim(E).

✏ DEFINITION

On appelle système fondamental de solutions de (EH) toute base (y1, . . . , yn) de S(EH).

✏ DEFINITION

Si B est une base de E et (y1, . . . , yn) un n-uplet de fonctions de S(EH), on appelle

Wronskien de (y1, . . . , yn) dans B la fonction W :

(

I −→ K

t 7−→ detB(y1(t), . . . , yn(t))

)

✏ PROPRIETE

La fonction W est ou bien la fonction nulle, ou bien une fonction ne prenant pas

la valeur 0.

Dem. Si W (t0) = 0, à l’ordre près, on peut écrire yn (t0) comme combinaison linéaire de y1 (t0) , . . . , yn−1 (t0) : yn (t0) =
n−1
∑

k=1

αkyk (t0).

On pose alors : z =

n−1
∑

k=1

αkyk. y = z− yn est une solution du problème de Cauchy y′ = a(t)(y) avec la condition initiale y′ (t0) = 0. Donc

par unicité de cette solution du problème de Cauchy, y = 0 i.e. yn = z =

n−1
∑

k=1

αkyk

✏ PROPRIETE

(y1, . . . , yn) est un système fondamental de solutions de (EH) lorsque son Wronskien

ne s’annule pas.

13.2.2.2 Solutions de l’équation avec second membre (E) : x′ = a(t)(x) + b(t)

✏ PROPRIETE

Si y0 est une solution de (E), l’ensemble S(E) des solutions de (E) sur I est l’espace

affine {y0}+ S(EH).

✏ PROPRIETE

Si (y1, . . . , yn) est un système fondamental de solutions de (EH), toute fonction

b ∈ C
0(I, E) peut s’écrire b =

n
∑

i=1

βiyi avec pour tout i, βi une fonction continue de I

dans K.

Dem. Il suffit de prendre : βi : t 7−→
detB(y1(t), . . . , yn(t))

W (t)
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✏ PROPRIETE Méthode de variation des constantes

Si (y1, . . . , yn) est un système fondamental de solutions de (EH), il existe n fonctions

dérivables sur I : µ1, . . . , µn telles que y0 =
n
∑

i=1

µiyi soit une solution de (E).

On a alors S(E) = {y0}+Vect(y1, . . . , yn).

Dem. Il suffit de prendre : µ′i = βi

13.3 Équation différentielle linéaire à coefficients constants

Dans tout ce paragraphe, a est un endomorphisme de E.
On s’intéresse à l’équation (EH) : x′ = a(x) . La fonction t→ a(t) est ici la fonction constante t→ a qui
est bien continue de R dans L(E).
La variable t n’apparait pas dans l’équation x′ = a(x), celle-ci est dite "à coefficients constants" (ou
autonome ), ses solutions seront définies sur R.

13.3.1 Exponentielle d’un endomorphisme ou d’une matrice.

E est un K−espace vectoriel de dimension finie (avec K = R ou C), donc E peut être normé (par exemple,
si (e1, . . . , ed) est une base de E, on définit une norme en posant NE(x1e1 + . . .+ xded) = sup

k∈<1,d>
|xk|, les

autres normes sont alors équivalentes à celle-ci).

✏ PROPRIETE

N :

(

L(E) −→ R

a 7−→ sup
x 6=0

NE(a(x))
NE(x)

)

est une norme d’algèbre dans L(E).

Dem. Il s’agit de la norme d’opérateur

✏ PROPRIETE

Pour tout a ∈ L(E), la série
∑ 1

n!
an est absolument convergente dans (L(E), N)

Dem. N

(

an

n!

)

6
(N(a))n

n!
qui est le terme général d’une série convergente

✏ L(E) étant une algèbre normée de dimension finie sur R ou C, la série
∑ 1

n!
an est convergente

dans L(E).

✏ DEFINITION Exponentielle d’un endomorphisme

L’endomorphisme exponentielle de a noté ea ou exp(a) est défini par ea =
∞
∑

n=0

1

n!
an.

✏ PROPRIETE

ea ∈ K[a], donc en particulier, ea commute avec a.

Dem. En effet pour tout N ∈ N,

N
∑

n=0

1

n!
an ∈ K[a]. Or K[a] est de dimension finie (la dimension étant le degré du polynome

minimal de a, et un sous espace de dimension finie est fermé. Ainsi la limite de

(

N
∑

n=0

1

n!
an

)

N∈N

est encore dans K[a]
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✏ PROPRIETE

La fonction

(

L(E) −→ L(E)
a 7−→ ea

)

est continue.

Dem. Cela provient de la convergence normale (donc uniforme) de
∑ 1

n!
an sur tout compact de L(E) et de la continuité de

toutes les applications a ∈ L(E) 7−→
1

n!
an

✏ PROPRIETE

Pour tout a ∈ L(E), la fonction fa :

(

R −→ L(E)
t 7−→ eta

)

est dérivable et ∀t ∈ R, f ′a(t) =

a ◦ fa(t) = fa(t) ◦ a. fa est donc de classe C∞.

Dem. On fixe a ∈ L(E). Pour n ∈ N, on pose gn : t ∈ R 7−→
tn

n!
an ∈ L(E). Tous les gn sont de classe C

1 sur R. De

plus g′0 = 0L(E) et ∀n ∈ N
∗, g′n(t) = a ◦ gn−1(t). Ainsi comme on a convergence simple de

∑

gn et convergence uniforme de
∑

g′n

sur tout segment de R, la somme de
∑

gn est de classe C
1 sur R et sa dérivée est la somme de

∑

g′n. Ainsi fa est dérivable et

∀t ∈ R, f ′a(t) =

+∞
∑

n=0

(a ◦ gn(t)). Par continuité de a car linéaire en dimension finie, on a f ′a(t) = a ◦ fa(t). Comme de plus pour t ∈ R,

fa(t) commute avec a, on a f ′a(t) = a ◦ fa(t) = fa(t) ◦ a.

On en déduit que f ′a est de classe C
1 sur R donc fa de classe C

2 et par récurrence immédiate fa est donc de classe C∞

✏ PROPRIETE

Si les endomorphismes a et b commutent, alors ea ◦ eb = ea+b = eb+a = eb ◦ ea.

Dem.

✔ Méthode 1 : En travaillant sur les sommes partielles :

n
∑

k=0

(a+ b)k

k!
=

n
∑

k=0

k
∑

i=0

ai

i!

bk−i

(k − i)!
=

∑

(k,j)|k+j6n

ak

k!

bj

j!
.

Ainsi

∥

∥

∥

∥

∥

n
∑

k=0

ak

k!

n
∑

k=0

bk

k!
−

n
∑

k=0

(a+ b)k

k!

∥

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∑

(k,j)∈Jn

ak

k!

bj

j!

∥

∥

∥

∥

∥

∥

avec Jn =
{

(k, j) ∈ [[0, n]]2
∣

∣k + j > n
}

donc :

∥

∥

∥

∥

∥

n
∑

k=0

ak

k!

n
∑

k=0

bk

k!
−

n
∑

k=0

(a+ b)k

k!

∥

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∑

(k,j)∈Jn

ak

k!

bj

j!

∥

∥

∥

∥

∥

∥

6
∑

(k,j)∈Jn

∥

∥

∥

∥

ak

k!

bj

j!

∥

∥

∥

∥

6
∑

(k,j)∈Jn

∥

∥

∥

∥

ak

k!

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

bj

j!

∥

∥

∥

∥

Ainsi

∥

∥

∥

∥

∥

n
∑

k=0

ak

k!

n
∑

k=0

bk

k!
−

n
∑

k=0

(a+ b)k

k!

∥

∥

∥

∥

∥

6

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=0

∥

∥

∥

∥

ak

k!

∥

∥

∥

∥

n
∑

k=0

∥

∥

∥

∥

bk

k!

∥

∥

∥

∥

−

n
∑

k=0

(‖a‖+ ‖b‖)k

k!

∣

∣

∣

∣

∣

ce dernier terme tendant vers 0 car cela tend

vers |exp(‖a‖) exp(‖b‖)− exp(‖a‖+ ‖b‖)|

✔ Méthode 2 : par unicité de la solution d’un probleme de Cauchy. Soit (a, b) ∈ (L(E))2 qui commutent. On commence par remar-

quer que puisque b commute avec a, b commute avec tout polynome en b donc avec etb qui est un polynome en b. On considère

les fonctions ϕ : t ∈ R 7−→ exp(ta) ◦ exp(tb) ∈ L(E) et θ : t ∈ R 7→ exp(t(a + b)) ∈ L(E). Ces fonctions sont dérivalbes sur R et

ϕ′(t) = (a ◦ exp(ta)) ◦ exp(tb) + exp(ta) ◦ (b ◦ exp(tb)) = (a+ b) ◦ϕ(t) et θ′(t) = (a+ b) ◦ θ(t). De plus ϕ(0) = IdE = θ(0). Donc ϕ

et θ sont solution du même probleme de Cauchy x′ = (a+ b) ◦ x et x(0) = IdE : elles sont donc égales. On évalue alors en t = 1

✏ PROPRIETE

En particulier, ∀a ∈ L(E), ea est un automorphisme et (ea)−1 = e−a.

✏ On a des propriétés similaires pour l’exponentielle d’une matrice carrée A, à savoir :

✔ PROPRIETE

Il existe une norme sous-multiplicative dans Mn(K)

Dem. la norme d’opérateur

✔ PROPRIETE

Pour tout A ∈ Mn(K), la série
∑ 1

n!
An est absolument convergente dans Mn(K)

donc convergente

✔ DEFINITION Exponentielle d’une matrice

La matrice exponentielle de A noté eA ou exp(A) est définie par eA =
∞
∑

n=0

1

n!
An.
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✔ PROPRIETE

eA ∈ K[A], donc en particulier, eA commute avec A.

✔ PROPRIETE

La fonction

(

Mn(K) −→ Mn(K)
A 7−→ eA

)

est continue.

✔ PROPRIETE

Pour tout A ∈ Mn(K), la fonction fA :

(

R −→ Mn(K)
t 7−→ etA

)

est dérivable et ∀t ∈

R, f ′A(t) = A× fA(t) = fA(t)× A. fA est donc de classe C
∞.

✔ PROPRIETE

Si les matrices de Mn(K) A et B commutent, alors eA× eB = eA+B = eB+A = eB × eA.

✔ En particulier, ∀A ∈ Mn(K), eA est une matrice inversible d’inverse (eA)−1 = e−A.

✏ PROPRIETE

Si A est la matrice diagonale diag (d1, . . . , dn) alors exp(A) = diag (exp (d1) , . . . , exp (dn))

Dem. Il suffit de calculer les puissances de A...

✏ PROPRIETE

Si A est la matrice triangulaire de coefficients diagonaux (t1, . . . , tn) alors exp(A)
est une matrice triangulaire (de même coté que A) et de coefficients diagonaux
(exp (t1) , . . . , exp (tn))

✏ PROPRIETE

Si A et B sont dans Mn(K) semblables avec B = P−1AP où P inversible. Alors
exp(B) = P−1 exp(A)P

Dem. On utilise la continuité de l’application M 7→ P−1MP en passant à la limite dans la relation correspondante pour les

sommes partielles

✏ PROPRIETE

Si A ∈ Mn(C), Sp(exp(A)) =
{

ez
∣

∣z ∈ Sp(A)
}

. De plus la multiplicité de la valeur
propre λ de A et la multiplicité de la valeur propre exp(λ) de exp(A) sont identiques

Dem. On utilise le résultat sur les exponentielles de matrices triangulaires et celui sur les exponentielles de matrices semblables

✏ Corollaire

exp(Tr(A)) = det(exp(A))

13.3.2 Solutions de (EH) : x
′ = a(x)

✏ Rappel : lorsque n = 1 (i.e. E = K), et a ∈ K :

* Les solutions de y′ = ay sont les fonctions t→ keta, k ∈ K.

* La solution du problème de Cauchy

{

y′ = ay
y(t0) = z0

est la fonction t→ e(t−t0)az0.

✏ Dans le cas général :
PROPRIETE

277



Lycée Marceau Chap 13 : Equations différentielles MP 2022/2023

* Les solutions de x′ = a(x) sont les fonctions t → eta(v) où v est un vecteur
quelconque de E.

* Plus précisément, si t0 ∈ R et z0 ∈ E, l’unique solution au problème de Cauchy
{

x′ = a(x)
x(t0) = z0

est la fonction t→ e(t−t0)a(z0).

✏ PROPRIETE

Si (v1, . . . , vn) est une base de E, les fonctions yi : t → eta(vi) , i ∈ [[1, n]] constituent
un système fondamental de solutions de x′ = a(x).

✏ Résolution pratique du système différentiel X ′ = AX (X matrice colonne, A matrice carrée)

* Si A est diagonalisable, soit (V1, . . . , Vn) une base propre où ∀i ∈< 1, n >, AVi = µiVi, on
obtient un système fondamental (Y1, . . . , Yn) en posant : ∀i ∈< 1, n >, ∀t ∈ R, Yi(t) = eµitVi

* Si A est trigonalisable : A = PTP−1 avec P inversible et T triangulaire. On a alors : X ′ =
AX ⇔ P−1X ′ = TP−1X ⇔ X = PZ et Z ′ = TZ.

Le système Z ′ = TZ est triangulaire et se résout en commençant par la dernière équation,
les solutions des équations i+ 1 à n seront dans le second membre de l’équation i, linéaire du
premier ordre.

* Remarque : la méthode employée dans le cas où A est trigonalisable peut être utilisée dans le
cas où A est diagonalisable (T sera une matrice diagonale et les équations du système Z ′ = TZ
seront indépendantes les unes des autres et de la forme z′i = µizi).

13.3.3 Résolution de (E) : x′ = a(x) + b(t)

b est une fonction continue d’un intervalle I de R vers E.

✏ L’intervalle de définition des solutions sera I.

✏ La résolution de l’équation homogène x′ = a(x) fournit un système fondamental (y1, . . . , yn),
on pourra trouver une solution particulière de (E) en appliquant la méthode de variation des
constantes : on sait qu’il existe des fonctions continues β1, . . . , βn telles que : ∀t ∈ I, b(t) =
n
∑

k=1

βi(t)yi(t) et on cherche des fonctions µ1, . . . , µn dérivables sur I telles que y0 =
n
∑

k=1

µkyk soit

solution de (E). Pour cela il faut et il suffit que ∀k ∈< 1, n >, µ′i = βi.

✏ Résolution pratique du système différentiel X ′ = AX + B(t) (X et B(t) matrices colonnes, A
matrice carrée)

* Si A est diagonalisable, on dispose d’un système fondamental de solutions de (EH) : (Y1, . . . , Yn)
on peut donc déterminer une solution particulière par la méthode de variation des constantes
c’est à dire chercher une solution Y0 de la forme Y0(t) = µ1(t)Y1(t) + . . .+ µn(t)Yn(t) où les µi

sont des fonctions dérivables.

* Si A est trigonalisable : A = PTP−1 avec P inversible et T triangulaire. On a alors : X ′ =
AX + B(t) ⇔ P−1X ′ = TP−1X + P−1B(t) ⇔ X = PZ et Z ′ = TZ + P−1B(t). Ce dernier
système est triangulaire et se résout en commençant par la dernière équation, les solutions des
équations i+ 1 à n seront dans le second membre de l’équation i, linéaire du premier ordre.

* Remarque 1 : la méthode employée dans le cas où A est trigonalisable peut être utilisée dans
le cas où A est diagonalisable (T sera dans ce cas une matrice diagonale)

* Remarque 2 : lorsque le système différentiel a un second membre, il est nécessaire de connaitre la
matrice P−1. Lorsque A est symétrique, on aura donc intérêt à choisir P orthogonale (P−1 =tP
sans aucun calcul).
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13.4 Equations différentielles linéaires scalaires d’ordre n

13.4.1 Cas général

n est un entier naturel non nul, a0, a1, . . . , an−1 et b sont n+ 1 fonctions continues, définies sur un même
intervalle I et à valeurs dans K = R ou C.

13.4.1.1 Définitions

✏ L’équation différentielle linéaire d’ordre n associée à ces données est :

(E) : y(n) = an−1(t)y
(n−1) + an−2(t)y

(n−2) + . . .+ a0(t)y + b(t)

✏ L’équation homogène est :

(EH) : y(n) = an−1(t)y
(n−1) + an−2(t)y

(n−2) + . . .+ a0(t)y

✏ Les solutions de (E) sont les fonctions n fois dérivables sur I telles que :

∀t ∈ I, y(n)(t) = an−1(t)y
(n−1)(t) + an−2(t)y

(n−2)(t) + . . .+ a0(t)y(t) + b(t)

✏ Si t0 ∈ I et (z0, z1, . . . , zn−1) ∈ K
n, le problème de Cauchy en t0, (z0, z1, . . . , zn−1) est le système

{

y(n) = an−1(t)y
(n−1) + an−2(t)y

(n−2) + . . .+ a0(t)y + b(t)
∀k ∈< 0, n− 1 >, y(k)(t0) = zk

13.4.1.2 Equivalence avec un système

✏ Soit y : I → K une fonction de classe Cn−1, on lui associe la fonction X : I → Mn1(K) définie

par : ∀t ∈ I, X(t) =











y(t)
y′(t)
...

y(n−1)(t)











.

✏ y est n fois dérivable sur I si et seulement si X est dérivable sur I.

✏ y est solution de (E) : y(n) = an−1(t)y
(n−1) + an−2(t)y

(n−2) + . . .+ a0(t)y + b(t) si et seulement si
X est solution de X ′ = A(t)X +B(t) où

A(t) =



















0 1 0 · · · · · · 0
0 0 1 0 · · · 0

0
. . . 0 1 · · · 0

...
. . . . . . . . .

...
0 · · · · · · 0 0 1

a0(t) a1(t) · · · · · · · · · an−1(t)



















et B(t) =











0
...
0

b(t)











✏ y est solution du problème de Cauchy
{

y(n) = an−1(t)y
(n−1) + an−2(t)y

(n−2) + . . .+ a0(t)y + b(t)
∀k ∈< 0, n− 1 >, y(k)(t0) = zk

si et seulement si X est solution du problème de Cauchy

{

X ′ = A(t)X
X(t0) = Z0

avec Z0 =











z0
z1
...

zn−1










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13.4.1.3 Théorèmes

✏ PROPRIETE

Pour tout (t0, z0, . . . , zn−1) ∈ I ×K
n, le problème de Cauchy

{

y(n) = an−1(t)y
(n−1) + an−2(t)y

(n−2) + . . .+ a0(t)y + b(t)
∀k ∈< 0, n− 1 >, y(k)(t0) = zk

a une unique solution.

✏ PROPRIETE

L’ensemble S(EH) des solutions de (EH) est un Kespace vectoriel.

✏ PROPRIETE

Pour tout α ∈ I, l’application

(

S(EH) −→ K
n

y 7−→ (y(α), . . . , y(n−1)(α))

)

est un isomor-

phisme. S(EH) est donc de dimension n.

✏ PROPRIETE

Si y0 est une solution de (E), l’ensemble des solutions de (E) est l’espace affine
{y0}+ S(EH).

13.4.2 Equations différentielles linéaires du second ordre

13.4.2.1 Cas de l’équation normalisée en y”

(E) : y” = a(t)y′ + b(t)y + c(t) (a, b, c) continues sur I et à valeurs dans K).

✏ (E) est équivalente au système différentiel du premier ordre (S) : X ′ = A(t)X +B(t) où :

∀t ∈ I, A(t) =

(

0 1
b(t) a(t)

)

et B(t) =

(

0
c(t)

)

avec X =

(

y
y′

)

✏ PROPRIETE

∀t0 ∈ I, ϕt0 :

(

S(EH) −→ K
2

y 7−→ (y(t0), y
′(t0))

)

est un isomorphisme.

Par conséquent, S(EH) est un plan vectoriel.

✏ PROPRIETE

Si y0 est une solution, S(E) est le plan affine {y0}+ S(EH).

✏ PROPRIETE

Si (y1, y2) ∈ S(EH)
2, le Wronskien de ce système est la fonction W :





I −→ K

t 7−→

∣

∣

∣

∣

y1(t) y2(t)
y′1(t) y′2(t)

∣

∣

∣

∣



. W est soit la fonction nulle, soit une fonction qui ne

s’annule en aucun point de I.

Dem. On a : W ′(t) =

∣

∣

∣

∣

y′1(t) y′2(t)
y′1(t) y′2(t)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

y1(t) y2(t)
y′′1 (t) y′′2 (t)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

y1(t) y2(t)
a(t)y′1(t) + b(t)y1(t) a(t)y′2(t) + b(t)y2(t)

∣

∣

∣

∣

Donc : W ′(t) =

∣

∣

∣

∣

y1(t) y2(t)
a(t)y′1(t) a(t)y′2(t)

∣

∣

∣

∣

= a(t)W (t)

✏ DEFINITION

Si (y1, y2) ∈ S(EH)
2, on dit que (y1, y2) est un système fondamental lorsque c’est une base

du plan S(EH). C’est le cas lorsque le Wronskien de ce système ne s’annule pas sur I.
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✏ Remarques :

* W est solution de l’équation linéaire du premier ordre W ′ = a(t)W

* Lorsque a est la fonction nulle, c’est à dire lorsque (EH) est de la forme y” = b(t)y, le Wronskien
d’un couple (y1, y2) de solutions de (EH) est une fonction constante.

✏ PROPRIETE Variation des constantes

Si (y1, y2) est un système fondamental de solutions de (EH), on obtient une solution
y0 de E en posant y0 = λ1y1 + λ2y2 où λ1 et λ2 sont des fonctions dérivables dont les

dérivées vérifient : ∀t ∈ I,

{

λ′1(t)y1(t) + λ′2(t)y2(t) = 0
λ′1(t)y

′
1(t) + λ′2(t)y

′
2(t) = c(t)

13.4.2.2 Cas particulier de l’équation à coefficients constants

(E) : y” = ay′ + by + c(t) ((a, b) ∈ K
2 et c continue sur un I, à valeurs dans K).

✏ Le système associé est dans ce cas X ′ = AX +B(t) avec A =

(

0 1
b a

)

.

✏ L’équation caractéristique de (E) est χA(X) = 0 soit encore X2 = aX + b.

✏ Premier cas : L’équation caractéristique a deux racines distinctes α et β dans le corps K.

(EH) a pour solutions les combinaisons linéaires à coefficients dans K des fonctions y1 : t→ eαt et
y2 : t→ eβt. (y1, y2) est un système fondamental de solutions de (EH).

✏ Deuxième cas : L’équation caractéristique a une racine double α.

(EH) a pour solutions les combinaisons linéaires à coefficients dans K des fonctions y1 : t→ eαt et
y2 : t→ teαt. (y1, y2) est un système fondamental de solutions de (EH).

✏ Troisième cas : K = R et l’équation caractéristique a deux racines distinctes (et conjuguées) α
et β dans C. Soit α = λ+ iω (d’où β = λ− iω).

(EH) a pour solutions les combinaisons linéaires à coefficients dans R des fonctions y1 : t →
eλt cos(ωt) et y2 : t→ eλt sin(ωt). (y1, y2) est un système fondamental.

✏ Lorsque le second membre c(t) est de la forme P (t)ekt (ou une somme de telles fonctions, on
appliquera alors le principe de superposition) où P est un polynôme et k une constante. On cherche
une solution particulière f de la même forme : f(t) = Q(t)ekt où Q est un polynôme tel que
deg(Q)=deg(P )+m où m est la multiplicité de k en tant que racine de χA (m = 0 si k n’est pas
racine de χA).

✏ Sinon on applique la méthode de variation des constantes à partir du système fondamental (y1, y2)
déterminé grâce à l’équation caractéristique.

13.4.2.3 Pratique de résolution dans le cas général

On sera amené à résoudre des équations non normalisées en y” :

(E) : α(t)y” + β(t)y′ + γ(t)y = δ(t)

✏ Les solutions S(EH) de (EH) constituent un K espace vectoriel.

✏ Si y0 est une solution de (E), une fonction y est solution de (E) si et seulement si la fonction y−y0
est solution de (EH). L’ensemble S(E) des solutions de (E) est donc soit l’ensemble vide, soit un
espace affine dirigé par S(EH).
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✏ On ne dispose d’aucun résultat général dans ce cas concernant l’existence de solutions ou, lorsqu’il
n’est pas vide, la dimension de l’espace affine S(E). On se place sur des sous intervalles sur lesquels
α ne s’annule pas. (E) est alors équivalente à

(E ′) : y” +
β(t)

α(t)
y′ +

γ(t)

α(t)
y =

δ(t)

α(t)

On résout l’équation (E ′) sur chacun de ces sous intervalles et on essaie de raccorder les solutions
obtenues.

✏ Si on connait une solution non nulle y1 de l’équation homogène normalisée en y” : (E ′H) : y” +
a(t)y′ + b(t)y = 0 (rechercher des polynômes, des séries entières...), on trouvera toutes les solutions
de (E) : y”+ a(t)y′+ b(t)y = c(t) (ou de (EH)) sur un intervalle où y1 ne s’annule pas en cherchant
les solutions y sous la forme y(t) = z(t)y1(t). z

′ sera solution d’une équation du premier ordre.

✏ Si on connait un système fondamental de solutions (y1, y2) de (E
′
H), et si aucune solution particu-

lière y0 de (E ′) n’est visible, on en cherche une par la méthode de variation des constantes.
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