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1.1 Les différents ensembles de nombres

1.1.1 Vocabulaire des ensembles et applications

• DEFINITION

Soit E un ensemble. On appelle partie de E ou sous-ensemble de E, tout ensemble F vérifiant :
∀x, x ∈ F =⇒ x ∈ E

L’ensemble des parties de E est noté P(E)

• DEFINITION

Une partition de E est une famille (Ai)i∈I de parties de E telle que :

✔ ∀(i, j) ∈ I2, i 6= j =⇒ Ai ∩ Aj = ∅
✔ ∀i ∈ I, Ai 6= ∅
✔

⋃

i∈I

Ai = E

Remarques . La dernière relation peut s’écrire aussi ∀x ∈ E, ∃i ∈ I, x ∈ Ai.

• DEFINITION Fonction indicatrice d’une partie d’un ensemble

Soit E un ensemble et A une partie de E.

On appelle fonction indicatrice de A l’application 1A :





E −→ {0, 1}
x 7−→

{

1 si x ∈ A
0 sinon





• DEFINITION

Soit f une application de E vers F . Soit A une partie de E et B une partie de F .
On appelle image directe de A par f la partie notée f(A) de F définie par :

f(A) =
{

y ∈ F
∣

∣∃x ∈ A, y = f(x)
}

.
On appelle image réciproque de B par f la partie notée f−1(B) de E définie par :

f−1(B) =
{

x ∈ E
∣

∣f(x) ∈ B
}

.

• DEFINITION

Soit f une application de E vers F .
On dit que f est injective si ∀(x, t) ∈ E2, f(x) = f(t) =⇒ x = t.

On dit que f est surjective si ∀y ∈ F, ∃x ∈ E
∣

∣y = f(x).
On dit que f est bijective si elle est injective et surjective.

• PROPRIETE

Soit f une application de E vers F . Alors :
f est bijective si et seulement si ∀y ∈ F, ∃!x ∈ E

∣

∣y = f(x)

• DEFINITION

Si f est une bijection de E vers F , on appelle réciproque de f l’application, notée f−1,

définie par : ∀y ∈ F , f−1(y) est l’unique x ∈ E tel que y = f(x)

• PROPRIETE

La réciproque d’une bijection f de E vers F est une bijection. Elle vérifie de plus :
f ◦ f−1 = IdF et f−1 ◦ f = IdE

• DEFINITION
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Une relation binaire R sur E est une relation d’équivalence si elle est :

✔ réflexive : ∀x ∈ E, xRx

✔ symétrique : ∀(x, y) ∈ E2, xRy =⇒ yRx

✔ transitive : ∀(x, y, z) ∈ E3,
xRy
yRz

}

=⇒ xRz

• DEFINITION

Si R est une relation d’équivalence sur E et x ∈ E, on appelle

classe d’équivalence de x pour R la partie de E : cl(x) =

{

y ∈ E

∣

∣

∣

∣

xRy

}

• PROPRIETE

Soit R est une relation d’équivalence sur E. Soit (x, y) ∈ E2. Alors :
xRy =⇒ x ∈ cl(y) =⇒ y ∈ cl(x) =⇒ cl(x) = cl(y)

• PROPRIETE

Soit R est une relation d’équivalence sur E. Alors la famille des classes d’équiva-
lence pour R forme une partition de E

1.1.2 Vocabulaire des structures algébriques

E est un ensemble non vide, ⊤ et ⋄ deux lois de composition internes (en abrégé l.c.i.), c’est à dire deux
applications de E × E vers E.

1.1.2.1 Rappels

• DEFINITION

⊤ est commutative lorsque : ∀(x, y) ∈ E2, x⊤y = y⊤x

• DEFINITION

⊤ est associative lorsque : ∀(x, y, z) ∈ E3, x⊤(y⊤z) = (x⊤y)⊤z

• DEFINITION

n est élément neutre dans E pour la loi ⊤ lorsque : ∀x ∈ E, x⊤n = n⊤x = x

• DEFINITION

n étant neutre pour ⊤ dans E, a, élément de E, est le symétrique de l’élément b de E
lorsque : a⊤b = b⊤a = n

• DEFINITION

⋄ est distributive par rapport à ⊤ lorsque : ∀(x, y, z) ∈ E3, x ⋄ (y⊤z) = (x ⋄ y)⊤(x ⋄ z) et
(y⊤z) ⋄ x = (y ⋄ x)⊤(z ⋄ x)

• DEFINITION

(E,⊤) est un groupe lorsque : ⊤ est une l.c.i. associative, possédant un neutre n et pour la-
quelle tout élément admet un symétrique (on dit aussi : "est symétrisable" ou "est inversible").
Ce groupe est dit commutatif ou abélien lorsque ⊤ est de plus commutative.
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• DEFINITION

(E,⊤, ⋄) est un anneau lorsque : (E,⊤) est un groupe abélien, ⋄ est une l.c.i.associative, distri-
butive par rapport à ⊤ et possède un neutre m différent de n. Cet anneau est dit commutatif
lorsque ⋄ est commutative.

• DEFINITION

L’anneau (E,⊤, ⋄) est dit intègre lorsqu’il est commutatif et sans diviseur de zéro, c’est à

dire lorsque : ∀(a, b) ∈ E2, a ⋄ b = n⇒ a = n ou b = n

• DEFINITION

(E,⊤, ⋄) est un corps lorsque c’est un anneau commutatif dans lequel tout élément différent
de n a un symétrique pour la loi ⋄.

1.1.2.2 Complément : structure d’algèbre

E est de plus muni d’une loi externe, notée ".", sur le corps K des scalaires (sous-corps de C), c’est à dire
d’une application de K× E vers E.

• DEFINITION

(E,⊤, ⋄, .) est une K-algèbre lorsque :

* (E,⊤, ⋄) est un anneau.

* (E,⊤, .) est un K-espace vectoriel a

* ∀(α, x, y) ∈ K× E × E : (α.x) ⋄ y = α.(x ⋄ y) = x ⋄ (α.y)

a. (E,⊤) groupe abélien et ∀(x, y) ∈ E2, ∀(α, β) ∈ K2, (α + β).x = α.x⊤β.x , α.(x⊤y) = α.x⊤α.y ,

α.(β.x) = (αβ).x , 1K.x = x

• Exemples :

* (K[X],+,×, .) est une K-algèbre commutative et intègre.

* (RN,+,×, .) est une R-algèbre commutative et non intègre.

* Si E est un R-espace vectoriel, (L(E),+, ◦, .) est une R-algèbre, non commutative et contenant
des diviseurs de zéro, sauf si E est réduit au seul vecteur nul.

* (Mn(R),+,×, .) est une R-algèbre, non commutative et contenant des diviseurs de zéro si
n > 2.

1.1.3 Vocabulaire des ensembles ordonnés

E est un ensemble non vide et 4 une relation définie sur E.

• DEFINITION

4 est une relation d’ordre lorsqu’elle est :

* réflexive : ∀x ∈ E, x 4 x

* antisymétrique : ∀(x, y) ∈ E2, (x 4 y et y 4 x) ⇒ x = y

* transitive : ∀(x, y, z) ∈ E3, (x 4 y et y 4 z) ⇒ x 4 z

• DEFINITION

Cet ordre est dit total lorsque deux éléments quelconques de E sont comparables par 4 :
∀(x, y) ∈ E2, x 4 y ou y 4 x . Un ordre non total est dit partiel.
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Dans la suite, (E,4) est un ensemble ordonné, A une partie de E, m et s des éléments de E :

• DEFINITION

m majore A (ou est un majorant de A ) signifie : ∀x ∈ E, x ∈ A⇒ x 4 m.
Définition analogue pour minorant .

• DEFINITION

m est le maximum (ou le plus grand élément ) de A signifie : m est dans A et m majore
A. Si un tel élément existe, il est unique.
Définition analogue pour minimum .

• DEFINITION

A admet une borne supérieure s lorsque l’ensemble des majorants deA a un minimum s. SiA
a un maximum, celui-ci est borne supérieure de A. Définition analogue pour borne inférieure
.

1.1.4 Les ensembles de nombres usuels

• N ensemble des entiers naturels, il est muni de l’addition (commutative, associative et 0 est neutre)
et de la multiplication (commutative, associative, distributive par rapport +, 1 est neutre). De plus
il est totalement ordonné avec la relation 6

PROPRIETE

Dans N toute partie non vide a un minimum, elle a un maximum si et seulement
si elle est majorée.

• Z, ensemble des entiers relatifs qui, muni de + et × constitue un anneau commutatif intègre.
PROPRIETE

Dans Z une partie non vide a un maximum si et seulement si elle est majorée.

• PROPRIETE

Q, ensemble des nombres rationnels qui, muni de + et × vérifie les propriétés
suivantes :

* (Q,+,×) est un corps.

* Ce corps est totalement ordonné : il est muni de la relation 6, relation d’ordre
total compatible avec les lois + et × : ∀(a, b, c) ∈ Q3, a 6 b⇒ a+ c 6 b+ c et, si
c > 0, a 6 b⇒ a× c 6 b× c .

* Ce corps est archimédien : ∀(x, y) ∈ Q∗+ ×Q, ∃n ∈ N, nx > y

* Mais dans Q il existe des parties non vides et majorées n’ayant pas de maxi-
mum, ni même de borne supérieure.

• PROPRIETE
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R ensemble des nombres réels : (R,+,×,6) est un corps totalement ordonné et
archimédien vérifiant de plus :

* Dans R toute partie non vide et majorée admet une borne supérieure.

* Critère de borne supérieure dans R : Soit A une partie non vide de R et s un
réel, s est la borne supérieure de A si et seulement si :

{

∀x ∈ R, x ∈ A⇒ x 6 s (s est un majorant de A)
∀ε > 0, s− ε ne majore pas A (et c’est le plus petit )

c’est à dire :
{

∀x ∈ R, x ∈ A⇒ x 6 s
∀ε > 0, ∃aε ∈ A, s− ε < aε

• PROPRIETE

C ensemble des nombres complexes : (C,+,×) est un corps vérifiant de plus les
propriétés équivalentes suivantes :

* Tout polynôme de C[X] non constant est scindé dans C[X] (d’Alembert-
Gauss).

* Les polynômes irréductibles dans C[X] sont les polynômes du premier degré.

* Tout polynôme complexe de degré n > 1 a exactement n racines comptées
avec leur multiplicité.

Mais aucune relation d’ordre définie sur C ne peut à la fois prolonger la relation 6 connue sur R et
être compatible avec + et ×
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1.2 Rappels concernant les suites de réels ou de complexes

K désigne indifféremment le corps R des réels ou le corps C des complexes.

1.2.1 Suites bornées, suites convergentes

• DEFINITION

(un)n∈N, suite à valeurs dans K, est bornée lorsque :

∃M ∈ R+, ∀n ∈ N, |un| 6 M

ou, ce qui est équivalent :

∃M ′ ∈ R+, ∃p ∈ N, ∀n ∈ N, n > p⇒ |un| 6 M ′

• DEFINITION

(un)n∈N, suite à valeurs dans K, est convergente lorsque :

∃L ∈ K, ∀ε ∈ R∗+, ∃N0 ∈ N / ∀n ∈ N, n > N0 ⇒| un − L |6 ε

• PROPRIETE

Si un tel L existe, il est unique, noté L = lim(un).

• PROPRIETE

Si une suite converge, elle est bornée.

• PROPRIETE

L’ensemble Conv(K) des suites à valeurs dans K qui sont convergentes et l’appli-

cation lim :

(

Conv(K) −→ K

(un) 7−→ lim(un)

)

vérifient les propriétés suivantes :

∀
(

(un)n∈N , (vn)n∈N
)

∈ Conv(K)2, ∀α ∈ K

* (un + αvn)n∈N ∈ Conv(K) et lim(un + αvn) = lim(un) + α lim(vn).

* (un × vn)n∈N ∈ Conv(K) et lim(un × vn) = lim(un)× lim(vn).

* (1n)n∈N suite constante dont les termes valent 1 est convergente et lim(1n) = 1.

• PROPRIETE

Si (un)n∈N est bornée et (vn)n∈N converge vers 0, alors (unvn)n∈N converge vers 0.

• PROPRIETE

Si (un)n∈N converge vers L alors (|un|)n∈N converge vers |L|

• PROPRIETE

(un)n∈N converge vers 0 si et seulement si (|un|)n∈N converge vers 0.

• PROPRIETE Théorème de Cesàro

Soit (un)n∈N une suite de nombres réels ou de complexes qui converge vers ℓ. On

considère la suite (vn)n∈N∗ définie par vn =
1

n

n−1
∑

k=0

uk. Alors (vn)n∈N∗ converge vers ℓ

Dem. Soit ε > 0. Il existe n0 ∈ N∗ tel que ∀n ∈ N, n > n0 =⇒ |un − ℓ| 6
ε

2
. On fixe un tel n0.

Soit N > n0. |vn − ℓ| =
1

n

∣

∣

∣

∣

∣

n−1
∑

k=0

(uk − ℓ)

∣

∣

∣

∣

∣

6
1

n

n−1
∑

k=0

|uk − ℓ| 6
1

n

n0−1
∑

k=0

|uk − ℓ|+
1

n

n−1
∑

k=n0

|uk − ℓ|.
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Comme on a fixé n0 la suite

(

1

n

n0−1
∑

k=0

|uk − ℓ|

)

tend vers 0 lorsque n tend vers +∞. Il existe n1 > n0 tel que ∀n > n1,
1

n

n0−1
∑

k=0

|uk − ℓ| 6
ε

2
.

On a alors, ∀n > n1, |vn − ℓ| > ε

Remarque . Le théorème de Cesàro est encore vrai pour une suite (un)n∈N de réels ayant une limite

infinie : la suite

(

1

n

n−1
∑

k=0

)

n∈N∗

possède également cette limite infinie

1.2.2 Suites extraites

(un)n∈N est une suite de complexes.

• DEFINITION

(an)n∈N ∈ CN est une suite extraite (ou sous-suite) de la suite (un)n∈N si et seulement si
il existe une application ϕ de N dans N strictement croissante telle que : ∀n ∈ N, an = uϕ(n).

• Exemple : si p ∈ N, la suite tronquée (un+p)n∈N, notée aussi (uk)k>p est extraite de (un)n∈N.

• PROPRIETE

Si (an)n∈N est une suite extraite de la suite (un)n∈N et si (bn)n∈N est une suite extraite
de la suite (an)n∈N, alors (bn)n∈N est une suite extraite de la suite (un)n∈N.

• PROPRIETE

Si ϕ est une application de N dans N strictement croissante, alors : ∀n ∈ N, ϕ(n) > n

• PROPRIETE

Si (un)n∈N est une suite convergente, toutes ses sous-suites sont convergentes vers
lim(un).

• PROPRIETE

(un)n∈N est une suite convergente si et seulement si les sous-suites (u2n)n∈N et
(u2n+1)n∈N sont convergentes et ont la même limite.

Dem. Si (un)n∈N converge, on a évidemment convergence de (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N vers la même limite.

Réciproquement si (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N converge vers la même limite ℓ. Montrons que (un)n∈N converge également vers cette même

limite ℓ.

Soit ε > 0. Il existe deux entiers naturels n1 et n2 tels que : ∀n ∈ N, n > n1 =⇒
∣

∣

∣u2n − ℓ
∣

∣

∣ 6 ε et ∀n ∈ N, n > n2 =⇒
∣

∣

∣u2n+1 − ℓ
∣

∣

∣ 6 ε.

On pose n0 = max {2n1, 2n2 + 1}. En étudiant les cas n pair et n impair, on a clairement : ∀n ∈ N, n > n0 =⇒
∣

∣

∣un − ℓ
∣

∣

∣ 6 ε : (un)n∈N

converge vers ℓ

• THEOREME Théorème de Bolzano-Weierstrass

Toute suite bornée de nombres réels ou de nombres complexes admet au moins
une sous-suite convergente.

Dem. Dans R : Toute suite bornée de réels possède au moins une valeur d’adhérence.

Dém : Soit (un)n∈N une suite bornée de réels : ∃(a0, b0) ∈ R
2
/ ∀n ∈ N, a0 6 un 6 b0.

Dans un premier temps : on effectue une dichotomie du segment [a0, b0] en conservant à chaque étape une moitié du segment qui contient des termes de la suite

(un) pour une infinité d’indices.

⋄ Notons I0 = N = {n ∈ N / un ∈ [a0, b0]}. Posons c0 =
a0 + b0

2
, G0 = {n ∈ N / un ∈ [a0, c0]} et D0 = {n ∈ N / un ∈ [c0, b0]}. On a G0 ∪D0 = I0, donc

l’un au moins des deux ensembles G0 ou D0 contient une infinité d’entiers (si les deux étaient des ensembles finis, leur réunion serait un ensemble fini, ce qui

est faux, leur réunion étant I0 = N). Si G0 est infini, on pose I1 = G0, a1 = a0 et b1 = c0, sinon, on pose I1 = D0, a1 = c0 et b1 = b0. On a ainsi un

segment [a1, b1] qui est une moitié de [a0, b0] et qui contient tous les termes de la suite (un) dont l’indice n est dans l’ensemble infini I1.

⋄ Soit p > 1. Supposons construits a0 6 a1 6 . . . 6 ap 6 bp 6 . . . 6 b1 6 b0 tels que : ∀k ∈< 0, p >, bk − ak =
b0 − a0

2k
et Ik = {n ∈ N / un ∈ [ak, bk]} est

un ensemble infini.
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On pose alors cp =
ap + bp

2
, Gp = {n ∈ N / un ∈ [ap, cp]} et Dp = {n ∈ N / un ∈ [cp, bp]}. On a Gp ∪Dp = Ip, donc l’un au moins des deux ensembles Gp

ou Dp contient une infinité d’entiers (si les deux étaient des ensembles finis, leur réunion serait un ensemble fini, ce qui est faux, leur réunion étant Ip). Si

Gp est infini, on pose Ip+1 = Gp, ap+1 = ap et bp+1 = cp, sinon, on pose Ip+1 = Dp, ap+1 = cp et bp+1 = bp. On a ainsi un segment [ap+1, bp+1] qui est

une moitié de [ap, bp] et qui contient tous les termes de la suite (un) dont l’indice n est dans l’ensemble infini Ip+1.

⋄ On a ainsi construit deux suites (ap) et (bp), adjacentes et telles que : ∀k ∈ N, Ik = {n ∈ N / un ∈ [ak, bk]} est un ensemble infini.

Dans un deuxième temps : on construit une suite (wn) = (uϕ(n)), extraite de (un), telle que : ∀k ∈ N, ak 6 wk 6 bk c’est à dire : ∀k ∈ N, ϕ(k) ∈ Ik.

⋄ Ayant I0 = N, on choisit arbitrairement ϕ(0) = 0, on aura donc w0 = uϕ(0) ∈ [a0, b0].

⋄ Pour définir w1 = uϕ(1), il faut un indice ϕ(1) > ϕ(0) (il faut que l’extractrice soit strictement croissante) tel que ϕ(1) ∈ I1. Cela est possible : puisque

I1 est infini, il n’est pas majoré (dans N les parties finies sont les parties majorées) en particulier, il n’est pas majoré par ϕ(0), il y a donc dans I1 au moins

un entier ϕ(1) > ϕ(0) (il y a en fait une infinité de choix possibles).

⋄ Soit p ∈ N
∗
, supposons construits ϕ(0) < ϕ(1) < . . . < ϕ(p) des indices qui sont respectivement dans I0, I1, . . . , Ip. ϕ(p) ne majore pas Ip+1 (sinon Ip+1

serait un ensemble fini d’entiers) donc il existe au moins un entier ϕ(p + 1) dans Ip+1 qui vérifie ϕ(p + 1) > ϕ(p).

⋄ On a ainsi montré l’existence d’une extractrice ϕ vérifiant : ∀k ∈ N, ϕ(k) ∈ Ik c’est à dire : uϕ(k) ∈ [ak; bk].

Conclusion : la suite extraite (wn) = (uϕ(n)) vérifie : ∀n ∈ N, an 6 wn 6 bn. Or les suites (an) et (bn) étant adjacentes, elles convergent vers une même

limite L. Le théorème des gendarmes assure alors que (wn) est convergente et a pour limite L. Finalement la suite (un) a au moins une valeur d’adhérence :

L.

Dans C : Toute suite bornée de complexes possède au moins une valeur d’adhérence.

Dém : Soit (zn) = (xn + iyn) une suite bornée de complexes : ∃M ∈ R / ∀n ∈ N, | zn |6 M

* ∀n ∈ N, | xn |6| zn |6 M . (xn) est donc une suite bornée de réels, il existe donc une fonction ϕ strictement croissante de N dans N telle que (xϕ(n))

converge.

*∀n ∈ N, | yϕ(n) |6| zϕ(n) |6 M . (yϕ(n)) est donc une suite bornée de réels, il existe donc une fonction ψ strictement croissante de N dans N telle que

(yϕ(ψ(n))) converge.

* La suite (xϕ(ψ(n))) est convergente car elle est extraite de la suite (xϕ(n)) qui déjà converge. Finalement la suite (zϕ(ψ(n))) est convergente.

1.2.3 Propriétés spécifiques aux suites de réels

Dans la suite, (un)n∈N, (vn)n∈N, (wn)n∈N désignent des suites de réels.

• DEFINITION

Suites bornées

* (un)n∈N est majorée lorsque : ∃b ∈ R, ∀n ∈ N, un 6 b.

* (un)n∈N est minorée lorsque : ∃a ∈ R, ∀n ∈ N, un > a.

* (un)n∈N est bornée (c’est à dire (|un|)n∈N est majorée) si et seulement si elle est à la
fois majorée et minorée.

• DEFINITION

Suites monotones

* (un)n∈N est croissante lorsque : ∀n ∈ N, un 6 un+1,

* (un)n∈N est décroissante lorsque : ∀n ∈ N, un+1 6 un

* (un)n∈N est monotone lorsqu’elle est croissante ou décroissante.

* (un)n∈N est monotone au delà d’un certain rang p ∈ N si (un)n>p est monotone.

* (un)n∈N est stationnaire lorsqu’elle est constante à partir d’un certain rang.

• DEFINITION

Divergence vers l’infini :

* (un)n∈N diverge vers +∞ ssi : ∀A ∈ R, ∃N0 ∈ N / n > N0 ⇒ un > A

* (un)n∈N diverge vers −∞ ssi : ∀B ∈ R, ∃N0 ∈ N / n > N0 ⇒ un 6 B
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• THEOREME Théorèmes de convergence monotone

* Si (un)n∈N croît à partir d’un certain rang p, elle converge ssi elle est majorée
(et sa limite est alors Sup{un, n > p} ; elle diverge vers +∞ ssi elle n’est pas
majorée.

* Si (un)n∈N décroît à partir d’un certain rang p, elle converge ssi elle est minorée
(et sa limite est alors Inf{un, n > p} ; elle diverge vers −∞ ssi elle n’est pas
minorée.

• THEOREME Théorème de convergence par encadrement (théorème dit "des gendarmes")

* Si (un)n∈N et (wn)n∈N convergent vers une même limite L et si au delà d’un
certain rang on a : un 6 vn 6 wn, alors (vn)n∈N converge et sa limite est L.

* Si (un)n∈N diverge vers +∞ et si au delà d’un certain rang on a : un 6 vn, alors
(vn)n∈N diverge vers +∞.

* Si (wn)n∈N diverge vers −∞ et si au delà d’un certain rang on a : vn 6 wn, alors
(vn)n∈N diverge vers −∞.

• DEFINITION

Suites adjacentes : Les suites (un)n∈N et (vn)n∈N sont adjacentes lorsque l’une croît, l’autre
décroît et la différence converge vers 0.

THEOREME

Deux suites adjacentes convergent et ont la même limite.

• Prolongement des inégalités :
PROPRIETE

Si (un)n∈N et (vn)n∈N sont convergentes et si au delà d’un certain rang on a : un 6 vn
alors lim(un) 6 lim(vn).

• Lien avec les bornes supérieure et inférieure :
PROPRIETE

Si A est une partie non vide de R

* Si A est majorée, il existe une suite de points de A qui converge vers la borne
supérieure de A.

* Si A est minorée, il existe une suite de points de A qui converge vers la borne
inférieure de A.

• Lien avec la densité :

Si A est une partie de R

* DEFINITION

A est dense dans R lorsque tout intervalle ouvert non vide de R intercepte A.

Exemple : Q et R\Q sont denses dans R

* PROPRIETE Caractérisation :

A est dense dans R si et seulement si tout nombre réel est limite d’une suite de
points de A.

1.2.4 Comparaison des suites réelles ou complexes

Dans la suite, (un)n∈N, (vn)n∈N, (wn)n∈N désignent des suites à valeurs dans K.
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• Relation de domination

* DEFINITION

Si (vn)n∈N ne présente aucun terme nul au delà d’un certain rang p, (un)n∈N est dominée par

(vn)n∈N (noté un = O(vn) ) signifie :

(

un

vn

)

n>p

est bornée.

* On étend cette définition lorsque l’on ne sait rien de la nullité des termes vn au delà d’un
certain rang par :

un = O(vn) si et seulement si ∃µ ∈ R∗+, ∃N0 ∈ N / n > N0 ⇒| un |6 µ | vn |.
* La relation O est transitive et un = O(vn)⇔| un |= O(| vn |)

• DEFINITION Relation de prépondérance

* Si (vn)n∈N ne présente aucun terme nul au delà d’un certain rang p, (un)n∈N

est négligeable devant (vn)n∈N (noté un ≪ vn ou un = o(vn)) signifie :

(

un

vn

)

n>p

converge vers 0.

* On étend cette définition lorsque l’on ne sait rien de la nullité des termes vn au delà
d’un certain rang par : un = o(vn) si et seulement si ∃(εn)n∈N suite convergente vers 0,
∃N0 ∈ N / n > N0 ⇒ un = εn.vn

* La relation o est transitive et un = o(vn)⇔| un |= o(| vn |)

• Relations entre O et o

* un = o(vn)⇒ un = O(vn)

* un = o(vn) et vn = O(wn)⇒ un = o(wn)

* un = O(vn) et vn = o(wn)⇒ un = o(wn)

• Relation d’équivalence

* DEFINITION

Si (vn)n∈N ne présente aucun terme nul au delà d’un certain rang p, (un)n∈N est équivalente

à (vn)n∈N (noté un ∼ vn) signifie :

(

un

vn

)

n>p

converge vers 1.

* On étend cette définition lorsque l’on ne sait rien de la nullité des termes vn au delà d’un
certain rang par :

un ∼ vn ssi ∃(αn)n∈N suite convergente vers 1, ∃N0 ∈ N / n > N0 ⇒ un = αn.vn

* un ∼ vn ⇔ (un − vn) = o(vn)⇔ un = vn + o(vn) (cf les développements limités)

* La relation ∼ est une relation d’équivalence.

* un ∼ vn ⇒| un |∼| vn |
• Comparaison avec les suites constantes non nulles : L est un scalaire non nul. On note L

la suite constante dont tous les termes valent L.

* un = O(L)⇔ (un) est bornée ⇔ un = O(1)

* un = o(L)⇔ (un) converge vers 0 ⇔ un = o(1)

* un ∼ L⇔ (un) converge vers L

• Propriétés conservées par équivalence. Si (un)n∈N et (vn)n∈N sont des suites réelles ou com-
plexes :
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PROPRIETE

* Si (un)n∈N converge, alors (vn)n∈N converge et lim(un) = lim(vn).

* Si (un)n∈N diverge vers +∞ (ou −∞), alors (vn)n∈N diverge vers +∞ (ou −∞).

* Si (un)n∈N et (vn)n∈N sont des suites réelles et s’il existe un rang p au delà
duquel on a un > 0, alors il existe un rang q au delà duquel on a vn > 0

• Compatibilités de la relation ∼
* La relation ∼ est compatible avec le produit : un ∼ vn et an ∼ bn ⇒ unan ∼ vnbn.

* La relation ∼ est compatible avec le passage à l’inverse : si pour tout n, an 6= 0 et bn 6= 0,

an ∼ bn ⇒
1

an
∼ 1

bn
.

* La relation ∼ est donc compatible avec le quotient : si pour tout n, an 6= 0 et bn 6= 0, un ∼ vn
et an ∼ bn ⇒

un

an
∼ vn

bn
.

* La relation ∼ est compatible avec les puissances des suites à valeurs réelles strictement posi-
tives :

Si µ ∈ R, si ∀n un > 0 et vn > 0, un ∼ vn ⇒ uµ
n ∼ vµn.

* La relation ∼ n’est pas compatible avec la somme (ne pas ajouter des équivalents !)

* Attention aux exponentielles : (eun ∼ evn)⇔ (un− vn → 0), ce qui n’a aucun lien logique avec
un ∼ vn.

• Comparaisons de base :

* PROPRIETE

Suites divergentes vers +∞ : si (α, β, γ) ∈ R∗
3

+ : ln(n)α ≪ nβ ≪ eγn ≪ n!≪ nn

* PROPRIETE

Suites convergentes vers 0 : si (α, β, γ) ∈ R∗
3

+ :
1

nn
≪ 1

n!
≪ e−γn ≪ n−β ≪ ln(n)−α

* PROPRIETE Equivalent de Stirling

n! ∼ nn

en

√
2nπ

1.2.5 Suites particulières

• Suites récurrentes associées à une fonction

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et à valeurs dans I (on dit alors que l’intervalle
I est stable par f). Une suite (un) est récurrente associée à f lorsqu’ elle est définie par u0 ∈ I
et ∀n ∈ N, un+1 = f(un).

* Si (un) converge vers L ∈ I, et si f est continue au point L, alors f(L) = L. Il sera donc
intéressant de déterminer les annulations de la fonction g : x → f(x) − x. Le signe de cette
fonction permettra d’avoir des informations sur les variations de (un)...

* (un) est arithmétique de raison r ∈ R lorsque ∀n ∈ N, un+1 = un + r (la fonction f est ici

x → x + r). On a alors ∀n ∈ N un = u0 + nr ; u0 + u1 + . . . + un = (n + 1)

(

u0 + un

2

)

. En

particulier : 1 + 2 + ..+ n =
n(n+ 1)

2
.
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* (un) est géométrique de raison q ∈ R lorsque ∀n ∈ N, un+1 = qun (la fonction f est ici

x→ qx). On a alors un = u0 × qn, et si q 6= 1, u0 + u1 + ..+ un = u0
1− qn+1

1− q
.

* (un) est arithmético-géométrique lorsqu’il existe r 6= 0 et q 6= 1 tels que ∀n ∈ N, un+1 =
qun+r. f est ici la fonction x→ qx+r, elle admet un unique point fixe L et la suite vn = un−L
est géométrique de raison q.

• Suites linéairement récurrentes à deux termes
Il s’agit des suites de KN données par leurs deux premiers termes (u0, u1) ∈ K2 et la relation
de récurrence ∀n ∈ N, un+2 = aun+1 + bun où a et b sont deux constantes dans K. L’équation
caractéristique associée à la relation de récurrence un+2 = aun+1+bun est l’équation (E) : x2 = ax+b.

PROPRIETE

* Si (E) a deux racines distinctes r1 et r2 dans K, alors :
∃(α, β) ∈ K2 / ∀n ∈ N : un = α(r1)

n + β(r2)
n

* Si (E) a une racine double r, alors :
∃(α, β) ∈ K2 / ∀n ∈ N : un = αrn + β(nrn).

* Si K = R et si (E) a deux racines distinctes r1 et r2 dans C\R, elles sont
conjuguées : r1 = ρeiϕ et r2 = ρe−iϕ, et on a alors :
∃(α, β) ∈ R2 / ∀n ∈ N : un = ρn(α cos(nϕ) + β sin(nϕ))

20



Lycée Marceau Chap 1 : Suites, séries et familles sommables de nombres complexes MP 2023/2024

1.3 Séries de réels ou de complexes : rappels.

K désigne indifféremment le corps R des réels ou le corps C des complexes.

1.3.1 Définitions et propriétés

1.3.1.1 Terme général, somme partielle, convergence

• DEFINITION

Etant donnée une suite (un)n∈N de nombres réel ou complexes, la série de terme général un

, notée
∑

un, est la suite (Sn)n∈N où, pour tout entier n, Sn = u0 + u1 + . . . + un =
n

∑

k=0

uk

(somme partielle de rang n).

• DEFINITION

La série
∑

un est dite convergente lorsque la suite (Sn)n∈N de ses sommes partielles est

convergente. Le scalaire S, limite de (Sn)n∈N, est noté S =
∞
∑

p=0

up et nommé somme de la

série.

• Si
∑

un est convergente on définit la suite (Rn)n∈N des restes partiels par : ∀n ∈ N, Rn =

S − Sn =
∞
∑

k=0

uk −
n

∑

k=0

uk =
∞
∑

k=n+1

uk. (Rn) est convergente et a pour limite 0.

• Pour qu’une série
∑

un converge, il est nécessaire mais non suffisant que la suite (un)n∈N converge

vers 0. Lorsque (un)n∈N ne converge pas vers 0, on dit que la série
∑

un est grossièment divergente
.

1.3.1.2 Exemples

• Séries géométriques :

* Soit z ∈ C, la série géométrique de raison z est la série de terme général un = zn (avec la
convention u0 = 1 même si z = 0).

* Si z = 1,
n

∑

k=0

zk = n+ 1, et si z 6= 1,
n

∑

k=0

zk =
1− zn+1

1− z
.

* PROPRIETE

∑

zn est convergente si et seulement si | z |< 1, sa somme vaut alors
∞
∑

k=0

zk =
1

1− z
,

et le reste partiel de rang n est Rn =
∞
∑

k=n+1

zk =
zn+1

1− z

* Plus généralement si (vn)n∈N est une suite géométrique de premier terme v0 6= 0 et de raison

z,
∑

vn converge si et seulement si |z| < 1, et dans ce cas,
∞
∑

k=0

vk =
v0

1− z

• Séries télescopiques :
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* DEFINITION

La série
∑

un est dite télescopique lorsque : ∃ (xn)n∈N ∈ KN / ∀n ∈ N, un = xn+1 − xn.

* PROPRIETE

La série télescopique
∑

(xn+1 − xn) converge si et seulement si la suite (xn)n∈N

converge. On a dans ces conditions,
∞
∑

n=0

(xn+1 − xn) = ( lim
n→∞

xn)− x0.

1.3.1.3 Linéarité

• PROPRIETE

∀ (un)n∈N ∈ KN, ∀ (vn)n∈N ∈ KN, ∀α ∈ K, si
∑

un et
∑

vn convergent, alors
∑

(un+αvn)

converge et
+∞
∑

n=0

(un + αvn) =
+∞
∑

n=0

un + α

+∞
∑

n=0

vn

• PROPRIETE

Si
∑

un converge et
∑

vn diverge, alors
∑

(un + vn) diverge.

• Attention avant d’écrire
+∞
∑

n=0

(un + vn) =
+∞
∑

n=0

un +
+∞
∑

n=0

vn s’assurer que les séries
∑

un et
∑

vn

sont bien toutes les deux convergentes (ce qui entraîne la convergence de
∑

(un + vn)). En effet il

se peut que
∑

un et
∑

vn divergent tandis que
∑

(un + vn) converge.

1.3.2 Séries de nombres réels positifs

1.3.2.1 Critère de convergence

• PROPRIETE

Soit (un)n∈N une suite de réels positifs, la série
∑

un est convergente si et seulement

si la suite (Sn) de ses sommes partielles est majorée.

Dans ces conditions,
+∞
∑

n=0

un = sup
n∈N

Sn.

• Le résultat concernant la convergence est valable si les termes un ne sont positifs qu’au delà d’un
certain rang no.

• L’étude de
∑

(−un) permettra de se ramener dans ce contexte lorsque les termes un sont négatifs

au delà d’un certain rang.

1.3.2.2 Utilisation des relations de comparaison

Dans tout ce paragraphe, (un)n∈N et (vn)n∈N sont deux suites de réels positifs
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• Comparaison directe (par 6) :
PROPRIETE

Si au delà d’un rang n0, on a 0 6 un 6 vn :

* La convergence de la série
∑

vn implique celle de la série
∑

un. De plus,

lorsque les deux séries convergent, on a
∞
∑

n=n0

un 6

∞
∑

n=n0

vn.

* la divergence de
∑

un implique celle de
∑

vn.

• Comparaison asymptotique par équivalence (par ∼).
PROPRIETE

* Si un ∼ vn, alors les séries
∑

un et
∑

vn ont la même nature (i.e. toutes deux

convergentes ou toutes deux divergentes).

* Ce résultat demeure valable si les termes un et vn ne sont positifs qu’au delà
d’un certain rang, et donc aussi lorsque un et vn sont négatifs au delà d’un
certain rang.

* L’équivalence un ∼ vn entraîne qu’au delà d’un certain rang, un et vn ont le
même signe. Il suffira donc, pour utiliser la comparaison un ∼ vn que l’une des
deux suites (un) ou (vn) ait des termes gardant un signe constant au delà d’un
certain rang.

• Comparaison avec une intégrale :
PROPRIETE

f est ici une fonction continue par morceaux et monotone sur R+

* Si f est décroissante : ∀n ∈ N,

∫ n+1

0

f(t)dt 6
n

∑

k=0

f(k) 6 f(0) +

∫ n

0

f(t)dt

* Si f est croissante : ∀n ∈ N, f(0) +

∫ n

0

f(t)dt 6
n

∑

k=0

f(k) 6

∫ n+1

0

f(t)dt

* Séries de Riemann : la série
∑ 1

nα
est convergente si et seulement si α > 1.

1.3.3 Séries de nombres réels ou complexes

Dans tout ce paragraphe, (un)n∈N est une suite de nombre complexes (et donc éventuellement de nombres
réels !).

1.3.3.1 Absolue convergence

• DEFINITION

La série
∑

un est dite absolument convergente lorsque la série
∑

|un| (qui est à termes

réels positifs) est une série convergente.
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• PROPRIETE

Si la série
∑

un est absolument convergente, alors elle est convergente et :
∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

n=0

un

∣

∣

∣

∣

∣

6

+∞
∑

n=0

|un|

1.3.3.2 Comparaisons asymptotiques

PROPRIETE

(vn)n∈N est une suite de réels positifs.

• Si un = O(vn) (ce qui équivaut à |un| = O(vn)), la convergence de
∑

vn implique

la convergence absolue de
∑

un.

• Si un = o(vn) (ce qui équivaut à |un| = o(vn)), la convergence de
∑

vn implique

la convergence absolue de
∑

un.
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1.4 Séries de réels ou de complexes : compléments.

K désigne indifféremment le corps R des réels ou le corps C des complexes.

Dans ce paragraphe, si
∑

un est une série, on notera Sn(u) =
n

∑

k=0

uk ses sommes partielles, et, si elle

converge, Rn(u) =
∞
∑

k=n+1

uk ses restes partiels.

1.4.1 Comparaisons asymptotiques de séries à termes positifs

1.4.1.1 Comparaisons par domination ou prépondérance

• PROPRIETE Règle de d’Alembert

(un)n∈N est ici supposée à termes strictement positifs.

* Si la suite

(

un+1

un

)

n∈N

converge vers un réel L < 1, alors la série
∑

un est

convergente.

* Si la suite

(

un+1

un

)

n∈N

converge vers un réel L > 1 ou diverge vers +∞, alors la

série
∑

un est grossièrement divergente.

* Si la suite

(

un+1

un

)

n∈N

converge vers 1, on ne peut rien conclure (sauf si la

convergence est vers 1+).

• PROPRIETE Règle de Riemann

* S’il existe α > 1 / (nαun)n∈N converge, alors
∑

un est convergente.

* S’il existe α 6 1 / (nαun)n∈N converge vers un réel non nul, ou diverge vers

+∞, alors
∑

un est divergente.

• PROPRIETE - DEFINITION Exponentielle d’un complexe

Soit z ∈ C, la série
∑ zn

n!
est absolument convergente. Par définition, ez =

+∞
∑

n=0

zn

n!
.

• Comparaison des sommes partielles et restes partiels

•○ Cas de séries à termes positifs

PROPRIETE

Si (un)n∈N et (vn)n∈N sont deux suites de réels positifs vérifiant un = O(vn) (respec-
tivement un = o(vn))

* Si
∑

vn converge, alors
∑

un converge et Rn(u) = O(Rn(v)) (respectivement

Rn(u) = o(Rn(v)))

* Si
∑

un diverge, alors
∑

vn diverge et Sn(u) = O(Sn(v)) (respectivement

Sn(u) = o(Sn(v)))
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Dem. On traduit les relations de comparaisons par des inégalités puis on passe aux sommes (de 0 à n dans le cas

divergent, de n à N dans le cas convergent puis, dans le cas convergent, on passe à la limite dans l’inégalité obtenue pour N

tendant vers +∞

•○ Cas où une série est à termes complexes et l’autre à termes réels positifs

PROPRIETE

Si (wn)n∈N est une suite de complexes et (vn)n∈N une suite de réels positifs vérifiant
wn = O(vn) (respectivement wn = o(vn))

* Si
∑

vn converge, alors
∑

wn converge absolument et Rn(w) = O(Rn(v)) (res-

pectivement Rn(w) = o(Rn(v)))

* Si
∑

|wn| diverge, alors
∑

vn diverge et Sn(w) = O(Sn(v)) (respectivement

Sn(w) = o(Sn(v)))

* Mais attention ! on peut avoir ici convergence (non absolue) de
∑

wn et di-

vergence de
∑

vn.

1.4.1.2 Comparaison par équivalence

• PROPRIETE

Si ∀n ∈ N, un > 0 et vn > 0, et si un ∼ vn, on sait que
∑

un et
∑

vn ont même
nature.

* Si
∑

vn et
∑

un convergent, alors Rn(u) ∼ Rn(v)

* Si
∑

un et
∑

vn divergent, alors Sn(u) ∼ Sn(v).

Remarque . Ce résultat permet de retrouver le théorème de Cesàro dans le cas d’une suite (un)n∈N
de réels positifs convergeant vers ℓ > 0

1.4.2 Comparaison avec une intégrale

Soit f une fonction définie sur R+, continue par morceaux et positive. Pour n > 0, on pose

wn =

∫ n

n−1

f(t)dt− f(n)

• PROPRIETE

Si f est décroissante, la série
∑

wn est convergente.

Dem. Comme f décroissante, on a f(n) 6

∫ n

n−1
f(t)dt 6 f(n−1) et donc 0 6 wn 6 f(n−1)−f(n). Ainsi 0 6

n
∑

k=1

wk 6 f(0)−L

où L est la limite de f en +∞, limite qui existe car f est décroissante minorée.

• PROPRIETE

Si f est décroissante, la série
∑

f(n) est convergente si et seulement si la suite
(∫ n

0

f(t)dt

)

n∈N

est convergente.
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Dem. On utilise le fait que la différence entre les deux suites

(∫ n

0
f(t)dt

)

n∈N

et

(

n
∑

k=0

f(k)

)

n∈N

est une suite convergente,

donc les suites ont même nature

1.4.3 Séries alternées de nombres réels

1.4.3.1 Règle de Leibniz

• DEFINITION

Une série
∑

un de réels est dite alternée lorsque le signe de (−1)nun est constant.

• PROPRIETE Règle de Leibniz (ou critère spécial des séries alternées)

Si
∑

un est une "bonne série alternée", c’est à dire une série alternée où (|un|)
est une suite décroissante et convergente vers 0, alors

∑

un est convergente.

Dem. On étudie les suites extraites (S2n)n∈N et (S2n+1)n∈N de la suite (Sn)n∈N des sommes partielles. On montre qu’il s’agit

de suites adjacentes qui convergent vers la même limite donc la suite (Sn)n∈N converge

• Ce résultat demeure valable si l’alternance ou la décroissance n’a lieu qu’à partir d’un certain rang.

• Exemple : Séries de Riemann alternées :
∑

n>0

(−1)n
nα

est convergente si et seulement si α > 0.

Dem. Dans le cas α 6 0, la série est grossièment divergente.

Dans le cas α > 0, on utilise la règle de Leibniz

1.4.3.2 Utilisation de développements limités

• Pour des séries alternées qui ne sont pas absolument convergentes, on ne peut pas utiliser une
comparaison par équivalents (car le signe des termes n’est pas constant), on peut en revanche
effectuer un développement limité visant à faire apparaître un terme qui est de signe constant ou
qui est le terme général d’une série absolument convergente.

1.4.3.3 Propriétés des sommes et restes de bonnes séries alternées

On suppose ici que (vn) est une suite de réels qui décroît et converge vers 0 . On s’intéresse à la

série de terme général un = (−1)nvn. La règle de Leibniz assure la convergence de
∑

un.

• PROPRIETE

Pour tout n, Rn(u) a le signe de un+1 et |Rn(u)| 6 |un+1|

Dem. Quitte à multiplier le tout par −1, on va supposer que les u2n sont positifs et les u2n+1 négatifs. On a alors : (S2n+1)n∈N

croissante et (S2n)n∈N décroissante. Donc comme elles convergent vers la même limite S, on a : ∀n ∈ N, S2n+1 6 S 6 S2n+2 6 S2n et

donc 0 6 S − S2n+1 = R2n+1 6 u2n+2 et 0 6 S2n − S = −R2n 6 −u2n+1

• PROPRIETE

Pour tout n, Sn(u) a le signe de u0 (ici positif) et |Sn(u)| 6 |u0|. Par prolongement

d’inégalité on a :
+∞
∑

n=0

un a le signe de u0 et

∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

n=0

un

∣

∣

∣

∣

∣

6 |u0|.

Dem. En reprenant les inégalités ci-dessus, on a : 0 6 u0 + u1 = S1 6 S 6 S0 = u0 dans le cas où u0 est positif
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1.5 Familles sommables

1.5.1 Familles sommables de nombres réels positifs

I est un ensemble non vide quelconque, (xi)i∈I une famille de réels positifs.
On rappelle que l’on peut prolonger les opérations + et × de R+ sur R+ ∪ {+∞}, notée [0,+∞], en
posant :
∀(x, y) ∈ [0,+∞]2, x+ y = +∞ si au moins l’un des deux est infini
∀(x, y) ∈ [0,+∞]2, x× y = 0 si au moins l’un des deux est nul, et x× y = +∞ si l’un des deux est +∞
et l’autre est non nul.
Remarque : avec cette convention, on a sur [0,+∞]2, 0× (+∞) = 0.
On admet que les lois + et × ainsi prolongées conservent les propriétés usuelles : commutativité, asso-
ciativité, distributivité.
On prolonge également la relation d’ordre 6 en posant que si y = +∞ et x ∈ [0,+∞], on a x 6 y.
Ainsi, avec cette nouvelle relation d’ordre, on a pour A partie non vide de [0,+∞], sup(A) = +∞ si
+∞ ∈ A ou si A est une partie non bornée de R+.

1.5.1.1 Définitions

• DEFINITION

Soit I un ensemble non vide. Soit (xi)i∈I une famille de réels positifs. On définit la somme de

la famille (xi)i∈I comme étant la borne supérieure de

{

∑

i∈F

xi

∣

∣

∣

∣

F partie finie de I

}

.

On note
∑

i∈I

xi cette borne supérieure

• PROPRIETE Invariance par permutation

Soit σ une permutation de I et (xi)i∈I une famille de réels positifs.

Alors
∑

i∈I

xi =
∑

i∈I

xσ(i)

Dem. Vue l’an dernier

• DEFINITION

La famille (xk)k∈I est dite sommable lorsque E =

{

∑

j∈F

xj, F partie finie de I

}

est un en-

semble majoré, c’est à dire lorsque :

∃M ∈ R+

∣

∣ ∀F, (F ⊂ I et F fini )⇒
∑

k∈F

xk 6 M

Remarque Cela revient à
∑

i∈I

xi < +∞

• DEFINITION

Lorsque la famille (xi)i∈I est sommable, la somme de la famille est, par définition, la borne

supérieure de E que l’on notera
∑

i∈I

xi i.e.
∑

i∈I

xi = sup
F⊂I

F fini

∑

i∈F

xi

• Si la famille (xk)k∈I n’est pas sommable, on a
∑

k∈I

xk = +∞
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• Exemple : si I = N et si (xn)n∈N est une suite de réels positifs, la famille (xn)n∈N (qui est

ici une suite) est sommable si et seulement si la série
∑

xn est convergente. On a dans ce cas

∑

k∈N

xk =
∞
∑

n=0

xn

1.5.1.2 Propriétés

I est un ensemble non vide, (xi)i∈I et (yi)i∈I deux familles de réels positifs.

• PROPRIETE Opérations algèbriques

Soit (xi)i∈I et (yi)i∈I deux familles de réels positifs et soit λ et µ deux réels positifs.

Alors
∑

i∈I

(λxi + µyi) = λ
∑

i∈i

xi + µ
∑

i∈I

yi

Dem. Vue l’an dernier

• PROPRIETE

Soit (xi)i∈I et (yi)i∈I deux familles de réels positifs. Si ∀i ∈ I, xi 6 yi, si la famille

(yi)i∈I est sommable, alors la famille (xi)i∈I est sommable et
∑

i∈I

xi 6
∑

i∈I

yi.

Dem. Soit S la somme de la famille (yi)i∈I . Par définition de la borne sup, pour toute partie finie F de I, on a
∑

i∈F

yi 6 S donc

par majoration,
∑

i∈F

xi 6 S. Ainsi







∑

j∈F

xj , F partie finie de I







est une partie majorée de R+ et donc la famille (xi)i∈I est sommable.

De plus sa somme est inférieure à S qui est un majorant de







∑

j∈F

xj , F partie finie de I







• PROPRIETE

Si J est une partie non vide de I et si (xi)i∈I est sommable, alors (xi)i∈J est sommable

et
∑

i∈J

xi 6
∑

i∈I

xi.

• PROPRIETE Théorème de sommation par paquets (admis)

Soit I et J deux ensembles non vides. Soit (Ij)j∈J une partition de I ( les Ij sont non

vides et disjoints deux à deux et leur réunion vaut I). Soit (xi)i∈I une famille de réels positifs.

Alors
∑

i∈I

xi =
∑

j∈J





∑

i∈Ij

xi





Remarque . On en déduit alors un critère de sommabilité : Si (In)n∈N forme une partition de I et
(xi)i∈I est une famille de réels positifs, alors : la famille est sommable si et seulement si toutes les

sous-familles (xi)i∈In sont sommables et la série
∑

vn est convergente, en notant vn =
∑

i∈In

xi

• THEOREME Théorème de Fubini positif

Soit I1 et I2 deux ensembles non vides et soit I = I1×I2. Soit la famille (xi,j)(i,j)∈I1×I2

de réels positifs. Alors
∑

(i,j)∈I

xi,j =
∑

i∈I1

(

∑

j∈I2

xi,j

)

=
∑

j∈I2

(

∑

i∈I1

xi,j

)

Dem. Cela provient du fait que la famille (Jj)j∈I2
avec Jj =

{

(i, j)
∣

∣i ∈ I1
}

pour la première égalité, forme une partition de

I. Et de même avec la famille (Ji)i∈I1 avec Ji =
{

(i, j)
∣

∣j ∈ I2
}

pour la seconde égalité
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1.5.2 Familles sommables de nombres complexes

I est un ensemble non vide, (zk)k∈I une famille de complexes.

1.5.2.1 Définitions

• DEFINITION

La famille (zk)k∈I est dite sommable lorsque la famille de réels positifs (|zk|)k∈I est sommable

i.e. si
∑

k∈I

|zk| < +∞.

• Exemple : lorsque I = N : une suite (zk)k∈N de nombres complexes est sommable si et seulement

si la série
∑

zn est absolument convergente.

• Rappel : si y est un nombre réel, on pose y+ = y si y est positif et y+ = 0 sinon, y− = −y si y est

négatif et y− = 0 sinon. On a alors, pour tout réel y : y = y+ − y− et |y| = y+ + y−.

• PROPRIETE - DEFINITION

Une famille (zk)k∈I de réels est sommable si et seulement si les deux familles de
réels positifs

(

z+k
)

k∈I
et
(

z−k
)

k∈I
sont sommables.

On définit alors la somme de la famille (zk)k∈I par :
∑

k∈I

zk =
∑

k∈I

z+k −
∑

k∈I

z−k .

Dem. Comme 0 6 z+k 6 |zk| et 0 6 z−k 6 |zk|, la sommabilité de (|zk|)k∈I entraine celles de
(

z+k

)

k∈I
et de

(

z−k

)

k∈I
.

Comme |zk| = z+k + z−k , les sommabilités de
(

z+k

)

k∈I
et de

(

z−k

)

k∈I
entrainent celle de (|zk|)k∈I .

• PROPRIETE - DEFINITION

Une famille (zk)k∈I de complexes est sommable si et seulement si les deux familles
de réels (Re (zk))k∈I et (Im (zk))k∈I sont sommables.

On définit alors la somme de la famille (zk)k∈I par :
∑

k∈I

zk =
∑

k∈I

Re(zk)+ i
∑

k∈I

Im(zk)

Dem. Comme 0 6 |Re (zk)| 6 |zk| et 0 6 |Im (zk)| 6 |zk|, la sommabilité de (|zk|)k∈I entraine celles de (Re (zk))k∈I et de

(Im (zk))k∈I .

Comme |zk| 6 |Re (zk)|+ |Im (zk)|, les sommabilités de (Re (zk))k∈I et de (Im (zk))k∈I entrainent celle de (|zk|)k∈I .

• Lorsque I = N, si la suite (zk)k∈N de nombres complexes est sommable (i.e. si la série de terme

général (zn)n∈N est absolument convergente) on a
∑

k∈N

zk =
∞
∑

n=0

zn.

1.5.2.2 Propriétés

• PROPRIETE

Soit (zk)k∈I une famille de nombres complexes et (vk)k∈I une famille sommable de
réels positifs telles que ∀k ∈ I, |zk| 6 vk. Alors (zk)k∈I est sommable

• PROPRIETE

Si la famille (zk)k∈I est sommable et si ε ∈ R∗+. Alors il existe une partie finie F de

I telle que

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k∈I

zk −
∑

k∈F

zk

∣

∣

∣

∣

∣

6 ε

Dem. Il suffit de prendre F telle que
∑

k∈I

|zk| −
∑

k∈F

|zk| 6 ε, ce qui est possible par caractérisation de la borne supérieure.

30



Lycée Marceau Chap 1 : Suites, séries et familles sommables de nombres complexes MP 2023/2024

• PROPRIETE Linéarité

si (zk)k∈I et (wk)k∈I sont deux familles sommables de nombres complexes et si

α est un complexe, alors la famille (zk + αwk)k∈I est sommable et
∑

k∈I

(zk + αwk) =

(

∑

k∈I

zk

)

+ α

(

∑

k∈I

wk

)

.

• PROPRIETE Invariance par permutation

si (zk)k∈I est une famille sommable de nombres complexes, pour toute permutation

σ de I, la famille
(

zσ(k)
)

k∈I
est sommable et

∑

k∈I

zk =
∑

k∈I

zσ(k).

• PROPRIETE Théorème de sommation par paquets (admis)

Soit I et J deux ensembles non vides. Soit (Ij)j∈J une partition de I. (zk)k∈I est
une famille sommable de nombres complexes.

* Pour tout j ∈ J, la famille (zk)k∈Ij est sommable,

* La famille





∑

k∈Ij

zk





j∈J

est sommable

*

∑

k∈I

zk =
∑

j∈J





∑

k∈Ij

zk



.

• THEOREME Théorème de Fubini

Soit I1 et I2 deux ensembles non vides et soit I = I1 × I2. Soit (xi,j)(i,j)∈I1×I2 une

famille sommable de complexes. Alors
∑

(i,j)∈I

xi,j =
∑

i∈I1

(

∑

j∈I2

xi,j

)

=
∑

j∈I2

(

∑

i∈I1

xi,j

)

• PROPRIETE

Soit I et J deux ensembles non vides. Soit (ai)i∈I et (bj)j∈J deux familles sommables

de complexes. Alors (aibj)(i,j)∈I×J est sommable et
∑

(i,j)∈I×J

aibj =

(

∑

i∈I

ai

)

×
(

∑

j∈J

bj

)

1.5.3 Produit de Cauchy

1.5.3.1 Définition

• DEFINITION

Si (yn)n∈N et (zn)n∈N sont deux suites de nombres complexes,
le produit de Cauchy de ces deux suites est la suite (wn)n∈N où :

∀n ∈ N, wn =
n

∑

p=0

ypzn−p =
∑

p+q=n

ypzq.

• Remarque : si les suites (yn)n∈N et (zn)n∈N sont presque nulles, et si on considère les polynômes

P =
∞
∑

n=0

ynX
n et Q =

∞
∑

n=0

znX
n, alors P ×Q =

∞
∑

n=0

wnX
n.
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• Exemple : Si a et b sont deux complexes et si (yn)n∈N =

(

an

n!

)

n∈N

et (zn)n∈N =

(

bn

n!

)

n∈N

alors le

produit de Cauchy est (wn)n∈N =

(

(a+ b)n

n!

)

n∈N

.

1.5.3.2 Théorème

• THEOREME

Si
∑

yn et
∑

zn sont deux séries absolument convergentes de nombres complexes,

alors la série "produit de Cauchy" :
∑

wn (avec wn défini ci-dessus) est absolument

convergente et,
∞
∑

n=0

wn =

(

∞
∑

n=0

yn

)

×
(

∞
∑

n=0

zn

)

.

Dem. Commençons par établir la sommabilité de la famille (wn)n∈N i.e. l’absolue convergence de la série
∑

wn. On note

un = |yn|, vn = |zn| et tn =

n
∑

k=0

ukvn−k.

On a ∀n ∈ N, |wn| 6 tn.

Pour N ∈ N, on a

N
∑

k=0

tn =
∑

(k,j)∈[[0,N]]2

k+j6N

ukvj 6
∑

(k,j)∈[[0,N ]]2

ukvj =

(

N
∑

k=0

uk

)

×





N
∑

j=0

vj



 6

+∞
∑

n=0

un

+∞
∑

n=0

vn . Ainsi la série de réels positifs

∑

tn est convergente et donc par domination, la série
∑

wn est absolument convergente.

Par produit (”normal”), la famille (ykzp)(k,p)∈N2 est sommable.

Or la famille (In)n∈N où In =
{

(k, p) ∈ N2
∣

∣k + p = n
}

forme une partition de N2. Ainsi par théorème de sommation par paquets, on a
∑

(k,p)∈N2

ykzp =
∑

n∈N

∑

(k,p)∈In

ykzp. Or
∑

(k,p)∈In

ykzp = wn. Donc on a bien le résultat voulu.

• Application :
PROPRIETE Exponentielle

Si a et b sont deux complexes, ea+b = ea × eb.

Dem. On applique le résultat précédent au produit de Cauchy des séries
∑ an

n!
et
∑ bn

n!
. En effet le produit de Cauchy

wn =

n
∑

k=0

ak

k!

bn−k

(n− k)!
vérifie : wn =

1

n!

n
∑

k=0

(

n

k

)

akb(n−k) =
1

n!
(a+ b)n
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1.6 Développements limités usuels

DÉVELOPPEMENTS LIMITÉS EN 0
Développements à connaître

• ex =
n
∑

k=0

xk

k!
+ o(xn) ( ou +O(xn+1)).

• ch(x) =
n
∑

k=0

x2k

2k!
+ o(x2n) ( ou +o(x2n+1) ou +O(x2n+2)).

• sh(x) =
n
∑

k=0

x2k+1

(2k + 1)!
+ o(x2n+1) ( ou +o(x2n+2) ou +O(x2n+3)).

• sin(x) =
n
∑

k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
+ o(x2n+1) ( ou +o(x2n+2) ou +O(x2n+3)).

• cos(x) =
n
∑

k=0

(−1)kx2k

(2k)!
+ o(x2n) ( ou +o(x2n+1) ou +O(x2n+2)).

•
1

1− x
=

n
∑

k=0

xk + o(xn) (ou +O(xn+1)).

• − ln(1− x) =
n
∑

k=0

xk+1

k + 1
+ o(xn+1) (ou +O(xn+2)).

• ln(1 + x) =
n
∑

k=0

(−1)kxk+1

k + 1
+ o(xn+1) (ou +O(xn+2)).

• arctan(x) =
n
∑

k=0

(−1)kx2k+1

2k + 1
+ o(x2n+1) ( ou +o(x2n+2) ou +O(x2n+3)).

• Pour α ∈ R

(1 + x)α =
n
∑

k=0

α(α− 1)(. . .)(α− k + 1)

k!
xk + o(xn) (ou +O(xn+1)).

Développements à savoir retrouver (ordre 4 ou 6... voire 8)

• tan(x) = x+
1

3
x3 + o(x4) = x+

1

3
x3 +

2

15
x5 + o(x6)

= x+
1

3
x3 +

2

15
x5 +

17

315
x7 + o(x8)

• th(x) = x− 1

3
x3 + o(x4) = x− 1

3
x3 +

2

15
x5 + o(x6)

= x− 1

3
x3 +

2

15
x5 − 17

315
x7 + o(x8)

• arcsin(x) = x+
1

6
x3 + o(x4) = x+

1

6
x3 +

3

40
x5 + o(x6)

= x+
1

6
x3 +

3

40
x5 +

5

112
x7 + o(x8)
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