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5.1 Normes et distances

E désigne un espace vectoriel sur un corps K qui est un sous-corps de C (ce sera en général R ou C,
exceptionnellement Q).

5.1.1 Normes

5.1.1.1 Définition

• DEFINITION

Une norme sur E est une application N de E vers R+ vérifiant :

* ∀x ∈ E, N(x) = 0⇔ x = 0E (axiome de séparation )

* ∀x ∈ E, ∀µ ∈ K, N(µx) =| µ | N(x) (axiome d’homogénéité )

* ∀(x, y) ∈ E2, N(x+ y) 6 N(x) +N(y) (première inégalité triangulaire )

• Si N est une norme sur E, elle vérifie la deuxième inégalité triangulaire :

∀(x, y) ∈ E2, |N(x)−N(y)| 6 N(x− y)

Dem. Soit N une norme sur E. Soit (x, y) ∈ E2. Comme x = y+(x−y), on a N(x) 6 N(y)+N(x−y) i.e. N(x)−N(y) 6 N(x−y).

Par symétrie des roles entre x et y, on a aussi N(y)−N(x) 6 N(y − x) = N(x− y). Donc on a bien |N(x)−N(y)| 6 N(x− y)

5.1.1.2 Exemples généraux

• La valeur absolue est une norme sur R (rappel : ∀x ∈ R, | x |= sup{−x, x}).
• Le module est une norme sur C (rappel : ∀(a, b) ∈ R2, | a+ ib |=

√
a2 + b2).

• Si (E,N) est un espace vectoriel normé et si F est un sous-espace vectoriel de E, la restriction de
N à F définit une norme, appelée norme induite par N dans F .

• PROPRIETE - DEFINITION Norme associée à un produit scalaire

Si E est un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire (. | .), l’application ‖ ‖
définie sur E par : ∀x ∈ E, ‖x‖ =

√

(x | x) est une norme, appelée norme euclidienne
ou norme préhilbertienne en dimension non finie, vérifiant de plus :

* ∀(x, y) ∈ E2, | (x | y) |6 ‖x‖ . ‖y‖ (inégalité de Cauchy-Schwarz ).

* ∀(x, y) ∈ E2, ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2(x | y)

Dem.

✔ Les relations complémentaires (inégalité de Cauchy-Schwarz et expression de la norme d’une somme) proviennent des résultats sur
les produits scalaires

✔ positivité et séparation Le fait que ‖‖ soit une application de E vers R+ vérifiant l’axiome de séparation provient de la définie
positivité du produit scalaire.

✔ homogénéité. Soit x ∈ E et λ ∈ R. ‖λx‖2 =
(

λx
∣

∣λx
)

= λ2
(

x
∣

∣x
)

= (|λ| ‖x‖)2. Ainsi ‖λx‖ et |λ| ‖x‖ sont deux réels positifs ayant
le même carré : ils sont égaux.

✔ Inégalité triangulaire. Soit (x, y) ∈ E2.

‖x+ y‖2 =
(

x+ y
∣

∣x+ y
)

=
(

x
∣

∣x
)

+ 2
(

x
∣

∣y
)

+
(

y
∣

∣y
)

6 ‖x‖2 + 2‖x‖‖y‖ + ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2. Or les réels ‖x+ y‖ et ‖x‖ + ‖y‖
sont positifs donc rangés dans le même ordre que leurs carrés, donc ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖
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5.1.1.3 Normes usuelles dans Kn

PROPRIETE

Les trois applications suivantes sont des normes dans Kn :

• N1 :





Kn −→ R+

(x1, . . . , xn) 7−→
n
∑

i=1

| xi |



. On la note aussi
∥

∥

∥

∥

∥

∥

1

• N2 :





Kn −→ R+

(x1, . . . , xn) 7−→
√

n
∑

i=1

| xi |2



 . On la note aussi
∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

• N∞ :

(

Kn −→ R+

(x1, . . . , xn) 7−→ Sup {| xi |, i ∈ [[1, n]]}

)

. On la note aussi
∥

∥

∥

∥

∥

∥

∞

Dem.
✏ Séparation On vérifie aisément que ces trois fonctions sont bien définies et à valeurs dans R+ et qu’elles vérifient l’axiome de séparation.

En effet la somme de réels positifs est nulle si et seulement si tous ces réels sont nuls

✏ homogénéité. Pas de souci pour N1 et N2.
Pour N∞, on peut utiliser le résultat suivant :

Soit k ∈ R+ et A une partie non vide et majorée de R. Si on note kA l’ensemble kA =
{

ka
∣

∣a ∈ A
}

. Alors sup(kA) = k sup(A) .

En effet si k = 0, il n’y a pas de soucis car alors kA = {0}.
Sinon (i.e. k > 0). Soit λ = sup(A). On a ∀x ∈ kA, x 6 kλ par compatibilité de 6 avec le produit de réel positif. Donc sup(kA) 6 k sup(A).
En appliquant ce résultat à B = kA et k′ = 1/k, on a sup(k′B) 6 k′ sup(B) i.e. k sup(A) 6 sup(kA), d’où l’égalité.

✏ Inégalité triangulaire. Pour N1 et N∞, il n’y a pas trop de soucis : en prenant X = (x1, . . . , xn) ∈ Kn et Y = (y1, . . . , yn) ∈ Kn, on a :

∀i ∈ [[1, n]] |xi + yi| 6 |xi| + |yi| et |xi + yi| 6
∥

∥X
∥

∥

∞
+
∥

∥Y
∥

∥

∞
. Donc en sommant les premières inégalités et en passant au sup pour les

secondes, on obtient
∥

∥X + Y
∥

∥

1
6
∥

∥X
∥

∥

1
+
∥

∥Y
∥

∥

1
et
∥

∥X + Y
∥

∥

∞
6
∥

∥X
∥

∥

∞
+
∥

∥Y
∥

∥

∞
.

Pour N2. On pose N ′ la norme euclidienne de Rn (pour le produit scalaire canonique, et on sait que c’est une norme...). Si X ∈ Kn, on note

X′ le vecteur de Rn dont les composantes sont les modules des composantes de X : si X = (x1, . . . , xn) ∈ Kn, on a X′ = (|x1| , . . . , |xn|).
On a alors N2(X) = N ′(X′).
Soit X = (x1, . . . , xn) ∈ Kn, Y = (y1, . . . , yn) ∈ Kn et Z = X + Y = (z1, . . . , zn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn). on a :

N2(X + Y ) = N ′(Z′) =

√

√

√

√

n
∑

i=1

|xi + yi|2 6

√

√

√

√

n
∑

i=1

(|xi|+ |yi|)2 = N ′(X′ + Y ′) 6 N ′(X′) +N ′(Y ′) = N2(X) +N2(Y )

5.1.1.4 Transport d’une norme d’un espace vectoriel sur un autre

• PROPRIETE

Si E et F sont des K-espaces vectoriels, si N est une norme sur F et si f est une
application linéaire et injective de E dans F , on définit une norme ν dans E en
posant : ∀x ∈ E, ν(x) = N(f(x)).

Dem. On vérifie les axiomes de normes, en constatant que l’injectivité de f assure la séparation de la norme transportée

• En particulier, on pourra transporter une norme d’un espace vectoriel normé (F,N) sur tout espace
E isomorphe à F

• Exemple fondamental : si E est un K-espace vectoriel de dimension finie d et si B = (e1, . . . , ed)

est une base de E, alors g :





Kd −→ E

(x1, . . . , xd) 7−→
d
∑

i=1

xiei



 est un isomorphisme, donc, si N est

une norme dans Kd, on définit une norme ν dans E en posant ν

(

d
∑

i=1

xiei

)

= N(x1, . . . , xd).

En particulier, on dispose dans E des normes suivantes :

ν1 :
d
∑

i=1

xiei →
d
∑

i=1

| xi | ν2 :
d
∑

i=1

xiei →

√

√

√

√

d
∑

i=1

| xi |2 ν∞ :
d
∑

i=1

xiei → sup
i∈[[1,d]]

| xi |.

114



Lycée Marceau Chap 5 : Espaces vectoriels normés MP 2023/2024

5.1.1.5 Normes usuelles dans C ([a, b],K)

On note ici E = C ([a, b],K) le K-espace vectoriel des fonctions continues définies sur le segment [a, b] de
R (a < b) et à valeurs dans K.

PROPRIETE - DEFINITION

Les trois applications suivantes sont des normes dans E = C ([a, b],K) :

• N1 =
∥

∥

∥

∥

1
:

(

E −→ R+

f 7−→
∫ b

a

∣

∣f(t)
∣

∣dt

)

Norme de la convergence en moyenne

• N2 =
∥

∥

∥

∥

2
:

(

E −→ R+

f 7−→
√

∫ b

a

∣

∣f(t)
∣

∣

2
dt

)

Norme de la convergence en moyenne quadratique

• N∞ =
∥

∥

∥

∥

∞ :

(

E −→ R+

f 7−→ Sup
{∣

∣f(t)
∣

∣, t ∈ [a, b]
}

)

Norme de la convergence uniforme

Dem.
1. Pour

∥

∥

∥

∥

1

✏ Définition. Si f ∈ E, |f | est une fonction continue positive sur [a, b] donc son intégrale sur [a, b] existe et est positive

✏ Séparation Si f ∈ E telle que
∥

∥f
∥

∥

1
= 0. On a |f | est une fonction continue positive sur [a, b] dont l’intégrale sur [a, b] est nulle

donc c’est la fonction nulle i.e. ∀t ∈ [a, b], |f(t)| = 0 i.e. ∀t ∈ [a, b], f(t) = 0 i.e. f = 0E

✏ Homogénéité. Soit f ∈ E et λ ∈ K.
∥

∥λf
∥

∥

1
=

∫ b

a

|λf(t)|dt =
∫ b

a

|λ| |f(t)| dt = |λ|
∫ b

a

|f(t)| dt = |λ|
∥

∥f
∥

∥

1

✏ Inégalité triangulaire Soit (f, g) ∈ E2. On a : ∀t ∈ [a, b], |f(t) + (g(t)| 6 |f(t)|+ |g(t)|. Donc en intégrant
∥

∥f + g
∥

∥

1
6
∥

∥f
∥

∥

1
+
∥

∥g
∥

∥

1

2. Pour
∥

∥

∥

∥

2

✏ Définition. Si f ∈ E, |f |2 est une fonction continue positive sur [a, b] donc son intégrale sur [a, b] existe et est positive, donc la
racine carrée de cette intégrale existe et est positive.

✏ Séparation Si f ∈ E telle que
∥

∥f
∥

∥

2
= 0. On a |f |2 est une fonction continue positive sur [a, b] dont l’intégrale sur [a, b] est nulle

donc c’est la fonction nulle i.e. ∀t ∈ [a, b], |f(t)|2 = 0 i.e. ∀t ∈ [a, b], |f(t)| = 0 i.e. ∀t ∈ [a, b], f(t) = 0 i.e. f = 0E

✏ Homogénéité. Soit f ∈ E et λ ∈ K.
∥

∥λf
∥

∥

2

2
=

∫ b

a

|λf(t)|2dt =
∫ b

a

|λ|2 |f(t)|2 dt = |λ|2
∫ b

a

|f(t)|2 dt =
(

|λ|
∥

∥f
∥

∥

2

)2
. Ainsi

∥

∥λf
∥

∥

2
et

|λ|
∥

∥f
∥

∥

2
sont deux réels positifs de même carré : ils sont égaux.

✏ Inégalité triangulaire Soit (f, g) ∈ E2. On a ∀t ∈ [a, b], |f(t) + (g(t)| 6 |f(t)| + |g(t)| donc ∀t ∈ [a, b], |f(t) + (g(t)|2 6 |f(t)|2 +

2|f(t)| |g(t)|+ |g(t)|2. Donc en intégrant
∥

∥f + g
∥

∥

2

2
6
∥

∥f
∥

∥

2

2
+ 2

∫ b

a

|f(t)| |g(t)| dt+
∥

∥g
∥

∥

2

2
. Or d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz

on a :

∫ b

a

|f(t)| |g(t)| dt 6

√

∫ b

a

|f(t)|2dt
√

∫ b

a

|g(t)|2dt =
∥

∥f
∥

∥

2

∥

∥g
∥

∥

2
. Ainsi

∥

∥f + g
∥

∥

2

2
6
(∥

∥f
∥

∥

2
+
∥

∥g
∥

∥

2

)2
. Donc en utilisant la

croissance de
√

sur R+, on a
∥

∥f + g
∥

∥

2
6
∥

∥f
∥

∥

2
+
∥

∥g
∥

∥

2

3. Pour
∥

∥

∥

∥

∞

✏ Définition. Si f ∈ E, |f | est une fonction continue positive sur [a, b] donc elle est majorée sur [a, b] et sa borne sup existe et est
positive.

✏ Séparation Si f ∈ E telle que
∥

∥f
∥

∥

∞
= 0. On a |f | est une fonction continue positive sur [a, b] donc :

∀t ∈ [a, b], 0 6 |f(t)| 6 sup
x∈[a,b]

(|f(x)|) = 0 donc ∀t ∈ [a, b], |f(t)| = 0 i.e. ∀t ∈ [a, b], f(t) = 0 i.e. f = 0E

✏ Homogénéité. Soit f ∈ E et λ ∈ K. Si on note A =
{

|f(t)|
∣

∣t ∈ [a, b]
}

et B =
{

|λf(t)|
∣

∣t ∈ [a, b]
}

, on a avec les notations utilisées
dans la démonstration du résultat énoncé pour les normes de Kn, B = |λ|A. Or A partie non vide et majoée de R, donc
sup(B) = |λ| sup(A) i.e.

∥

∥λf
∥

∥

∞
= |λ|

∥

∥f
∥

∥

∞
.

Remarque. On pouvait aussi faire la démonstration complète. On reprend les notations pour f et λ. On pose g = λf . On a :

∀t ∈ [a, b], |g(t)| = |λ| |f(t)| 6 |λ|
∥

∥f
∥

∥

∞
. Donc en passant au sup ,

∥

∥λf
∥

∥

∞
6 |λ|

∥

∥f
∥

∥

∞
.

Puis on constate que si λ est nul on a bien l’égalité voulue, et si λ est non nul, on applique l’inégalité précédente à la fonction λf

et au scalaire
1

λ
✏ Inégalité triangulaire Soit (f, g) ∈ E2. On a : ∀t ∈ [a, b], |f(t)+ (g(t)| 6 |f(t)|+ |g(t)| 6

∥

∥f
∥

∥

∞
+
∥

∥g
∥

∥

∞
. Donc en passant à la borne

supérieure
∥

∥f + g
∥

∥

∞
6
∥

∥f
∥

∥

∞
+
∥

∥g
∥

∥

∞

5.1.1.6 Norme d’un espace produit

PROPRIETE

Si ((E1, N1), . . . , (Ep, Np)) sont p espaces vectoriels normés, on définit une norme ν

sur l’espace produit E = E1× . . .×Ep en posant ν :

(

E −→ R+

(x1, . . . , xp) 7−→ sup
i∈[[1,p]]

Ni(xi)

)
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Dem. Positivité, séparation et homogénéité : OK

Soit x et y deux vecteurs de E. On note x = (x1, . . . , xp) et y = (y1, . . . , yp). On a : ∀i ∈ [[1, p]], Ni (xi + yi) 6 Ni (xi) +Ni (yi) 6 ν (x) + ν (y).

Ainsi ν (x+ y) 6 ν (x) + ν (y)

5.1.1.7 Norme d’algèbre

• DEFINITION

Si (E,+,×, .) est une K-algèbre, une norme N de l’espace vectoriel E est qualifiée de
norme d’algèbre lorsqu’elle vérifie de plus : ∀(x, y) ∈ E2, N(x×y) 6 N(x)N(y) etN(1E) = 1

5.1.2 Normes équivalentes

5.1.2.1 Définition

• DEFINITION

Deux normes N et N ′ d’un même espace vectoriel normé E sont équivalentes lorsque :

∃(a, b) ∈ (R∗+)
2 / ∀x ∈ E, aN(x) 6 N ′(x) 6 bN(x)

Cette relation sur les normes de E est clairement une relation d’équivalence.

• N et N ′ sont équivalentes si et seulement si l’ensemble de réels F =

{

N ′(x)

N(x)
, x ∈ E\{0}

}

est

inclus dans un segment [a, b] avec 0 < a < b.

• Pour que deux normes N et N ′ ne soient pas équivalentes, il suffit qu’il existe une suite (xn)n∈N à

valeurs dans E\{0} telle que la suite

(

N ′(xn)

N(xn)

)

n∈N
converge vers 0 ou diverge vers +∞.

5.1.2.2 Exemples

• PROPRIETE

Dans Kn, les normes N1, N2 et N∞ sont deux à deux équivalentes.

Dem. N∞ 6 N1 6 nN∞ et N∞ 6 N2 6
√
nN∞

• PROPRIETE

Dans C ([a, b],K), deux normes parmi N1, N2 et N∞ ne sont pas équivalentes.

Dem. On travaille dans [0, 1]. Si fn(x) = nxn. On a N1 (fn) =
n

n+ 1
, N2 (fn) =

n√
2n+ 1

et N∞ (fn) = n. Ainsi
N∞

N2
et

N2

N1
sont

non majorées

5.1.2.3 Théorème

• THEOREME

Dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Dem. La démonstration de ce résultat n’est pas exigible. Elle utilise la notion de compacité que l’on verra plus tard.

On fixe B = (e1, . . . , ep) une base de E et la norme N0 : N0

(

p
∑

k=1

akek

)

= sup
k∈[[1,p]]

|ak|. Soit N une norme sur E.

Si
N

N0
était non majorée. ∀n ∈ N∗, ∃x′

n 6= 0|N
(

x′
n

)

> nN0(x
′
n). En divisant par N0(x

′
n), on trouve xn tel que N(xn) > n et N0(xn) = 1.

On note uk,n les coordonnées de xn dans la base B. Ces suites des coordonnées sont bornées donc par BWutilisé plusieurs fois, on

trouve une extractrice commune θ telle que toutes les
(

uk,θ(n)

)

n∈N∗
convergent. On note ℓk les différentes limites et L =

p
∑

k=1

ℓkek. On
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a alors N
(

xθ(n) − L
)

6

p
∑

k=1

∣

∣uk,θ(n) − ℓk
∣

∣N (ek) ce qui tend vers 0 donc est inférieur à ε = 1 à partir d’un certain rang . On a alors

N(L) > N
(

xθ(n)

)

+N
(

xθ(n) − L
)

> n− ε > n− 1 : N(L) supérieur à tout entier : Impossible. Donc
N

N0
est majorée

De même
N0

N
est majorée : on crée par l’absurde une suite xn telle que N(xn) 6

1

n
et N0(xn) = 1

Complement Pour les curieux : On démontre le résultat en 3 étapes :

☞ Dans Kp muni de la norme ‖.‖∞, les parties fermées et bornées sont compactes. En effet si K = R. Soit A une partie
fermée et bornée de Rp. Alors il existe a > 0 tel que A ⊂ [−a, a]p. Or C = [−a, a]p est un compact comme produit
de compacts, et donc A = A ∩ C est un compact car c’est une partie fermée d’un compact. Pour K = C, on constate d’abord

que la boule unité de R
2
pour la norme ‖.‖2 est compacte (car fermée et incluse dans la boule unité de R

2
pour la norme ‖.‖∞). Il en va de même pour toute

boule fermée. Ainsi une partie fermée et bornée dans C
p

pour la norme ‖.‖∞ est compacte (fermée dans un compact D
p

où D disque fermé de centre 0 dans

C).

☞ Toutes les normes de Kp sont équivalentes. Il suffit de montrer qu’une norme N quelconque de Kp est équivalente à

la norme ‖.‖∞. Soit (e1, . . . , en) la base canonique de K
p. Soit x =

n
∑

i=1

xiei. On a N(x) 6

n
∑

i=1

|xi|N (ei) 6 b
∥

∥x
∥

∥

∞
où

b =
n
∑

i=1

N (ei). On en déduit une première inégalité, mais également, à l’aide de la deuxième inégalité triangulaire,

que N est b−lipschitzienne et donc continue. En particulier, l’image de la sphère unité S (qui est compacte dans
(Kp, ‖.‖∞)) est un compact de R∗

+. Donc il existe a > 0 tel que ∀x ∈ S,N(x) > a et donc par homogénéité,
∀x ∈ Kp, N(x) > a

∥

∥x
∥

∥

∞
.

☞ Toutes les normes d’un K−espace vectoriel de dimension finie sont équivalentes. Soit u isomorphisme de Kp vers E.
Soient N et N ′ deux ormes sur E. Alors N ◦ u et N ′ ◦ u sont deux normes sur Kp donc sont équivalentes : il existe
a > 0 et b > 0 tels que ∀x ∈ Kp, aN(u(x)) 6 N ′(u(x)) 6 bN(u(x)). Aussi ∀y ∈ E, aN(y) 6 N ′(y) 6 bN(y).

5.1.3 Eléments de topologie

5.1.3.1 Distance entre deux points

• DEFINITION

Si A est un ensemble, on appelle distance dans A toute application d : A×A→ R+ vérifiant
les axiomes suivants :

* ∀(x, y) ∈ A2, d(x, y) = 0⇔ x = y (axiome de séparation )

* ∀(x, y) ∈ A2, d(x, y) = d(y, x) (axiome de symétrie )

* ∀(x, y, z) ∈ A3, d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire )

• PROPRIETE

Soit (E,N) un espace vectoriel normé et A une partie de E.

Alors l’application d :

(

A× A −→ R+

(x, y) 7−→ N(x− y)

)

est une distance, dite associée à

la norme N

Dem. les axiomes de norme entrainent ceux de distance. A noter qu’on n’utilise pas l’axiome d’homogénéité : il existe des

distances qui ne sont pas associées à des normes

5.1.3.2 Distance d’un point à une partie

• PROPRIETE - DEFINITION

Si A est une partie non vide d’un espace vectoriel normé (E,N), si x est un élément
de E, l’ensemble {N(x− a), a ∈ A} admet une borne inférieure. Celle-ci se nomme
"distance de x à A " et se note d(x,A).

Dem. L’ensemble considéré est une partie non vide de R minorée par 0 donc elle possède une borne inférieure
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• PROPRIETE

Si x ∈ A, alors d(x,A) = 0 mais la réciproque est fausse .

Dem. si x ∈ A, 0 ∈ {N(x− a), a ∈ A}.
Pour la réciproque fausse, il suffit de considérer un EVN E, un vecteur x et de prendre A = E \ {x} d(x,A) = 0 alors que x n’est pas

dans A.

On peut aussi prendre un vecteur x de norme 1 et prendre pour A la boule unité ouverte : on a d(x,A) = 0 alors que x n’est pas dans A

• Rappel : Si E est un espace préhilbertien, et si A est un sous espace vectoriel de dimension finie
de E, alors d(x,A) = ‖x− p(x)‖ où p(x) est le projeté orthogonal de x sur A.
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5.1.3.3 Boules et sphères

(E,N) est un espace vectoriel normé.

• DEFINITION

a étant un vecteur de E et r un réel positif, on définit :

* B̊(a, r) = {x ∈ E / N(x− a) < r} = {x ∈ E / d(x, a) < r}, boule ouverte de centre a
et de rayon r.

* B(a, r) = {x ∈ E /N(x − a) 6 r} = {x ∈ E / d(x, a) 6 r}, boule fermée de centre a
et de rayon r.

* S(a, r) = {x ∈ E / N(x − a) = r} = {x ∈ E / d(x, a) = r}, sphère de centre a et de
rayon r.

• Remarques :

* Si r = 0, B̊(a, r) = ∅, B(a, r) = {a}, S(a, r) = {a}
* B(a, r)\B̊(a, r) = S(a, r)

• On appelle boule unité la boule fermée de centre 0 et de rayon 1.

• On appelle vecteur unitaire tout vecteur dont la norme vaut 1, c’est à dire tout vecteur de la
sphère S(0E, 1).

• PROPRIETE

Si x est un vecteur non nul,
x

N(x)
est unitaire.

Dem. Provient de l’homogénéité

• PROPRIETE

Si N et N ′ sont des normes équivalentes, toute boule (ouverte ou fermée) de
centre a pour la norme N contient une boule de même centre a pour la norme N ′

et est contenue dans une boule de même centre a pour la norme N ′.

Dem. Il suffit de montrer que si B est une boule (ouverte ou fermée) de centre a pour la norme N , elle est incluse dans une

une boule (ouverte ou fermée) de centre a pour la norme N ′ (il suffira de changer le rayon de façon adéquate pour avoir l’autre inclusion.

On se place dans le cas où B est la boule ouverte de centre a de rayon r pour la norme N . N et N ′ étant équivalentes, il existe

λ ∈ R∗
+

∣

∣∀x ∈ E,N ′(x) 6 λN(x). En particuler, ∀x ∈ B, N ′(x− a) < λr. Ainsi B est incluse dans la boule ouverte de centre a, de rayon

λr pour N ′.

• Dans R2, les boules unité associées aux trois normes usuelles sont les suivantes :

* Pour N1 : B(0, 1) = {(x, y)/ | x | + | y |6 1} ✲

✻

y

x
o

1❅
❅❅ 

  
❅
❅❅ 

  

* Pour N2 : B(0, 1) = {(x, y)/x2 + y2 6 1} ✲
✻
y

x
o

1

✚✙
✛✘

* Pour N∞ : B(0, 1) = {(x, y)/ | x |6 1 et | y |6 1} ✲
✻
y

x
o

1
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5.1.3.4 Parties bornées

• DEFINITION

Une partie A d’un espace vectoriel normé E est dite bornée lorsque {N(x), x ∈ A} est un
ensemble majoré.

• DEFINITION Définition équivalente

A est une partie bornée d’un espace vectoriel normé (E,N) lorsque :
∃R ∈ R∗+ / ∀x ∈ A, N(x) 6 R

• PROPRIETE

A est une partie bornée d’un espace vectoriel normé (E,N) lorsque A est incluse
dans une boule de (E,N). En particulier, les boules de (E,N) sont des parties
bornées de (E,N).

• PROPRIETE

Si N et N ′ sont des normes équivalentes dans E, les parties bornées de (E,N) sont
les parties bornées de (E,N ′).

• DEFINITION

Soit f une fonction d’un ensemble X non vide vers l’EVN E muni de la norme N . On dit que
f est bornée si l’ensemble f(X) est une partie bornée de E

5.1.3.5 Parties convexes

• DEFINITION

Si a et b sont deux points de E, le segment [a, b] est l’ensemble [a, b] = {(1− t).a+ t.b, t ∈
[0, 1] }.

• DEFINITION

Une partie A d’un espace vectoriel est dite convexe lorsque : ∀(a, b) ∈ A2, [a, b] ⊂ A

• PROPRIETE

L’intersection d’une famille de parties convexes de E est une partie convexe.

Dem. Pas de souci...

• PROPRIETE

Dans R les parties convexes sont les intervalles.

Dem. cf : l’an dernier

• PROPRIETE

Les boules (ouvertes ou fermées) d’un espace vectoriel normé (E,N) sont des
parties convexes.

Dem. Soit B la boule ouverte de centre a de rayon r pour la norme N . Soit x et y dans B. Soit z ∈ [a, b]. On peut écrire

z sous la forme z = tx + (1 − t)y avec t ∈ [0, 1]. On a alors z − a = t(x − a) + (1 − t)(y − a). Donc par l’inégalité triangulaire, on a

N(z − a) 6 N(t(x− a)) +N((1− t)(y − a)) = tN(x− a) + (1− t)N(y − a) par homogénéité. Or N(x− a) < r, N(y − a) < r et un des

réels positifs t ou 1− t est strictement positif. Ainsi N(z − a) < r : z ∈ B.

De même avec la boule fermée
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5.2 Suites à valeurs dans un espace vectoriel normé

(E,N) est un espace vectoriel normé.

5.2.1 Généralités sur les suites

5.2.1.1 Définition

• DEFINITION

Une suite à valeurs dans E est une application u définie sur un intervalle illimité d’entiers
naturels N ∩ [n0,+∞[ et à valeurs dans E que l’on note (un)n>n0 ou plus simplement (un).

• DEFINITION

L’ensemble des suites définies sur N et à valeurs dans E est noté EN.

• On munit EN de deux lois de composition :

* L’addition des suites : Si u = (un) et v = (vn) sont des éléments de EN, on pose u+v = (un+vn)

* Le produit par un scalaire : Si u = (un) est un élément de EN et µ un scalaire du corps K, on
pose µ.u = (µ.un)

PROPRIETE

(EN,+, .) devient ainsi un K-espace vectoriel.

• PROPRIETE

Lorsque E est de plus une algèbre, on munit EN d’une multiplication interne :

* Si u = (un) et v = (vn) sont des éléments de EN, on pose u× v = (un × vn)

(EN,+,×, .) devient ainsi une K-algèbre.

5.2.1.2 Suites bornées

• DEFINITION

Une suite (un) de EN est dite bornée lorsque l’ensemble {un, n ∈ N} est borné. On a donc :
(un) bornée si et seulement si : ∃M ∈ R+, ∀n ∈ N, N(un) 6 M

• PROPRIETE

L’ensemble des suites bornées de vecteurs de E constitue un sous-espace vectoriel
de EN que l’on note ℓ∞(E). (Dans le cas où (E,N) est une algèbre normée, ℓ∞(E)
est une sous algèbre de EN)

5.2.2 Suites convergentes

5.2.2.1 Définition

• DEFINITION

Une suite (un)n∈N de EN est dite convergente lorsque :

∃L ∈ E, ∀ε ∈ R∗+, ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N, n > n0 ⇒ N(un − L) 6 ε

Une suite non convergente est dite divergente
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• PROPRIETE - DEFINITION

Si (un)n∈N est une suite convergente, le vecteur L de la définition ci-dessus est
unique, on le nomme limite de la suite (un)n∈N et on le note lim

n→∞
un ou lim un

Dem. Identique à celle faite dans R ou C en remplaçant |un − L| par N (un − L)

5.2.2.2 Propriétés

• PROPRIETE

(un)n∈N converge vers L ⇔ (un − L)n∈N converge vers 0E ⇔ (N (un − L))n∈N converge
vers 0R

Dem. Il suffit de traduire les relations données par les définitions

• PROPRIETE

(un)n∈N ∈ EN converge vers L si et seulement si toute boule de centre L et de rayon
strictement positif contient tous les termes de la suite au delà d’un certain rang.
lim(un) = L⇔ ∀r > 0, ∃n0 ∈ N, n > n0 ⇒ un ∈ B(L, r)

• PROPRIETE

(un)n∈N converge vers L ⇒ (N (un))n∈N converge vers N(L)

• PROPRIETE

Toute suite convergente est bornée.
L’ensemble Conv(E) des suites convergentes est un sous-espace vectoriel de ℓ∞(E)

et l’application lim :

(

Conv(E) −→ E
(un)n∈N 7−→ lim un

)

est linéaire.

• PROPRIETE

Lorsque (E,N) est une algèbre normée, Conv(E) est stable par multiplication et :
∀
(
(un)n∈N , (vn)n∈N

)
∈ Conv(E)2, lim(un × vn) = lim(un)× lim(vn).

• PROPRIETE

Si (un)n∈N est une suite de vecteurs de E convergente vers L, si (µn)n∈N est une
suite de scalaires de K convergente vers µ, alors la suite (µn.un)n∈N est convergente
et sa limite est µ.L.

• PROPRIETE

Si (un)n∈N est une suite de vecteurs de E, on définit les suites extraites des termes
de rangs pairs (an)n∈N et impairs (bn)n∈N par : ∀n ∈ N, an = u2n et bn = u2n+1. La suite
(un)n∈N est convergente vers L si et seulement si les deux suites (an)n∈N et (bn)n∈N
convergent vers L.

5.2.2.3 Equivalence des normes

L’espace vectoriel E est ici muni de deux normes N et N ′.

• PROPRIETE

Si les normes N et N ′ sont équivalentes alors :

∀ (un)n∈N ∈ EN, (N(un) −→ 0⇔ N ′(un) −→ 0 )
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• PROPRIETE

Si les deux normes N et N ′ sont équivalentes, une suite (un)n∈N de EN est conver-
gente dans (E,N) si et seulement si elle converge dans (E,N ′) (et la limite est la
même). En particulier en dimension finie où toutes les normes sont équivalentes,
on travaillera avec n’importe quelle norme sans nécessairement la préciser pour
tester la convergence d’une suite.

5.2.2.4 Suites à valeurs dans un espace de dimension finie

On suppose ici que E est de dimension finie d et que B = (e1, . . . , ed) est une base de E

• PROPRIETE

Soit (un)n∈N une suite de vecteurs de E. Les suites composantes de (un)n∈N sont

les d suites de scalaires
(
xi
n

)

n∈N (i ∈ [[1, d]]) définies par : ∀n ∈ N, un =
d∑

i=1

xi
nei

• PROPRIETE

Soit L =
d∑

i=1

yiei. (un)n∈N converge vers L ssi pour tout i de [[1, d]],
(
xi
n

)

n∈N converge

vers yi.

5.2.2.5 Suites dans un espace produit

• PROPRIETE

Si E = E1 × · · · × Ep est un espace produit, une suite (un)n∈N =
((
u1
n, . . . , u

p
n

))

n∈N
converge vers L = (L1, . . . , Lp) ssi pour tout i de [[1, p]],

(
ui
n

)

n∈N converge vers Li.

5.3 Eléments de topologie dans les espaces vectoriels normés

(E,N) est un espace vectoriel normé.

5.3.1 Voisinages d’un point

5.3.1.1 Définition

• DEFINITION

a étant un point de E et V une partie de E, V est un voisinage de a si V contient une boule
de centre a et de rayon strictement positif.

• Notation On notera V(a) l’ensemble des voisinages de a (VN(a) s’il y a risque de confusion entre
plusieurs normes). On a donc :

∀a ∈ E, ∀V ∈ P(E), V ∈ V(a)⇔ ∃r > 0 , B(a, r) ⊂ V
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• On ne précise pas la nature de la boule (ouverte ou fermée) car si B(a, r) ⊂ V , alors B̊(a, r) ⊂ V ,
et si B̊(a, r) ⊂ V , alors B (a, r/2) ⊂ V .

5.3.1.2 Propriétés

• PROPRIETE

Deux normes équivalentes définissent les mêmes voisinages, en particulier en
dimension finie, la notion de voisinage est intrinsèque (indépendante du choix de
la norme dans E).

• PROPRIETE

Si V et W sont deux parties de E et si V est incluse dans W , si V est voisinage
d’un point a, alors W est aussi voisinage de a.

• PROPRIETE

La réunion d’une famille quelconque de voisinages d’un point a est un voisinage
de a.

• PROPRIETE

L’intersection d’une famille finie de voisinages d’un point a est un voisinage de a.

5.3.1.3 Convergence des suites

• PROPRIETE

(un)n∈N converge vers L si et seulement si : ∀V ∈ V(L), ∃n0 ∈ N, n > n0 ⇒ un ∈ V

5.3.2 Ouverts, intérieur

Soit A une partie de E

5.3.2.1 Parties ouvertes

• DEFINITION

A est dite ouverte lorsque A est voisinage de chacun de ses points :

A ouvert⇔ ∀a ∈ E : a ∈ A⇒ A ∈ V(a)

• PROPRIETE

E, ∅, les boules ouvertes sont des ouverts.

• PROPRIETE

Dans R, les intervalles ouverts sont des ouverts, Q et R\Q ne sont pas ouverts.

• PROPRIETE

Deux normes équivalentes définissent les mêmes parties ouvertes.
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• PROPRIETE Réunion et intersection

* L’intersection d’une famille finie d’ouverts est un ouvert

* La réunion d’une famille quelconque d’ouverts est un ouvert.

• PROPRIETE Produit fini

Le produit fini d’ouverts est un ouvert

• Remarque (HP) Un espace topologique est un couple (X,O) avec X un ensemble et O une partie
de P(E) vérifiant : X et ∅ sont dans O et O est stable par réunion quelconque et intersection finie.
Les éléments de O étant appelés les ouverts de E. Il existe d’autres exemples d’espaces topologiques
que ceux provenant d’un espace vectoriel normé.

5.3.2.2 Points intérieurs

• DEFINITION

Soit a un point de A. a est dit intérieur à A lorsque A est un voisinage de a.

• DEFINITION

On note Å (intérieur de A ) l’ensemble des points intérieurs à A. On a ainsi :

a ∈ Å⇔ A ∈ V(a)

• PROPRIETE

Å est le plus grand ouvert inclus dans A

Dem. Si a ∈ Å alors il existe r > 0 tel que B̊(a, r) ⊂ A. Soit x ∈ B̊(a, r) et r′ = r−d(x, a). On a r′ > 0 et B̊(x, r′) ⊂ B̊(a, r) ⊂ A.

En particulier x est intérieur à A et donc x ∈ Å : Å est un ouvert, et cet un ouvert inclus dans A.

Soit U un ouvert contenu dans A. Soit x ∈ U . U est un voisinage de x donc il existe r > 0 tel que B̊(x, r) ⊂ U ⊂ A. Ainsi x est intérieur

à A et donc x ∈ Å : Å est le plus grand ouvert inclus dans A

• PROPRIETE

A est ouvert si et seulement si A = Å

Dem. Si A = Å, A est ouvert car Å est ouvert.

Si A est ouvert, A est le plus grand ouvert inclus dans A. Or ce plus grand ouvert inclus dans A est Å d’après la propriété précédente

5.3.3 Fermés, adhérence

Soit A une partie de E

5.3.3.1 Parties fermées

• DEFINITION

A est dite fermée lorsque E\A est ouverte.

• PROPRIETE

E, ∅, les boules fermées, les sphères sont des fermés.
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• PROPRIETE

Dans R, les intervalles fermés sont des fermés, Q et R\Q ne sont pas fermés

• PROPRIETE

Deux normes équivalentes définissent les mêmes parties fermées.

• PROPRIETE Réunion et intersection

* L’intersection d’une famille quelconque de fermés est un fermé.

* La réunion d’une famille finie de fermés est un fermé.

• PROPRIETE Produit fini

Le produit fini de fermés est un fermé

DEFINITION

Dans un espace vectoriel E de dimension finie, on a des normes (par exemple norme subordon-
née à une base). Or toutes les normes dans cet espace E seront équivalentes donc les fermés et
les ouverts sont les mêmes indépendamment de la norme choisie. On dira que cette topologie
est la topologie naturelle de E

5.3.3.2 Points adhérents

• DEFINITION

Soit a un point de E. a est dit adhérent à A lorsque tout voisinage de a intercepte A i.e.
∀V ∈ V(a), V ∩ A 6= ∅

• DEFINITION

On note A (adhérence de A ) l’ensemble des points adhérents à A. On a ainsi :

a ∈ Ā⇔ ∀V ∈ V(a), V ∩ A 6= ∅ ⇔ ∀r > 0, B̊(a, r) ∩ A 6= ∅

• PROPRIETE

E\A = E\Å et
˚︷︸︸︷

E\A = E\Ā

• PROPRIETE

Ā est le plus petit fermé contenant A

Dem. On peut repasser par la caractérisation via le complémentaire

• PROPRIETE

A est fermé si et seulement si A = Ā

Dem. On peut repasser par la caractérisation via le complémentaire
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5.3.3.3 Critères séquentiels

• PROPRIETE

Un point a de E est adhérent à A si et seulement si il est limite d’une suite de
points de A :

a ∈ A⇔ ∃ (an)n∈N ∈ EN, lim(an) = a et ∀n ∈ N, an ∈ A

Dem. Si a ∈ A. On a ∀n ∈ N, A ∩ B̊(a, 1/(n + 1)) 6= ∅. On construit alors une suite (an)n∈N
d’éléments de A vérifiant

N (a, an) 6
1

n+ 1
: la suite (an)n∈N

converge vers a.

S’il existe une suite (an)n∈N
d’éléments de A qui converge vers a. Soit V ∈ V(⊣). Il existe r > 0 tel que B̊(a, r) ⊂ V . Donc il existe un

rang n0 à partir duquel an ∈ B̊(a, r) ⊂ V et alors V ∩A 6= ∅

• PROPRIETE

A est fermée si et seulement si toute suite qui est convergente et dont tous les
termes sont dans A a pour limite un vecteur de A :

A = Ā⇔ ∀ (an)n∈N ∈ Conv(E), (∀n ∈ N, an ∈ A⇒ lim(an) ∈ A)

Dem. Si A = A. Soit une suite (an)n∈N
d’éléments de A qui converge. Soit a sa limite. a est un point adhérent à A et donc,

comme A = A, a ∈ A.

Si pour toute suite (an)n∈N
d’éléments de A qui converge, la limite est dans A. On sait déjà que A ⊂ A. Soit a ∈ A. a est adhérent à A

donc il existe une suite d’élément de A qui converge vers a. Mais alors a ∈ A d’après la relation vérifiée par A.

• PROPRIETE

Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace vectoriel normé
(E,N), alors F est une partie fermée de E.

Dem. On note (e1, . . . , ep) une base de F , N la norme de E et NF la norme induite par N dans F . Soit (xn)n∈Nn une

suite d’éléments de F qui converge. On note x la limite et les coordonnées des xn sous la forme : xn = u1(n)e1 + · · ·+ up(n)ep. Comme

N (xn)n∈N
converge vers N(x), que N (xn)n∈N

= NF (xn)n∈N
et que NF est équivalente à la norme infinie de F liée à la base (e1, . . . , ep),

les suites (uk(n))n∈Nn sont des suites bornées de réels ou de complexes. On peut donc en extraire des sous-suites convergentes et même

trouver une extractrice ϕ commune. Ces suites extraites convergent vers des limites notées respectivement y1, y2, . . . , yp. On pose enfin

y = y1e1+· · ·+ypep. On a N
(

xϕ(n) − y
)

→ 0 car N
(

xϕ(n) − y
)

= NF

(

xϕ(n) − y
)

6 λ sup {|uk(ϕ(n))− yk| ; k ∈ [[1, p]]}Ainsi
(

xϕ(n)

)

n∈N

converge vers y ∈ F . Mais par unicité de la limite, y = x. Ainsi F est fermé

5.3.3.4 Densité

• DEFINITION

A est dite dense dans une partie B de E lorsque A ⊂ B ⊂ A

• En particulier A est dense dans E (ou partout dense) lorsque A = E, c’est à dire lorsque tout
vecteur de E est limite d’une suite de vecteurs de A

5.3.3.5 Frontière

• DEFINITION

Un point x de E est dit point frontière de A lorsque x est adhérent à A et à E\A
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• PROPRIETE - DEFINITION

La frontière de A est Fr(A) = A ∩ E\A = A ∩ (E\Å) = A\Å.
C’est une partie fermée.

Dem. On traduit le lien entre intérieur, adhérence et complémentaire pour les égalités. Concernant le fait que l’on ait une

partie fermée, il suffit de constater qu’il s’agit de l’intersection de 2 fermés

5.3.4 Topologie induite

Soit E un espace vectoriel normé par N et A une partie non vide de E différente de E.

5.3.4.1 Ouverts, voisinages relatifs à A

• DEFINITION

On appelle boule ouverte de A pour la topologie induite de celle de (E,N), de centre a ∈ A
et de rayon r > 0, le sous-ensemble : B̊A (a, r) = {x ∈ A/N(x−a) < r} = {x ∈ A/d(x, a) < r}.

• DEFINITION

On appelle boule fermée de A pour la topologie induite de celle de (E,N), de centre a ∈ A et
de rayon r > 0, le sous-ensemble : BA (a, r) = {x ∈ A/N(x− a) 6 r} = {x ∈ A/d(x, a) 6 r}.

• Remarque : Les boules ouvertes ou fermées de la topologie induite sont les intersections avec A
des boules ouvertes ou fermées de (E,N) centrées en un point de A

• DEFINITION

Soit U ⊂ A et a ∈ A. U est un voisinage relatif de a dans A s’il existe r > 0 tel que

B̊A (a, r) ⊂ U .

• PROPRIETE

Les voisinages de a relatifs à la topologie induite sur A sont les intersections des
voisinages de a dans (E,N) avec A .

• DEFINITION

Soit U ⊂ A . U est un ouvert relatif de A si c’est un voisinage relatif de chacun de ses
points.

• PROPRIETE

Les ouverts relatifs de A à sont les intersections des ouverts de (E,N) avec A .

5.3.4.2 Fermés relatifs à A

• DEFINITION

Soit F ⊂ A . F est un fermé relatif de A si c’est le complémentaire d’un ouvert relatif de
A.

• PROPRIETE

Les fermés relatifs de A à sont les intersections des fermés de (E,N) avec A .

• PROPRIETE Caractérisation séquentielle

Soit F ⊂ A. F est un fermé relatif de A si et seulement si pour toute suite (an)n∈N
d’éléments de F convergente dans A, la limite est dans F .
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Dem. =⇒ F = FE ∩ A avec FE fermé de E. Soit (an)n∈N
une suite d’éléments de F convergente dans A. C’est une suite

d’éléments de FE qui converge donc sa limite est dans FE car FE est fermé. Comme la limite est encore dans A, elle est dans F .

=⇒ F vérifiant la relation sur la limite des suites. Soit F est un fermé de E qui contient toutes les limites des suites de F convergentes

dans E. On a F ⊂ F ∩A car F est inclus dans les deux. Et F ∩A ⊂ F , car si a ∈ F , alors a est limite d’une suite convergente d’éléments

de F et si de plus a ∈ A cette suite converge dans A, donc dans F .

5.4 Parties compactes d’un espace vectoriel normé

(E,N) est un espace vectoriel normé.

5.4.1 Valeurs d’adhérence d’une suite

(un)n∈N est une suite de vecteurs de E

5.4.1.1 Suites extraites

• DEFINITION

(an)n∈N ∈ EN est une suite extraite (ou sous-suite ) de la suite (un)n∈N si et seulement
si il existe une application ϕ de N dans N strictement croissante telle que pour tout n on ait
an = uϕ(n)

ϕ est appelée extractrice associée

• PROPRIETE

Si (an)n∈N est une suite extraite de la suite (un)n∈N et si (bn)n∈N est une suite extraite
de la suite (an)n∈N, alors (bn)n∈N est une suite extraite de la suite (un)n∈N.

• PROPRIETE

Si ϕ est une application de N dans N strictement croissante, alors : ∀n ∈ N, ϕ(n) > n

• PROPRIETE

Si (un)n∈N est une suite convergente, toutes ses sous-suites sont convergentes vers
lim(un).

• PROPRIETE

(un)n∈N est une suite convergente si et seulement si les sous-suites (u2n)n∈N et
(u2n+1)n∈N sont convergentes et ont même limite.

Dem. c’est la même que sur R...

5.4.1.2 Valeur d’adhérence

• DEFINITION

L ∈ E est une valeur d’adhérence de la suite (an)n∈N ∈ EN lorsqu’il existe une suite (bn)n∈N
extraite de (an)n∈N qui converge vers L.

• PROPRIETE

Si (an)n∈N ∈ EN converge vers L, alors L est la seule valeur d’adhérence de (an)n∈N.

• PROPRIETE

Si (an)n∈N ∈ EN a deux valeurs d’adhérence, alors cette suite est divergente.
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5.4.1.3 Théorèmes de Bolzano-Weierstrass

• THEOREME Théorème de Bolzano-Weierstrass dans R

Toute suite bornée de réels possède au moins une valeur d’adhérence.

• THEOREME Théorème de Bolzano-Weierstrass dans C

Toute suite bornée de complexes possède au moins une valeur d’adhérence.

• THEOREME Théorème de Bolzano-Weierstrass dans un espace de dimension finie

Dans un espace vectoriel E, de dimension finie sur R ou sur C :
Toute suite bornée de vecteurs de E possède au moins une valeur d’adhérence.

Dem. les cas réels et complexes ont déjà été vus.

Dans le cas d’un espace vectoriel E de dimension finie sur K, avec K = R ou C. Soit (e1, . . . , ep) une base de E, N∞ la norme infinie de

E associée à la base i.e. N∞ (y1e1 + y2e2 + · · ·+ ypep) = sup {|yk| ; k ∈ [[1, p]]}. Soit (xn)n∈N
une suite bornée d’éléments de E. On note

xn = u1(n)e1 + · · ·+ up(n)ep . La suite (u1(n))n∈Nn est une suite bornée de réels ou de complexes, donc on peut trouver une fonction

ϕ1 strictement croissante de N vers N telle que (u1(ϕ1(n)))n∈Nn converge.

La suite (u2(ϕ1(n)))n∈Nn est une suite bornée de réels ou de complexes, donc on peut trouver une fonction θ2 strictement croissante de

N vers N telle que (u2(ϕ1(θ2(n))))n∈Nn converge. On note ϕ2 = ϕ1 ◦ θ2. On a (u1(ϕ2(n)))n∈Nn et (u2(ϕ2(n)))n∈Nn convergentes.

La suite (u3(ϕ2(n)))n∈Nn est une suite bornée de réels ou de complexes, donc on peut trouver une fonction θ3 strictement croissante de

N vers N telle que (u3(ϕ2(θ3(n))))n∈Nn converge. On note ϕ3 = ϕ2 ◦ θ3. On a (u1(ϕ3(n)))n∈Nn, (u2(ϕ3(n)))n∈Nn et (u3(ϕ3(n)))n∈Nn

convergentes.

En réitérant le processus, on peut trouver une fonction strictement croissante ϕ de N vers N telle que toutes les suites (uk(ϕ(n)))n∈Nn

soient convergentes. On a alors
(

xϕ(n)

)

n∈N
convergente

5.4.2 Parties compactes

A est une partie de E

5.4.2.1 Définition

• DEFINITION

A est dite compacte si et seulement si toute suite à valeurs dans A possède au moins une
valeur d’adhérence dans A.

5.4.2.2 Propriétés

• PROPRIETE

Si A est compacte, alors A est fermée et bornée.

Dem. Soit A une partie compacte de E.

Par l’absurde, si A non bornée. ∀n ∈ N, ∃xn ∈ A
∣

∣N (xn) > n. Aucune suite extraite de (xn)n∈Nn ne peut converger (car aucune suite

extraite de (N (xn))n∈Nn ne peut converger) : contradiction.

A est fermée. En effet, si (xn)n∈Nn est une suite d’éléments de A qui converge dans E vers un certain x, on a (xn)n∈Nn qui possède une

valeur d’adhérence a dans A. Or une suite convergente n’a qu’une valeur d’adhérence : sa limite. Ainsi x = a ∈ A

• PROPRIETE

Si A est compacte, toute partie fermée incluse dans A est compacte. Toute inter-
section de compacts est compacte.

Dem. Soit B une partie fermée incluse dans le compact A. Soit (xn)n∈Nn une suite d’éléments de B. C’est une suite d’éléments

de A donc elle possède une valeur d’adhérence a ∈ A. Mais alors a est limite d’une suite d’éléments de B et B est fermé : donc a ∈ B

B est donc un compact
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• PROPRIETE

Un produit cartésien d’un nombre fini de compacts est un compact dans l’espace
produit.

Dem. On procède comme pour Bolzano-Weierstrass dans le cas espace de dimension finie

• PROPRIETE

Si (an)n∈Nn est une suite à valeurs dans une partie compacte K de l’espace vectoriel
normé (E,N), (an)n∈Nn est convergente si et seulement si (an)n∈Nn admet une unique
valeur d’adhérence.

Dem. Si (an)n∈Nn converge alors elle a une unique valeur d’adhérence.

Si (an)n∈Nn admet une unique valeur d’adhérence. Soit a cette valeur d’adhérence. Supposons par l’absurde que (an)n∈Nn ne converge

pas. On aura alors l’existence d’un ε > 0 tel que ∀n ∈ N, ∃n1 ∈ N
∣

∣n1 > n et N (an1
− a) > ε. On peut alors créer une suite

(

aϕ(n)

)

n∈Nn

extraite de (an)n∈Nn telle que ∀n ∈ N, N
(

aϕ(n) − a
)

> ε. La suite
(

aϕ(n)

)

n∈Nn
est une suite de K donc possède une valeur d’adhérence

b dans K avec b 6= a et b valeur d’adhérence de (an)n∈Nn : Contradiction

5.4.2.3 Caractérisation des compacts en dimension finie

• PROPRIETE

Si E est un espace vectoriel de dimension finie sur R ou sur C, les parties compactes
de E sont les parties fermées et bornées de E.

Dem. On a déjà vu qu’une partie compacte de E est fermée et bornée.

Si A est une partie fermée et bornée de E. Soit (an)n∈Nn une suite d’éléments de A. Cette suite est bornée. Donc par le théorème de

Bolzano-Weierstrass, cette suite possède une valeurs d’adhérence λ dans E. Cette valeur d’adhérence λ est limite d’une suite d’éléments

de A qui est fermée, donc λ est dans A. Ainsi A est compact

• Corollaire

Si E est un espace vectoriel de dimension finie sur R ou sur C. Soit (un)n∈N une
suite bornée de E. Alors : (un)n∈N converge si et seulement si elle possède une
unique valeur d’adhérence.

Dem. Comme (un)n∈N
est bornée, on peut la considérer comme une suite de la boule fermée B (0E , R) où R ∈ R+ tel

que : ∀n ∈ N, N (un) 6 R. Comem cette boule fermée est compacte, on a le résultat voulu en utilisant le résultat correspondant sur les

compacts

5.5 Séries dans les espaces vectoriels normés

5.5.1 Définitions

5.5.1.1 Terme général, somme partielle

• DEFINITION

Une série est un couple de suites
(

(un)n∈N , (Sn)n∈N
)

à valeurs dans l’espace produit E × E

et telles que : ∀n ∈ N, Sn = u0 + u1 + . . . + un =
n
∑

k=0

uk. Pour tout entier n, un s’appelle le

terme général de la série, Sn la somme partielle de rang n de la série.
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• Une série (Sn)n∈N est parfaitement déterminée par la donnée de son terme général un (connaissant

la suite (un)n∈N, on retrouve aisément la suite (Sn)n∈N : ∀n ∈ N, Sn =
n
∑

k=0

uk). On note
∑

un la

série (Sn)n∈N nommée série de terme général un.

• Une série est aussi parfaitement déterminée par ses sommes partielles : si on connait (Sn)n∈N, la
seule suite (un)n∈N vérifiant ∀n ∈ N, Sn = u0 + u1 + . . . + un est la suite définie par u0 = S0 et
∀n > 0, un = Sn − Sn−1.

• On aura des séries dont le terme général (un)n>N0 n’est défini quà partir d’un rang N0, les sommes

partielles ne seront définies qu’au delà de ce rang : ∀n > N0, Sn =
n
∑

k=N0

uk.

5.5.1.2 Série convergente, somme, restes partiels

• DEFINITION

La série
∑

un est dite convergente lorsque la suite (Sn) de ses sommes partielles est conver-

gente. Le vecteur S, limite de (Sn)n∈N, est noté S =
∞
∑

p=0

up et nommé somme de la série.

• Si
∑

un est une série convergente on définit la suite (Rn)n∈N des restes partiels de cette série

par : ∀n ∈ N, Rn = S − Sn =
∞
∑

k=0

uk −
n
∑

k=0

uk. Cette suite est convergente et a pour limite 0.

• S = lim
p→∞

Sp, donc, pour tout n, Rn = lim
p→∞

Sp − Sn. Or pour p > n, Sp − Sn =

p
∑

k=n+1

uk donc

Rn = lim
p→∞

p
∑

k=n+1

uk =
∞
∑

k=n+1

uk, somme de la série de terme général (uk)k>n+1.

• Pour qu’une série
∑

un converge, il est nécessaire mais non suffisant que la suite (un)n∈N converge

vers 0E. Dans le cas où (un)n∈N ne converge pas vers 0E, on dit que la série
∑

un diverge grossièrement

5.5.1.3 Exemple

• Séries télescopiques :

* La série de vecteurs
∑

un est dite télescopique lorsque : ∃ (xn)n∈N ∈ EN / ∀n ∈ N,
un = xn+1 − xn.

* PROPRIETE

La série télescopique
∑

(xn+1 − xn) converge si et seulement si la suite (xn)n∈N

converge converge. On a dans ces conditions,
∞
∑

n=0

(xn+1 − xn) = ( lim
n→∞

xn)− x0.
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5.5.2 Propriétés

5.5.2.1 Structures

• PROPRIETE

SC(E) =
{

(un)n∈N ∈ EN

∣

∣

∣

∑

un converge

}

est un espace vectoriel et l’application

S :







SC(E) −→ E

(un)n∈N 7−→
+∞
∑

n=0

un






est linéaire.

Dem. Cela provient des résultats correspondants sur les suites convergentes

• PROPRIETE

Si
∑

un converge et
∑

vn diverge, alors
∑

un + vn diverge.

• Attention il se peut que
∑

un et
∑

vn divergent tandis que
∑

(un+vn) converge. Avant d’écrire
+∞
∑

n=0

(un + vn) =
+∞
∑

n=0

un +
+∞
∑

n=0

vn il faut s’assurer que toutes les séries convergent (il suffit pour cela

que
∑

un et
∑

vn convergent).

5.5.2.2 Cas de la dimension finie

E est ici un espace de dimension finie d et (e1, . . . , ed) en est une base.

• DEFINITION

Soit (un)n∈N une suite de vecteurs, et
(

uk
n

)

n∈N, k ∈ [[1, d]], ses suites composantes. On appelle

séries composantes dans la base (e1, . . . , ed) de la série
∑

un les d séries
∑

uk
n, k ∈ [[1, d]].

• PROPRIETE

Pour qu’une série de vecteurs converge, il faut et il suffit que ses séries compo-

santes soient convergentes.

On a alors, avec les notations précédentes,

+∞
∑

n=0

un =

(

+∞
∑

n=0

u1
n

)

e1 + . . .+

(

+∞
∑

n=0

ud
n

)

ed

Dem. Comme pour les convergences des suites de vecteurs

5.5.2.3 Convergence absolue

• DEFINITION

Soit (un)n∈N une suite de vecteurs de (E,N).

La série
∑

un est dite absolument convergente lorsque la série de réels positifs
∑

N(un)

est une série convergente.

• PROPRIETE

Si E est un espace vectoriel de dimension finie sur R ou sur C, toute série

absolument convergente de vecteurs de E est une série convergente.
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Dem. Soit B une base de E et N∞ la norme de E associée à cette base, et N la norme de E. Comme E est de dimension

finie, N et N∞ sont équivalentes : soit µ, λ strictement positifs tels que : ∀x ∈ E, µN(x) 6 N∞(x) 6 λN(x).

Si la série
∑

un est absolument convergente. Si on note uk
n les coordonnées de un dans la base B, on a que les séries de réels ou

complexes
∑

uk
n sont absolument convergentes car

P
∑

n=0

∣

∣

∣
uk
n

∣

∣

∣
6

P
∑

n=0

N∞ (un) 6 λ

P
∑

n=0

N (un). Donc elles sont convergentes et donc la

série
∑

unconverge

• Exemples de séries matricielles : on suppose ici que E est l’algèbreMp(K) des matrices carrées
de taille p à coefficients dans K = R ou C. On admet qu’il existe dans E une norme N qui est une
norme d’algèbre.

* Si A est une matrice de E, on a, pour tout entier n : N(An) 6 (N(A))n

* Si A est une matrice de E telle que N(A) < 1, la série "géométrique"
∑

An est convergente

et sa somme est la matrice inverse de la matrice Ip − A.

* Pour toute matrice A de E, la série "exponentielle"
∑ 1

n!
An est convergente. Sa somme

est nommée "exponentielle de A" et notée exp(A) ou eA.
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