Chapitre 14

Calcul différentiel

Contents

14.1 Propriétés locales . . . . . . . . . i i i i i e e e e e e e e e e e e e e 285
14.1.1 Applications partielles . . . . . . . . . . .. 285
14.1.1.1 Applications partielles en un point selon un vecteur . . . . . . . .. .. 285

14.1.1.2 Dérivées partielles (en un point selon une variable) . . . ... ... .. 285

14.1.2 Continuité . . . . . . . . . e e 286
14.1.3 Différentiabilité en un point . . . . . . . . ..o L 286
14.1.3.1 Rappel . . . . . . 286

14.1.3.2 Définitions . . . . . . . . .. 286

14.1.3.3 Analyse de la notion de différentiabilité en un point . . . . . . . . .. 287

14.1.3.4 Exemples. . . . . . .. 287

14.1.3.5 Matrice Jacobienne . . . . . . . ... Lo 288

14.1.3.6 Vecteur Gradient . . . . . . . . .. ... 288

14.2 Propriétés globales . . . . . . . . . ... e e 289
14.2.1 Fonctions de classe C1 . . . . . . . .. 289
14.2.1.1 Fonctions différentiables . . . . . . . . . ... L 289

14.2.1.2 Fonctions de classe C* . . . . . . ... 289

14.2.1.3 Propriétés . . . . . . .. 289

14.2.1.4 Composition des fonctions différentiables ou de classe C* . . . . . . . . 290

14.2.2 Fonctions de classe C* (k>=1) .o 291
14.2.2.1 Définitions . . . . . . . . . 291

14.2.2.2  Propriétés . . . . . . .. 292

14.2.2.3 Théoréme de Schwarz . . . . . . . .. .. . 292

14.3 Exemples d’équations aux dérivées partielles . . . . . .. ... ... ...... 292
14.3.1 Changements de variables classiques . . . . . . . . ... ... .. ... ... ... 292
14.3.1.1 Changement de variable linéaire . . . . . . . . . . ... ... ... ... 292

14.3.1.2 Changement de variable des coordonnées polaires . . . . . . .. .. .. 293

14.3.2 Application aux équations aux dérivées partielles . . . . . . . . .. ... ... .. 293
14.3.2.1 Exemples du premier ordre . . . . . . . . ... 293

14.3.2.2 Exemple du second ordre . . . . . .. ... 294

14.4 Vecteurs tangents a une partie d’un espace vectoriel . .. ... ... ... .. 295
14.4.1 Vecteur tangent au support d’'un arc . . . . . . . . . . .. ... 295
14.4.2 Vecteur tangent a une partiede E . . . . . . .. ..o L oL 295
14.4.2.1 Exemples d’ensembles de vecteurs tangents . . . . . . . . .. ... ... 295

14.5 Optimisation . . . . . . . . . . 0 0 e e e e e e e e e e e e e e e e 296
14.5.1 Extremum local . . . . . . . .. L 296
14.5.1.1 Définitions . . . . . . . . . . 297



Lycée Marceau Chap 14 : Calcul différentiel MP 2023/2024

14.5.1.2 Théoréme d’ordre 1 . . . . . . . . . . . ... 297

14.5.1.3 Etude ausecond ordre . . . . . . . . ... ... 297

14.5.2 Optimisation sous contrainte . . . . . . . . . .. .. ... L. 298
14.6 Complément . . . . . . . . e e e e e e e e e e e e e 300
14.6.1 Caractérisation des fonctions de classe C1 . . . . . . . . ... ... 300
14.6.2 Composition des fonctions de classe C* . . . . . . . .. ... .. 301

284



Lycée Marceau Chap 14 : Calcul différentiel MP 2023/2024

E et F sont deux R-espaces vectoriels normés de dimensions finies p et n munis de bases Bg = (e1, .., €,)
et Bp = (v1,..,v,). Les fonctions étudiées sont définies sur un ouvert 2 de F et a valeurs dans F'. Dans
la pratique ces espaces seront R” et R" munis de leurs bases canoniques.

14.1 Propriétés locales

f est une application définie sur un ouvert €2 de E et a valeurs dans F'. On notera fi, ..., f, ses applications
composantes dans la base Bp.

14.1.1 Applications partielles
14.1.1.1  Applications partielles en un point selon un vecteur

a est un point de € , A un vecteur non nul de E.

= () étant ouvert, il existe r > 0 tel que B(a,r) soit incluse dans € donc il existe § > 0 tel que :
t € [—0,0] = a+th € Q. L’ensemble [, des réels ¢ pour lesquels a + th € Q est un voisinage de 0
contenant le segment [—9, §].

= DEFINITION

Ia,h — F

t +—— fla+th)
tion donne le comportement de la restriction de f a la droite A, = a + Vect(h) au voisinage
dea:Vtel,, flA“,’,,,(@ +th) = fan(t).

L’application partielle de f en a selon h est f, :

) . Cette fonc-

= DEFINITION

f est dite partiellement continue en a selon & si et seulement si f,  est continue en 0 (i.e.
fla, , est continue au point a, c’est & dire aussi f () a pour limite f(a) lorsque = tend vers a

en restant dans A, ).

=  f est partiellement continue en a selon h ssi les n applications composantes de f le sont.

= DEFINITION

f est dite dérivable en a selon le vecteur h si et seulement si f,j est dérivable en 0. On

note alors Dy, f(a) = f; ,(0) = 12% flat tht) — f(a)‘

©  f est dérivable en a selon h ssi les n applications composantes de f le sont et D,f(a) =
n

Z Dy, fi(a).v; (les fonctions composantes des dérivées selon h sont les dérivées selon h des fonctions
i=1

composantes).

14.1.1.2  Dérivées partielles (en un point selon une variable)

RP — E
T1y...,Tpy) > T =T1€1F ...+ Tpey
est un isomorphisme. ' = () est donc un ouvert de R” et on associe a f la fonction f définie
sur ' par : f((z1,...,2,) = f(z1e1+ ...+ 2pe,) (on a done f = f o).
2 Sia=aje;+...+ape, =¢(a,...,a,) et si h est un des vecteurs e; de la base Bg : pour t € I,
ona fue(t) = fla+te;) = flay,...,a;_1,a; +t,a;.1,...,a,) cela revient donc & fixer les variables
autres que x; a la valeur qu’elles ont au point a et a laisser varier seulement la variable z;. On parle

dans ce cas de continuité ou de dérivabilité de f en a selon la variable z;

= By = (e, ..,€,) est une base de E donc I’application ¢ : ( (
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= _DEFINITION

on dira que f est partiellement dérivable en a selon la variable z; si f est dérivable en

0
a selon le vecteur e, et on notera ——(a) = 9;f(a) = D, f(a) = lim

fla+tej) = fla)

Oz, t—0 t
= f est partiellement dérivable en a selon z; si et seulement si ses composantes f; ..., f, le sont et
0 "L Of;
on a dans ce cas a—i(a) = 2 aij (a).v;
= Remarque : % (fla+tej) — fla)) = % (flar,...,aj—1,a5+t a1, ... ap) — flar, ..., a5-1,a; + t, a4,
Sionposeg:u— f(ay,...,aj_1,u,aji1,...,a,) (on fixe les variables autres que x; en leur donnant

les valeurs qu’elles ont au point a, et on laisse varier la j° variable).

1 1
On a E(f(a%—tej) —fla)) = z(g(aj +t)—g(a;)). Ainsi %(a) existe si et seulement si g est dérivable

en CLj

J

et alors a—f(a) = ¢'(a;).

8ZE]'

14.1.2 Continuité
= DEFINITION

f est continue en a € Qssi: Ve >0,dn >0/ Ve e E, x € B(a,n) NQ = f(z) € B(f(a),e).

& f est continue en a si et seulement si ses n applications composantes le sont.

=  Rappel :si f est continue en a, alors f est partiellement continue en a selon tout vecteur non

nul A, mais la réciproque est fausse.

14.1.3 Différentiabilité en un point
14.1.3.1 Rappel

Dans ce paragraphe, f est fonction d’une seule variable (i.e. E = R).

© f dérivable en a équivaut a : f a un développement limité au point a a lordre 1 : f(a + u)

fa) +uf'(a) + o(u).

= Toute application linéaire L de R vers F' est caractérisée par le vecteur L(1) car le réel 1 constitue

a lui seul une base de R : Vu € R, L(u) = L(u.1) = uL(1)

=  f est donc dérivable en a si et seulement si il existe une application linéaire L € L(R, F') telle que :
fla+u) = f(a)+ L(u)+o(u). Cette application L est alors unique et caractérisée par L(1) = f'(a).

On revient dans la suite au cas général : f définie sur () ouvert de E, et a valeurs dans F'.

14.1.3.2 Définitions

= Soit a € Q, 2 étant ouvert, il existe r > 0 tel que B(a,r) C Q et donc : u € B(0,r) = a+u € Q.

L’ensemble D, des vecteurs u pour lesquels a + u € Q (et donc f(a + u) est bien défini) est un

voisinage de 0 qui contient B(0,7).
= DEFINITION

i Ne(f(aw) = f(@) = L)

2 Ng(u)

=0

f est dite différentiable au point a € €} si et seulement si il existe une application li-
néaire L : E — F telle que : Yu € D,, f(a+ u) = f(a) + L(u) + o(u), ce qui signifie
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= _DEFINITION

Si f est différentiable au point a, f(a+u) = f(a)+L(u)+o(u) s’appelle développement limité
de f au point a a 'ordre 1.

= PROPRIETE

Soit f une application de 2 C E vers F'. On note f;,..., f, ses applications com-
posantes dans la base By de F. Soit a € Q). Alors f est différentiable au point «a si
et seulement si toutes les applications composantes f; sont différentiable au point
a.

14.1.3.3 Analyse de la notion de différentiabilité en un point
= PROPRIETE

Si f est différentiable au point a, alors elle est continue au point a.

= _PROPRIETE

Si f est différentiable au point a, alors elle est dérivable en a selon tout vecteur
h #0 et Dyf(a) = L(h)

= PROPRIETE

Si f est différentiable en a, nécessairement f posséde au point ¢ une dérivée
partielle selon chacune de ses variables et L est nécessairement 1’'unique application

linéaire donnant pour image de la base (ey,...,¢e,) le systéme (ﬁ(a), A gf(a))
Lp

8.’E1

= PROPRIETE - DEFINITION

Si l’'application linéaire L existe, elle est unique, on la nomme
différentielle de f au point ¢  (ou application linéaire tangente & f au point
a) et on la note df(a).

On note df(a).u I'image d’un vecteur u de E par df(a) (c’est un vecteur de F').

= Si f est différentiable en a, alors : Vj € [1,p], Vi € [1,n], %((z) existe et df (a) est I'application

linéaire dont la matrice dans les bases By = (e, ..,e,) et Bp = (vy,..,v,) a pour terme général

Afi
al‘j (a)

14.1.3.4 Exemples

© Si EF = R, f est différentiable en a si et seulement si f est dérivable en a avec de plus Yu €
R, df(a).u=u.f'(a).

© Si f est une fonction constante, f est différentiable en tout point a de E et df (a)est 'application
linéaire nulle.

© Si f est une application linéaire (ou la restriction a 'ouvert {2 d’une application linéaire) , alors f
est différentiable en tout point a de E et df (a) = f.

= En particulier, pour tout j € [[1,p]], la forme linéaire : ¢, : E — R )

rT=x1€1+ ...+ Tpep, > T
est différentiable en tout point a et dyp;(a) = ;. Cette forme linéaire est notée dx; (notation
différentielle).
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14.1.3.5 Matrice Jacobienne

On suppose que f est différentiable au point a.
= DEFINITION

On appelle matrice Jacobienne de f au point a dans les bases (e;) et (v;) la matrice dans

ces bases de df (a). On a donc Jf(a) = (§£< ) el
; :

J€[1,7]

= En particulier, si n = 1 (f est a valeurs dans R) :

of . Of of

0xy “ 8:62 “ &cp( @))-

* df (a) est une forme linééaire, la matrice Jacobienne est une matrice ligne : (——

x StueF, U—Zuje],df U—Zax
J

Jj=1 =
* Or avec la notation differentlelle ona:Vjel[lp], uj=dz;(u),donc Vu € E, df(a).u =

Z_: 890] Z_: 81:] a).dz;)(u). La forme linéaire df (a) est donc combinaison linéaire
o af
des formes linéaires dz1, ..., dz, : df(a) = o, —-—(a).dz;.
j=1

14.1.3.6 Vecteur Gradient

On suppose que f est différentiable au point a et a valeurs dans R. On suppose de plus que £ est euclidien
et que la base (ey,...,e,) est orthonormée.

= PROPRIETE Représentation des formes linéaires

* Pour tout b € F, ’application notée (b|.) : © — (b|z) est une forme linéaire (un
éléement de E* = L(E,R) le dual de F).

E — FE*

b +—— (b.)

linéaire ¢ définie sur 1’espace euclidien F, il existe un unique vecteur b € F

tel que : Vo € B, o(z) = (b|z).

*x L’application s : < est un isomorphisme : pour toute forme

= DEFINITION Vecteur Gradient

* Si f:Q C E — R est différentiable au point a, le gradient de f en a, noté V f(a) est
I'unique vecteur de E tel que df (a) = (V f(a)|.) c’est a dire :
Vu € E, Dy(f)(a) =df(a).u= (Vf(a)lu).

* Ce vecteur est V f(a) = Z a—f(a).ej.

Remarque Si V f(a) est non nul, V f(a) est positivement colinéaire au vecteur unitaire selon lequel
la dérivée de f en a est maximale.

En effet d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, si h est un vecteur unitaire, on a D,(f)(a) =
(Vf(a)|h) < [|Vf(a)| avec égalité si et seulement si V f(a) et h sont positivement colinéaires.

= PROPRIETE
Si f est différentiable en a et si df(a) n’est pas la forme linéaire nulle, df(a) a un

Vif(a)
IVf(a)ll

maximum sur la sphére unité de (F, || ||), atteint en u =
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14.2 Propriétés globales

14.2.1 Fonctions de classe C!

14.2.1.1 Fonctions différentiables

= DEFINITION
f:Q C FE — F est différentiable sur ) lorsque Va € (2, f est différentiable au point a.

© DEFINITION
Si f @ Q C FE — F est différentiable, sa différentielle est 'application df

(Q — L(E,F) )

a — df(a)

= PROPRIETE
Si f, différentiable sur 'ouvert {2, a un extremum local en a € (2, alors a est un
point critique de f.

14.2.1.2 Fonctions de classe C'

= _DEFINITION

f:Q CE — F est de classe C! sur Q lorsque f est différentiable sur Q et df est continue
sur 2.

© DEFINITION Définition équivalente

f:QCE — F est de classe C* sur Q lorsque f est différentiable sur Q et a — Jf(a) est
continue sur ).

= f:QCE — F estde classe C* sur Q lorsque f est différentiable sur Q et les n x p applications
dfi : .
8_f (& valeurs dans R) sont définies et continues sur 2.
Lj

= Exemple :si f est une application constante ou la restriction a €2 d’une application linéaire de F
dans F, alors f est de classe C' sur €.

= PROPRIETE (Admis)

dfi .
Si f:QCFE — F et siles nx p applications 0f ( & valeurs dans R) sont définies
Lj

et continues sur (), alors f est de classe C' sur (.

14.2.1.3 Propriétés
© PROPRIETE Linéarité

* L’ensemble des fonctions différentiables en a (respectivement différentiables
sur (2) est un R—espace vectoriel et ’application f — df(a) est linéaire.

* L’ensemble C'(Q, F) des applications de classe C' sur () et a valeurs dans F' est

. S CYQ, F) — L(E,F) )
un R-espace vectoriel et, Va € (), Papplication ' ' est
P P ( foo— df(a)

linéaire.
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© PROPRIETE Composition par bilinéarité

si G et H sont deux espaces sur R, de dimensions finies, (tout comme £ et F'), si
B est une application bilinéaire de F xG dans Het f:QCFEF —>Fetg:QCFE — G.

* Si f et g sont différentiables en a € () (respectivement différentiables sur (),
alors B(f,g) est différentiable en a (respectivement sur 2) et dB(f,g)(a) est
P’application linéaire définie par :

Vh € E,dB(f,g)(a).h = B(df (a).h,g(a)) + B(f(a),dg(a).h).

* Si feCHQ,F)et geC(QqG),alors B(f,g) € C'(Q, H).

= PROPRIETE Composition par multilinéarité

si 1, Fy, ..., I}, et H sont des espaces sur R, de dimensions finies, (tout comme
E et F), si M est une application p—linéaire de F| x --- x F,, dans H et, pour tout
ie[l,p], fi:QCE— F,.

* Si fi, ..., f, sont différentiables en a € Q (respectivement différentiables
sur(?), alors M (fi,...,f,) est différentiable en a (respectivement sur (2)
et dM (fi,...,f,) (a) est D’application linéaire de FE vers H définie par :
VYh e E,dM (fi,..., f,) (a).h = M (dfi(a).h,..., f,(a)) + M (fi(a),dfs(a).h, ..., f,(a))+
-+ M(fi(a),...,df,(a).h).

* Si les f; sont de classe €' sur (), c’est aussi le cas pour M (fi,..., I)

14.2.1.4 Composition des fonctions différentiables ou de classe C'

= PROPRIETE Différentielle d’'une composée
sif:QCFE—Fetg:Q CF— G avec f(Q) C Q.

* Si f est différentiable en a € (2 (respectivement sur () et si g est différentiable
en b = f(a) (respectivement sur '), alors h = go f est différentiable en a
(respectivement sur Q) et dh(a) =d(go f)(a) = dg(f(a)) o df(a).

* Si feCHQ,F),sigelC(,G),alors h=go fecC(QQq).

= PROPRIETE Jacobienne d’une composée
Si f est différentiable en a et g en b= f(a) Jh(a) = J(go f)(a) = Jg(f(a)) x Jf(a)

= PROPRIETE Dérivation partielle d’une composée, régle de la chaine

On se limite au cas ou g est a valeurs dans R (on s’y raméne en considérant les
fonctions composantes de g).
Notons (x;);c[1, les variables de f, (fi)icpi,n) les fonctions composantes de f, (y;)icin]
les variables de g, et h =go f.

. oh ", dg
Vi e [[1717]]’ ({)7(@) = ay
J i=1 v

(Fo))- 5w

= PROPRIETE

En particulier, si £ = R, si f est de classe C' sur un intervalle ) de R, a valeurs
dans un ouvert (, et si g est de classe C' sur §, alors h = go f est de classe C' sur

Qet: Ve W)= g gj (f(t) x fi(t)
i=1 7!
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© PROPRIETE dérivée le long d’un arc

Si f:Q CFE — F est de classe C' et si v : I — FE, avec I intervalle de R, est
une application dérivable en t, telle que () C (), alors f o~ est dérivable en ¢, et

(f 07) (to) = df (v (t)) ' (to)-

= PROPRIETE
Si f:QCFE— F est de classe C' et si v:[0,1] = E est un chemin de classe C' tel

que ([0,1]) € Q avec v(0) = a et y(1) = b, alors f(b) — f(a) = /o df (v(t))./(t)dt.

© COROLLAIRE caractérisation des applications constantes

si () est un ouvert convexe et si f est de classe C' sur ), f est constante si et
seulement si en tout point a de €, df(a) est I’application linéaire nulle.

Nous admettons que ce résultat demeure valable lorsque 'ouvert () est seulement
connexe par arcs.

Dem.

14.2.2 Fonctions de classe C" (k>1)

Soit f: Q2 C F — R avec 2 ouvert. On traitera le cas ot f est & valeurs dans un espace vectoriel F' en
se ramenant aux fonctions composantes.

14.2.2.1 Définitions

. 0 . .
= Rappel : f:Q — R est de classe C ssi les p dérivées partielles 8_f sont définies et continues sur
Ly
Q.

= DEFINITION

0
f est de classe C? si et seulement si f et ses p dérivées partielles 0_f sont de classe C' c’est a
Lj
0
dire si les p* applications . ( ngj ) ((7,k) € 1, p]]Q) sont définies et continues sur 2. Pour
L
d (o *f 9 ( of *f
simliﬁer,onnote—(—f,): etlorsue'zk,—(—,):—.
P Oy \ 0% dxy,0x; dqueJ dx; 0 8:6?
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= DEFINITION

Pour k > 2, f est de classe C si et seulement si f est de classe C*! et si ses p*~! dérivées
ok f

01:1-18@2 c. 81’%

sont définies et

partielles sont de classe C' c’est a dire si les p* applications
continues sur ).

= DEFINITION

f est de classe C* si et seulement si f est de classe C* pour tout k.

14.2.2.2 Propriétés

= PROPRIETE

Si k € NU {+o0}, ’ensemble C*(2,R) des fonctions de classe C* sur ) et & valeurs
dans R est une R algébre.

= PROPRIETE
Vk € N, C*(Q,R) c CM1(Q,R) c C*(Q,R) c C°(Q,R).

= PROPRIETE

. CHHQR) — CHOQR) ) o
Vi e[[l,p]], 0;: f af est un opérateur linéaire.
8:173'

= PROPRIETE

La composée de deux applications de classe C* est une application de classe C".

14.2.2.3 Théoréme de Schwarz
THEOREME Théoréme de Schwarz

*f _ 0°f
’ 0’[518(%] B 096]-8:171-

= Si f est de classe C* sur Q) , V(i, ) € [[1,p]] (i.e. les opérateurs

0; et J; commutent).
= Plus généralement, si f est de classe C*, pour toute permutation o de [[1, k]|
of o f
8aji1..0xik (?:Ew )..03:,-

et pour tout (iy,..,7;) € [[1, p]]¥,

1 o(k)

14.3 Exemples d’équations aux dérivées partielles

14.3.1 Changements de variables classiques

14.3.1.1 Changement de variable linéaire

RZ — R? . . 1
= ¢ ( (w,0) — (1) = (au+ bv, cu + dv) ) avec ad — be # 0 est un isomorphisme. ¢ et @

sont de classe C*
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= Sif'( R — R )etg:fogo‘( R — R )alors
“\ (zyy) — f(x,y) "\ (w,v) — g(u,v) = flau+ bv, cu + dv)

f est de classe C? si et seulement si g est de classe C* et, pour tout (u,v) et (z,y) = ¢(u,v) :

Jg of of
E» —=(u,v) = aa—x(au + bu, cu + dv) + (‘a—y(au + bu, cu + dv)
g _ L of of
%(u, v) = b@x (au + bv, cu + dv) + day (au + bv, cu + dv)
2 2 2 2
gug (u,v) = a’ ZT]; (au + b, cu + dv) + 2a608x8fy (au + b, cu + dv) + Cng‘é(au + bu, cu + dv)
829 82 2 2

_ a2t :
Sud (u,v) = ab 52 5 (au +bv, cu + dv) + (ad + be) 900y

2 82 62 82 .
gU‘Z( v) = b’ Gxé (au + bv, cu + dv) + 2bd(9 (?fy (au + bv, cu + dv) + d? o ]; (au + bv, cu + dv)

0
(au + bv, cu+ dv) + cda']; (au+bv, cu+ dv)
Y

14.3.1.2 Changement de variable des coordonnées polaires

o o X — R* t de classe C*®
v (r,0) —— (z,y) = (rcosf,rsin) st de classe &

= Sif: R? — R tg=fop: R?  — R lors, si
LI (x,y) — f(z,y) g = v (r,0) —— g(r,0) = f(rcosf,rsinf) alors,

f est de classe C?, g est aussi de classe C? et, pour tout (r,0) et (z,y) = ¢(r,0) :

Jg of of
6) = cos— 9, 0 60— 9, 7
5 —=(r,0) = cos 5 (rcosf,rsinf) + sin o (rcos,rsinf)
g .0 . of :
r,0) = —rsinf—— s, rsinf sf— s, rsinf
89( ) 7 sin ax(rcog ,7sinf) + r cos ay(rcoq ,7sinf)
2 2 2 2
g ‘2(7‘ 0) = cos 92;:@ cosf,rsinf) + QCObelnﬁaiay(rcos&rsinQ) + sin? ng";c(r cosf, rsinf)
d*g of of 0*f
m(r,@) = —blnea—(rum@ 7sin ) —|—cos@a—y(rcose ,7sinf) —7“(05(951119?(7‘@058 rsinf) +
o2 2
r (cos® § — sin” 6) 5 af (rcosé, rbln9)+r005851n02‘};(r0059 7 8in 0)
oY
2 2
geg(r 0) = —r(:()b@gi(r(:()be rsinf) — rsinﬁggjj(rcos&rsinﬁ) + r?sin 92{(7“@059 rsinf) —
2 2
2r? Cosesilleaxay(TCObQ rsinf) + r? cos 9?};(7’0059 7 sin 6)

14.3.2 Application aux équations aux dérivées partielles

14.3.2.1 Exemples du premier ordre

= Si f est de classe C* sur R? : or _ 0« Jh:R — R de classe C' telle que V(z,y) € R? f(x,y) =

ox
h(y)-
) o of . : o
= Résoudre I'équation el 28_ = 0 en utilisant un changement de variable linéaire.
Z Y
. e o Of Of s : :
= Reésoudre I'équation xa— + ya— = 0 en utilisant un changement de variable polaire.
x Y
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14.3.2.2 Exemple du second ordre
0?f  O*f

= Résoudre I'équation des ondes : —= — —= = 0 en utilisant un changement de variable linéaire.

ox? 0y
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14.4 Vecteurs tangents & une partie d’un espace vectoriel

Dans tout ce paragraphe, E est un espace vectoriel réel de dimension finie. Dans la pratique, ce sera le
plan R? ou l'espace R?.

14.4.1 Vecteur tangent au support d’un arc

= DEFINITION

Si [ intervalle ouvert de R, tp € I, v : I C R — FE est un arc paramétré dérivable en t,
le vecteur +'(ty) est dit vecteur tangent au point y(tg) a la partie I' = {(t), ¢t € I} de
I'espace E. I est le support de ’arc ~, que 'on appelle communément "courbe".

= Si~v:]CR— F est un arc paramétré de classe C'. Si f: Q C E — F est une fonction de classe
C! et si le support I' de l'arc v est inclus dans €2, alors § = f oy est un arc paramétré de classe
Clet:Vtel, &§(t)=df(y(t).y(t). En particulier, si le vecteur 7/(ty) n’est pas dans le noyau de
df (v(to)), alors df (v(to)).7 (to) est vecteur tangent en d(ty) au support A de l'arc 6.
Remarquons qu’il suffit que v soit dérivable en ¢y et f difffentiable en 7(t) pour avoir le résultat.

14.4.2 Vecteur tangent a une partie de £
© DEFINITION

si X C Fetaxe X, un vecteur v € E est dit tangent & X s’il existe un arc paramétré
défini sur un voisinage de 0 et dérivable en 0, dont le support I' est inclus dans X et qui vérifie :
v(0) = x et v/ (0) = v.

On notera T, X '’ensemble des vecteurs tangents a X en x

© Remarque L’ensemble T, X des vecteurs tangents & X en x est stable par homothétie : siv € T, X,
si A € Retyarcde]—e e vers X tel que v'(0) = v, alors Papplication t — ~v(At) est définie sur
un voisinage de 0 , a valeurs dans X et dérivable en 0 de dérivée Av : donc Av € T, X. On dit que
c’est un _codne
Par contre T, X n’est pas toujours un sous-espace vectoriel de E : par exemple si X = {(J:, y) €ER? /a2y =0
on montre que T(p0)X = X qui n’est pas un sous-espace vectoriel de R?

14.4.2.1 Exemples d’ensembles de vecteurs tangents

= PROPRIETE
Si X est un sous-espace affine de F de direction G, alors pour tout x € X, T, X =G

Dem.

2 PROPRIETE
Si X est une sphére de ’espace euclidie;r; E de centre C' et de rayon R > (0. Soit
A€ X. Alors T4(X) est 'orthogonal de C'A

Dem.
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= PROPRIETE

Si f:Q C R* = R est différentiable (ou mieux) , si X est le graphe de f c’est a

dire la partie de R® définie par : X = {(z,y,2)/(z,y) € Q et z = f(x,y)}. Les vecteurs
af

tangents a X en (a,b,c) € X constituent le plan d’équation a—'(a, b).aH—a—(a, b).y—z =0
Z Y

Dem.

= PROPRIETE

Soit ¢ : © — R une fonction numérique de classe C!, avec () ouvert de E, et
X ={z€Q|g(x) =0}. Siac X et dg(a) # 0. Alors T,X = ker(dg(a))

Dem.

= Remarque Une surface de R?® est une ligne de niveau d’une fonction numérique d’un ouvert de
R? : le résultat précédent permet d’obtenir I'ensemble des vecteurs tangents en un point & cette
surface sous certaines condition

© PROPRIETE - DEFINITION

Si f:Q C R? = R est différentiable, on appelle plan tangent au graphe de f en

un point (a,b,c) le plan affine d’équation gf(a, b).(x —a)+ gf(a, b).(y—b)—(z—c) = 0.
Z Y

C’est le plan passant par(a,b,c) et dirigé par le plan des vecteurs tangents.

Dem.

= PROPRIETE

Si E est euclidien et f: Q2 C F — R est différentiable. Si X est une ligne de niveau
de f c’est a dire une partie X de I telle que f|x soit constante, les vecteurs tangents
a X en z € X sont orthogonaux au vecteur gradient V f(z).

Dem.

14.5 Optimisation

14.5.1 Extremum local

Soit f: Q2 C E — R avec §2 ouvert.
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14.5.1.1 Deéfinitions

© DEFINITION
a € Q est dit point critique de f lorsque f est différentiable au point a et df (a) est la forme

0
linéaire nulle c’est a dire lorsque : Vj € [1,p], a—f(a) = 0 ou encore lorsque V f(a) est le
Lj

vecteur nul ou J f(a) la matrice ligne nulle.

= DEFINITION

f présente au point a € {2 un minimum local lorsque : il existe un voisinage V' de a inclus
dans Q tel que : Vx €V, f(z) > f(a).
Ce minimum local est dit strict siz € Vet  #a = f(z) > f(a).

= DEFINITION

f présente au point a € {2 un maximum local lorsque : il existe un voisinage V' de a inclus
dans Q tel que : Vx € V, f(z) < f(a).
Ce maximum local est dit strict siz € Vet x # a = f(x) < f(a).

14.5.1.2 Théoréme d’ordre 1

= PROPRIETE Condition nécessaire d’ordre 1

Soit f: Q2 C E — R. Si f présente au point a de ’ouvert {2 un extremum local, et
si f est différentiable au point a, alors a est un point critique de f.

= La réciproque est fausse : f € C'(Q,R) peut avoir un point critique sans extremum local.
C’est le cas par exemple pour

f‘( Rz — R )
‘ (a:,y) — $2_y2

14.5.1.3 Etude au second ordre

Dans ce paragraphe, on considére des fonctions définies sur un ouvert de R" & valeurs dans R

= DEFINITION Hessienne

Soit f: 2 € R™ — R une fonction de classe C* sur I'ouvert 2. Soit a € €.
On appelle matrice hessienne de f en a la matrice notée Hy(a) suivante :

9*f
Hy(a) = <3x¢8$j (a))lgi,jén |

= Remarque : D’aprés le théoréme de Schwarz, la matrice hessienne est symétrique.
© PROPRIETE Formule de Taylor-Young & ’ordre 2

Soit f: Q) — R une fonction de classe C* et a € §). Alors on a au voisinage de 0 :
1
fla+h) = fla) + <Vf(a)}h> + 5 <Hf(a).h’h> +o (HhHQ)

On peut aussi écrire ce DL sous la forme : f(a + h) o fla) +h"Vf(a) + %hTHf(a)h + o (||n]]?)

Dem.
= PROPRIETE Condition nécessaire d’extremum d’ordre 2

Soit f : Q — R une fonction de classe C? et a € Q. On suppose que f admet un
minimum local en a. Alors a est un point critique de f et la matrice hessienne de
f en a est symétrique positive : H(a) € S (R)
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Dem.

= Remarque Si f admet un maximum local en a, alors la matrice hessienne de f en a est symétrique
négative

= PROPRIETE Condition suffisante d’extremum d’ordre 2

Soit f : Q — R une fonction de classe C? et ¢ € Q un point critique de f. On suppose

que H;(a) est définie positive (i.e. H(a) € ST (R)).

Alors f admet un minimum local strict en a.

Dem.

© PROPRIETE cas particulier des fonctions de deux variables réelles

Soit f :  C R? — R une fonction de classe C* et a € ) un point critique de f.
Alors :

v Sidet(Hy¢(a)) >0 et tr(Hs(a)) > 0, alors f admet un minimum local strict en «
v Sidet (Hf(a)) >0 et tr(Hf(a)) <0, alors f admet un maximum local strict en a

v Sidet(Hy(a)) <0 alors f n’admet pas d’extremum local en a

Dem.

14.5.2 Optimisation sous contrainte

On peut étre amené a chercher les extrema d’une fonction numérique définie sur une partie X d’intérieur
non vide. Par exemple quand on veut chercher le minimum d’une fonction f sur la sphére unité de R?,
on cherche a minimiser f sous la contrainte 2% + y* + 2% = 1.

= PROPRIETE

Soit f une fonction numérique définie sur 'ouvert (2 de R". Soit X une partie de
Q. Soit a € X. Si la restriction de f & X admet un extremum local en a et si [ est
différentiable en a, alors df(a) s’annule en tout vecteur tangent a X en a

Dem.

= THEOREME Optimisation sous contrainte

Soient f et g deux fonctions numériques définies sur I’ouvert €2 de R" de classe €.
On pose X = {z € Q‘g(x) =0}.

Si f|, admet un extremum local en un point a € X et si dg(a) # 0, alors df(a) est
colinéaire a dg(a)

Dem.
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Solution

Changements de variables classiques

Changement de variable linéaire

. ‘ RZ — R?
v (u,v) — (x,y) = (au + bv, cu + dv
sont de classe C™

= Sif'( R*  — R >etg:fo<p'( R*  — R )alors
“\ (z,y) — flz,y) "\ (w,v) — g(u,v) = flau+ bv, cu + dv)

f est de classe C? si et seulement si g est de classe C* et, pour tout (u,v) et (z,y) = ¢(u,v) :

) ) avec ad — bc # 0 est un isomorphisme. ¢ et ¢!

gz (u,v) = a%(au + bu, cu + dv) + cg—g(au + bu, cu + dv)
gi(u v) = b%(au +bu, cu + dv) + dgg]; (au + b, cu + dv)
gigz (u,v) =a %(au + bv, cu + dv) + 2ac£§gy(au + bv, cu + dv) + CQZiyJ;(au + bu, cu + dv)
ai2gv (u,v) = ab%(au + bv, cu+ dv) + (ad + be) aa;gy (au + bv, cu+ dv) + cd%(au +bv, cu + dv)
%(u, v) = b? gz (au + bv, cu + dv) + 2bd882gy (au + bv, cu + dv) + d* ;yf (au + bv, cu + dv)
Changement de variable des coordonnées polaires
o=V ( (SZ) : (2,y) = (rﬂf(z)s 0, rsin6) ) est de classe C*.
> Sif:( R — R )etg:fowz(RQ — - R . )alors,si
(r,y) — f(x,y) (r,0) — g(r,0) = f(rcosf,rsind)

f est de classe C?, g est aussi de classe C? et, pour tout (r,0) et (z,y) = ¢(r,0) :

dg B of of
o —=(r,0) = cos@ax (rcos,rsinf) + sm(98y (rcos,rsinf)
dg B .0 . of .
(’99( r,0) = —r51n9%(r00897rs1n9) —I—TCOSQa—y(TCOSQ,TSIDQ)

2 2 2 2
g ‘Z(r ) = cos 9%(7’ cos@,rsinf) + 2005951n988$8y(7‘0050 rsin ) + sin 0%(7“ cos,rsinf)
d*g of of o
m(r, 0) = —sm@a—(TCOSQ rsinf) + cos@a—y(rcosﬁ ,rsinf) — rcos@sm@m(rcose rsinf) +

o2 2

r (cos® § — sin” 6) axafy (rcos,rsinf) + rcos  sin QW(T cos B, rsin 0)

2 2
geg(r 0) = —r cosﬁg—x(r cosf,rsinf) — rsineg—‘;(rcos&rsine) + r? sin? 0%(rc056’,rsin9) -

2 82
. . 2 299 ) .

2r? cos 0 sin eaxay (rcos@,rsinf) + r* cos 933/2 (rcosd,rsinf)
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14.6 Complément

14.6.1 Caractérisation des fonctions de classe C!

E est un R-espace vectoriel normé de dimension finie p muni d’'une base Bg = (ey, .., €,). Soit f définie

sur un ouvert 2 de E et a valeurs dans R. f est de classe C' sur € si et seulement si les p fonctions

dérivées partielles ——, j € [[1, p]] sont définies et continues sur 2.

8IJ

Preuve
Condition nécessaire : Si f est de classe C* sur €2, alors f est différentiable en tout point a de Q donc

0

les dérivées partielles O_f’ J € [[1,p]] sont définies en tout point a de €. De plus 'application df : a —

Lj
0

df (a) est continue sur €2, donc les applications (9_f’ J € [[1,p]] qui sont ses composantes dans la base
L

(dxq,...,dx,) sont continues.

0

Condition suffisante On suppose que les p fonctions dérivées partielles G_f’ J € [[1,p]] de la fonction f
Zj

sont définies et continues sur €.

Premiére étape : montrons que f est différentiable en tout point a de ) i.e. f a en tout point a de Q0 un
développement limité a [’ordre 1.

Soit @ € Q et r > 0 tel que B(a, 7’) C €2. On sait que nécessairement la différentielle de f en a, si elle
af
(a)dx;.
= Oz,
Il suffit donc de montrer que cette forme linéaire L permet bien d’écrire un développement limité :

fla+h) = f(a)+ L(h) + o(h).

On note a = aye; + .. + ape, et h = hiey + .. + hye, choisi de norme inférieure a r. On note pour tout k
de [[1,p]], ux = hyex + .. + hpe, et upy =0 (remarque : uy; = h).

existe, est la forme linéaire L = Z

On a donc f(a+ h) — f(a) = fla+ uy) — f(a+ ups1) Z fla+wuk) — f(a+ ugsr) et par conséquent,

fla+h)— Zf a + ug) (a+uk+1)—%(a).hk.
Pour tout k de [[1, p]], f(a + uk) fla+ugi1) = fla+ upsq + hrer) — fla+ upyq) est un accroissement

de la fonction partielle de f au point a + uxy; selon le vecteur e.
La fonction ¢y : t — f(a + ugs1 + thiey) est dérivable sur le segment [0, 1] donc, d’aprés le théoréme des
accroissements finis, il existe ¢, € [0,1] tel que pi(1) — x(0) = (1 — 0)p).(tx) cest a dire : f(a + uy) —

0
fla+ up) = hka o (@ + U1 + trhier).

a)}.hy, et avec pour norme N la

. _NOf _ 9
On aalors : f(a+h)— f(a)— L(h) = ;{C%% (a+up1 +tehrer) 83:k( )

p
norme du sup : | f(a+h) — f(a) — L(h) |< A(h).N(h) ot A est définie par A(h) = Z | aa—f(a + U1 +
— Oy,
of

tihger) — 8_< a)) |. Lorsque h tend vers 0 les vecteurs ug 1 +tphrex tendent vers 0 (¢ est borné, toutes les
Tk
composantes h; tendent vers 0) donc, pour tout k, 8_(G+Uk+1 +tphier) — a—f(a) tend vers 0 (continuité
T T
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de aa—f en a). A a donc pour limite 0 lorsque h tend vers 0 ce qui entraine que f(a+h) = f(a)+L(h)+o(h)
T,

i.e. f est différentiable en a et df(a) = L.

Deuziéme étape : montrons que a — df (a) est continue en tout point a de <)

3}
On sait que : Va € Q, df(a Z 8% a)dz;. Cela signifie que les p fonctions a—q‘i, J € [[1,p]] sont les
fonctions composantes de la fonctlon a — df(a) dans la base (dxy,...,dz,) du dual de E. Comme ces

fonctions sont continues sur €2, la fonction a — df (a) est continue sur €.

14.6.2 Composition des fonctions de classe C*

Si feCY () F),sigeClU,G)etsif(Q)CU,alors la composée h = go f: Q C E — G est de classe
C! et, pour tout point @ de Q on a :

* dh(a) = d(go f)(a) = dg(f(a)) o df(a) Soit, en représentant les différentielles par les matrices
jacobiennes :
* Jh(a) = J(go f)(a) = Jg(f(a)) x Jf(a) C'est a dire, en identifiant terme a terme les matrices ci-

dessus et en notant (x;) e[ ) les variables de f, (fi)icjp,ny les fonctions composantes de f, (y;)ic[n))
les variables de g, (gk)ke[1,q) les composantes de g et (hy)re[n,q) celles de h :

* Vk € [[1,4]], V5 € [[1,p]], Z—Z;‘f(a) = Z?wa ) gi;( 2

Preuve : Fixonsa € Q, j € [[1,p]] (n° de variable) et k € [[1, ¢]] (n° de fonction composante). On s’intéresse
a la dérivation partielle de hy en a selon z; c’est a dire a la dérivabilité en 0 de v : t — hi(a + te;). ©

i £ 0,8(0) = S (3(0) = 2(0)) = 1 {hsla + o) — hu(0)} = S {on(F o + e5)) — g(F(a))}
® f étant de classe C', elle a un développement limité en a et donc : f(a+te;) = f(a)+df (a)[te;]+te(t) =

fla) +t{df (a)[ej] +(t)} = f(a) + u(t) ou € et u sont des fonctions de R dans F' ayant une limite nulle
en 0 et u(t) = O(t). ® gx étant de classe C', elle a un développement limité en f(a) donc :

to(t) = gr(f(a) +u(t)) — g(f(a)) = dg(f(a))[u(t)] + o(u(t))
= dgi.(f(a))[t{df (a)lej] + &(t)}] + o(u(t))
= t.dgi(f(a)){df (a)lej]} + o(t)

conclusion : ¢ a une limite en 0 qui vaut dg,(f(a)){df(a)[ej]} c’est & dire que —=(a) existe et vaut
Ly

dgu (7)) () [e]} = Zgj’j )2

Ohy, e . . ) . .
—— est donc définie et continue sur ) en tant que somme, produit et composée de fonctions continues.
x .

j

Ceci étant valable pour tout (j,k) € [[1,p]] x [[1,4]], h est de classe C' sur Q et la formule V& € [[1, q]],
, oh o, f
vj € (1,01, 5 % (fla).5F

—(a) = (f(a)).=—(a) montre que la matrice Jacobienne de h en a est le produit
0z; — Oy Oz,

des Jacobiennes de g en f(a) et de f en a soit encore dh(a) = dg(f(a)) o df (a).

Demonstration de : si {2 est un ouvert connexe par arc et si f est de classe C sur 2, f est constante si
et seulement si en tout point a de €, df (a) est 'application linéaire nulle.
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On fixe a € Aet onpose A=z € Q|f(x) = f(a) A=x € Q|f(z) = f(a)

On montre A fermé car c'est f~' (f{a}) et f continue On montre A ouvert. En effet si x € A, il existe
une boule de centre z et de rayon R incluse dans €2 qui est ouvert, et donc comme sur cette boule, qui est
convexe, la différentielle de f est nulle, f est cste sur cette boule d’aprés le résultat établi sur les parties
convexes. et donc la boule est dans A : A est un voisinage de chacun de ses points : A ouvert.

On montre alors que A est égal & ). Par I'absurde si A n’est pas égal a €. Soit z un point de égal a
2\ A Par connexité par arc, il existe un chemin entre a et z dans €, v : [0,1]— > €, continu tel que
7(0) = a et y(1) = = On considere {t € [0, 1]|y(t) € A}. C’est une partie fermée de [0, 1] donc il atteint
un maximum : « Comme (1) n’est pas dans A, o < 1. Mais y(«) est un point de §2 donc il existe r > 0
tel que la boule de centre y(a) et de rayon r soit dans A qui est ouvert.

Par continuité de v, il existe § > 0 et suffisamment petit pour que a+0 < 1, tel que sit € [a, a 4], () €
B(y(«a),r). Et en particulier av+ ¢ est dans {t € [0, 1]|y(t) € A} ce qui contredit le caractére maximal de
!
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