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CHAPITRE 8

RESOLUTION D’EQUATIONS
DIFFERENTIELLES
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Le but de ce cours est de construire des méthodes numériques pour résoudre des équations
différentielles. Les équations différentielles interviennent dans différentes filieres en CPGE (maths,
physique, chimie ou encore SI) et ne sont pas toujours résolubles (problemes des trois corps par
exemple). Cependant, il existe plusieurs méthodes numériques permettant d’en approcher les
solutions. Nous allons, ici en regarder quelques unes.

I Equation différentielle d’ordre 1

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser aux équations différentielles d’ordre 1 mis
en probléeme de Cauchy : On cherche a trouver y dérivable sur [ty, T] telle que :

y'(t) = F(t,y(t))
y(to) = yo

sur [to, T] avec F une fonction continue de [tg, T| X R. Cette écriture regroupe a la fois les équations

dites "linéaires", en prenant F : (¢,y) — a(t)y ce qui donne :

y' (1) = a(t)y(t)
mais également des équations plus difficiles a résoudre et non linéaires, en prenant, par exemple
F(t,y) — cos(ty) ce qui donne :

8.1)

y'(t) = cos(ty(t)).

I.1 Principe
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@ Exercice 8.1: On s’intéresse a I'équation y'(t) = cos(10t) sur le segment [—1, 1], sur le
graphe suivant, chaque vecteur a pour direction la méme direction que la tangente a la courbe
de la fonction solution de 1’équation précédente et passant par ce point. Sans la calculer,
dessiner en ligne brisée la fonction solution valant 0 en 0 (on placera un point tout les 0.1
unité)
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Principe 8.2: Approximation avec la donnée de la dérivée
Soit y une fonction dérivable sur un intervalle [to, T}, il existe une fonction € de limite nulle
en 0 tel que:
. /
y(to +h) = y(to) +hy'(to) +e(h)
ainsi, si 1 est "petit" on peut dire :
~ /
y(to+h) = y(to) + hy (to)
et plus & est petit, plus I'approximation devient précise.

I.2 Méthode d’Euler Explicite

Si y est une solution du probléme de Cauchy 8.1, I'idée est de construire point par point une
approximation de la solution en partant du seul point qu’on connait de la courbe représentative
de y, c’est-a-dire (to, o). On détermine la valeur de y'(#y) grace a I'équation différentielle et on
approxime la valeur de la solution en ty + h avec la méthode précédente :
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y(to+h) = y(to) + hF(to,y(to))

En effet, on rappelle que y/(ty) = F(to,y(tp)). On note alors yo = y(to) et y; la valeur appro-
chée de y(ty + h) c’est-a-dire :

Y1 = Yo + hE(to, yo)
en connaissant, y; une valeur approchée de y(fp + /1) on connait également une valeur approchée
de la dérivée car y'(to + h) = F(to+ h,y(to + h)) on alors y' (to + h) =~ F(tp + h, y1). On peut alors
construire y, une approximation de y(to + 2h) de la maniere suivante :

Yo =y1+hF(to+h,y1)

et ainsi de suite. Pour construire une solution sur l'intervalle [ty, T] de notre équation, on choisit 4,

qui est le pas temporelle entre deux points du graphe de notre solution, de maniere équirépartie

. . . . : T—t
sur tout l'intervalle : si on veut construire N points de notre solution on prend le pas h = N 0

La méthode d’Euler est une méthode itérative : a partir des valeurs ty, T, y(t), N et de la fonction
F, on construit deux suites (,) et (y,) comme suit :

T—t
{tn+1_tn+ NO:tn+h

Ynt1 =Yn + hF(tn/ yn)
La valeur de / est alors appelé le pas de discrétisation en temps.

—[Déﬁnition 8.3: Méthode d’Euler explicite avec un pas régulier}

Soit y une solution de 1’'équation :
{y'(t) = F(ty(t))

y(to) = yo
sur [tp, T] avec F une fonction continue de [tp, T| x R. Soit N € IN* Si on note le pas de temps

T—t
@’3@ h = N 0 , la méthode d’Euler explicite permet de construire un

(N +1)-uplet (yx)ke[o,ny approchant les valeurs du (N + 1)-uplet (y(to + kh))repo,n]- La suite
est définie par récurrence comme suit :

t?’l+1 = tn _|_h
Ynt1 = Yn + hF(tn;]/n)

1.3 Exemples d’utilisation

Approcher I’exponentielle

Commengons par un probleme simple ot nous approchons la fonction exponentielle sur [0, 1]
via I’équation différentielle pour laquelle elle est solution :

"(t) = y(t
y(t) =y(t) 8.2)
y(0) =1
Exercice 8.4: Onnoteh = 1/N ot N est le nombre de points crée par la méthode d’Euler

explicite. Quelle la suite (yx)re[o,n] approchant les valeurs du (N + 1)-uplet (exp(h/N))ke[o,n
ainsi crée ? Spécifier surtout yy approchant le nombre de Neper.
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En voici le code :

méthode d’Euler explicite
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
t_0=0

y_0=1

T=1

N=1000

h=(T-t_0) /N

list_ye=[y_0]

list_t=[t_0]

for k in range(N):
ye=yeth*ye
t=t+h
list_ye.append(ye)
list_t.append(t)

sol=np.exp(list_t)

b,=plt.plot(list_t,sol,'-b',label="'solution exacte')
c,=plt.plot(list_t,list_ye, '+r',label='Euler explicite '+str(N)+' points')

plt.legend(handles=[b,c],loc=2)
plt.show()
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Approcher la charge du circuit RC

Le second probleme est d’approcher la charge d"un circuit RC sur [0, 1] via 1’équation différen-
tielle pour laquelle elle est solution :
1
'"(t) = —= (E—y(t
y(t) = ¢z (E—y(t))
y(0)=0
Le pas de temps est alors 1 = 1/N ou1 N est le nombre de points crée par la méthode. La méthode
d’Euler explicite est alors yp = 0 et fp = 0 puis :
1
tnt1 :tn‘i‘ﬁztn‘i‘h
h
Ynt1 =Yn T 15 (E—=yn)
En voici le code :
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méthode d’Euler explicite
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
E=1;RC=2;t_0=0;y_0=0;T=10;N=10
h=T/N

list_y=[y_0]

list_t=[t_0]

y=y_0
t=t_0
for k in range(N):
y=y+h*(E-y) /RC
t=t+h
list_y.append(y)
list_t.append(t)

sol=E*(1-np.exp(-np.array(list_t)/RC))

b,=plt.plot(list_t,sol,'-b',label="'solution exacte')
c,=plt.plot(list_t,list_y,'+r',label='Euler explicite '+str(N)+' points')

plt.legend(handles=[b,c],loc=4)
plt.show()
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Approcher une solution qu’on ne connait pas formellement

Si on connait des méthodes de calculs qui nous permettent de connaitre la solution formelle

des deux dernieres équations, ce n’est pas le cas de la suivante :

y'(£) = cos(ty(t))

y(0)=0
On cherche a résoudre cette équation sur [0, 10]. Le pas de temps est alors 1 = 10/N ot N est le
nombre de points crée par la méthode. La méthode d’Euler explicite est alors yo = O et typ = 0
puis :

10

Yni1 = Yn + hcos(tuyn)
dont voici le code :

MP-ITC CHAPITRE 8. RESOLUTION D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES 6/17



méthode d’Euler explicite

from math import cos

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
t_0=0;y_0=0;T=10;N=20;h=T/N
list_y=[y_0]

list_t=[t_0]

y=y_0

t=t_0

for k in range(N):
y=y+h*cos (t*y)
t=t+h
list_y.append(y)
list_t.append(t)

c,=plt.plot(list_t,list_y,'-',label='Euler explicite '+str(N)+' points')

plt.legend(handles=[c],loc=1)
plt.show()

1.4 1.2

— Euler explicite 20 points — Euler explicite 100 points

-0.2

[.4 Limite de la méthode

Bien que cet algorithme semble fonctionner & merveille sur les exemples énoncés, il faut tout
de méme faire attention : cet algorithme ne donne pas toujours de bonne voire d’approximation
(tout court) de la solution. L'étude de la convergence de tel algorithme est une part importante de
la recherche internationale en Mathématiques (Analyse numérique et Equations aux dérivées par-
tielles). Pour illustrer ces propos, on peut déja remarqué que, sous certaine condition, I’algorithme
donne des résultats "étranges" pour la derniére équation. Par exemple, dans le cas o T = 10 et
N = 500 ou N = 2000 (voire les figures ci-dessous).
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— Euler explicite 2000 points

— Euler explicite 500 points

-2 -0.2
o} 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100

I Voir : consistance et stabilité d"un schéma ou encore la condition Courant-Friedrichs-Lewy
HP ) (CFL)

I.5 Méthode d’Euler implicite

Le principe est similaire a la méthode d’Euler explicite, sauf qu’on utilise le taux d’accroisse-
ment pour la dérivée en t,, 1 et non ¢, ce qui donne:

Y(tni1) = y(ta) + hy'(tas1)
la méthode d’Euler implicite en découle : yo = y(fp) et tp = to puis :
Tt

— tn + h

tn+1 =ty +

Yn+1 = Yn + hF(tni1, Yni1)
I'expression de y,1 n’est plus donnée directement. Un calcul supplémentaire est donc nécessaire
pour trouver y,1 (souvent, résoudre un systeme linéaire).

—[Déﬁnition 8.5: Méthode d’Euler implicite avec un pas régulier}

Soit y une solution de 1’équation :
y'(t) = F(t,y(#))
y(to) = Yo

sur [tp, T] avec F une fonction continue de [to, T| x R. Soit N € IN* Si on note le pas de temps

T—t
(@@ h = N 0 la méthode d’Euler explicite permet de construire un

(N +1)-uplet (v )kefo,n] approchant les valeurs du (N + 1)-uplet (y(to + k&) )kcpo,ny- La suite
est définie par récurrence comme suit :

tn+1 — tn + h
Yni1 = Yn + hF(tn—HI yn—l—l)

Par exemple, dans le cas de 1’exponentielle on a alors le schéma suivant :
yo=1letty =0 puis:

1
tn—i—l:tn‘i‘ﬁztn‘i‘h

Ynt1l = Yn + hYni1
ce qui revienta:

t —t—i—l—t—i-h
n+l — tn N—n

_ _Yn
yn+1—1_h
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II Equations différentielles du second ordre

La méthode d’Euler peut étre également utilisée pour résoudre des équations différentielles
du second ordre. L'idée est de transformer cette équation en un systeme d’équations du premier
ordre. On souhaite résoudre sur [to, T| le probleme dit de "Cauchy" suivant :

y'(6) = F(ty(t),y (1))

y(to) = ¥o

y'(to) = 2o
ott F est une fonction continue de [ty, T] x R2. On le transforme en un systéme de deux équations
du premier ordre avec

On résout alors via la méthode d’Euler explicite vu précédemment, on contruit trois suites (t;),

(yn) et (zn) tel que:
T —tg

tn+1:tn+ :tn+h

Yni1 = VYn + hzy
Zy4+1 = Zn + hP(tn/ Yn, Zn)

II.1 Exemple : tension aux bornes du condensateur sur un circuit RLC

(6) = 1~ 29 (0) — )
y(to) =
y'(to) =0

avecty = 0, R = 1000Q), L = 0.1H, C = 10~?F et T = 0.001. On rappelle que la solution analytique
de ce probléme est donnée par :

. o Ry R .
y:t— E— Eel (Cos(wt) ol sm(wt))

1 1 L / 1
aVQCC(JO:\/T—C,Q:R\/;etCU:CUO 1—@

Exercice 8.6: Construire les suites (t,), (yx) et (z,) permettant d’approcher les solutions
de cette équation

Démonstration. Déterminons une solution numérique grace a la méthode d’Euler explicite :
on construit alors les suites (), (yx) et (z,) vérifiant :

T—t
[E] the1 =th + s =ty +h
Yn+1 = Yn + hzy

E R 1
Zpg1 = 2zZn + h Zn —

E - f n Eyn
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On obtient le programme python suivant (voir page suivante)

méthode d’Euler explicite
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
E=3;R=1000;L=0.1;C=10%*(-9)
t_0=0;y_0=0;z_0=0
T=0.001;N=5000;h=T/N

# constantes

om0=1/(np.sqrt (L*C))
Q=(1/R)*np.sqrt(L/C)
om=om0*np.sqrt (1-1/(4*xQ**2))
list_y=[y_0]

list_z=[z_0]

list_t=[t_0]

for k in range(N):
temp=y
y=y+th*z
z=z+h* ((E/ (L*C))-(R/L)*z-(1/(L*C) ) *temp)
t=t+h
list_z.append(z)
list_y.append(y)
list_t.append(t)

list_t=np.array(list_t)
sol=E-E#*np.exp(-(R/(2%L))*1list_t)*(np.cos(om*1list_t)+(R/(2+L*om))*np.sin(om*list_4))

a,=plt.plot(list_t,list_y,'--r',label='solution approchée avec Euler explicite')
b,=plt.plot(list_t,sol,'-b',label='solution exacte')

plt.legend(handles=[a,b],loc=4)
plt.show()

MP-ITC CHAPITRE 8. RESOLUTION D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES 10/17



i - - solution approchée avec Euler explicite
— solution exacte

0 | | 1 | |
0.0000 0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.0010 0.0012

1.2 Equation du pendule

Exercice 8.7: Expliquer la formule d’Euler explicite sur cet exemple et donner un algo-
rithme permettant de calculer une solution approchée via cette méthode.

0" + ‘%sin(G) 0
avec | = 50 cm par exemple, et 6(0) = /4 et 6’(0) = 0.
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IIT Utilisation de odeint

Odeint est une fonction de scypy qui permet de calculer une solution approchée d’une équa-
tion différentielle avec une méthode plus élaborée que Euler explicite ou implicite. En voici un
exemple d’utilisation sur I"équation :

0" (t) +bo'(t) + csin(6(t)) =0
avecb =0.25,¢=04,60(0)=2,0(0)=0,t =0et T =10.

7

def pend(y, t, b, c): #fonction renvoie le vecteur [theta',6theta''] en fonction
theta, thetaprim =y #de [theta,theta']
dydt = [thetaprim, -b*thetaprim - c*np.sin(theta)]
return dydt

b =0.25 #paramétres

c=0.4

y0=[2, 0.0] # listes des waleurs initiales de theta et theta'

t = np.linspace(0, 10, 101) #répartitions des points représentants la solution
# t_0=0, T=10, N+1=101

from scipy.integrate import odeint

sol = odeint(pend, yO, t, args=(b, c)) #calcule la solution

import matplotlib.pyplot as plt
plt.plot(t, soll[:, 0], 'b', label='theta(t)') #sol est un tableau
# la premiére colonne contient theta
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plt.plot(t, soll[:, 1], 'g', label="theta'(t)") #la seconde theta'
plt.legend(loc="'best")

plt.xlabel('t")

plt.grid() # permet de faire une grille

plt.show()

2.0

— theta(t)
— theta'(t)

15

1.0

0.5

0.0

-0.5

10 ; ; ; ;
0

Les arguments a donner la fonction odeint sont les suivants (et dans ’ordre) :

* La fonction associée au probléme de Cauchy F(y,t). Attention, la variable y doit étre avant
la variable t. Il est possible de rajouter des arguments a F, il faut alors le spécifier a la fonction
odeint comme dans I'exemple ci-dessus.

e La liste des conditions initiales y0

¢ La liste des temps pour l'extrapolation t

IV Fonctions Euler explicite sur Python
De maniére générale, on pourra réécrire et utiliser les fonctions python suivante en TP :

La fonction suivante prend en argument la fonction F, les réels tg, yo, T et I'entier N et renvoie le
(N +1)-uplet (yx)ke[o,ny approchant les valeurs du (N + 1)-uplet (y(to + kh))repo,ny etle (N +1)-
uplet des temps (tx)kefo,n7 - On rappelle que la suite est définie par récurrence comme suit :

Yni1 =Yn T hP(tn/ yn)

MP-ITC CHAPITRE 8. RESOLUTION D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES 13/17



Fonction Euler Explicite

def EulerExp(F, t_0, y_O0, T, N):

nnn

Méthode d'Euler explicite pour résoudre une équation différentielle d'ordre 1|

Arguments:

- F: fonction qui prend comme arguments t et y et
retourne la dérivée de y par rapport a t

- t_0: temps initial

- y_0: valeur initiale de la solution

- T: temps final

- N: nombre de pas

Retourne:
- list_t: liste des temps
- list_y: liste des solutions

nmnn

list_y = [y_0]

list_t = [t_0]

h=(T-t0) /N

y =y0

t=1t.0

for k in range(N):
y=y+hx*xF&,y
t =t +h

list_y.append(y) # ou list_y=list_y+/[y]
list_t.append(t) # ou list_t=list_t+[t]
return list_t, list_y

Un exemple d’utilisation lié a I'équation :
y'(t) = cos(ty(t))
y(0) =0

from math import cos

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
t_0=0;y_0=0;T=10;N=2000;h=T/N

def Fonc(t,y):
return np.cos(t*y)

list_t,list_y=EulerExp(Fonc,t_0,y_0,T,N)
c,=plt.plot(list_t,list_y,'-',label='Euler explicite '+str(N)+' points')

plt.legend(handles=[c],loc=1)
plt.show()
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Attention 8.8

La fonction donnée en argument a la fonction EulerExp doit avoir deux arguments t,x
méme si la fonction dépend que de x. Par exemple, pour 1'équation différentielle y' =y,

la fonction a donnée en argument est :
£\

def Fonc(t,y):
return y

IV.1 Pour les équations d’ordre 2

Euler explicite pour 1’ordre 2

def EulerExp2(F, t_0, y_0, z_0, T, N):

nnn

Calcule la solution approchée d'une équation différentielle d'ordre 2
en uttilisant la méthode d'Euler explicite.

Arguments :
F : fonction dérivée de y'' = F(t, y, z) qui représente l'équation différentidlle
T temps initial

0
y_0 : wvaleur initiale de y
z_0 : valeur initiale de y' (la dérivée de y par rapport au temps)
T : temps final jusqu'auquel la solution est calculée
N : nombre de pas de discrétisation pour l'algorithme d'Euler

Retourne :

list_t : liste des temps discrétisés

list_y : liste des wvaleurs de la solution y

list_z : liste des valeurs de la dérivée de la solution z = y'

Remarque :

La fonction retourne trois listes : les temps, la solution y et la dérivée z.
ninun

# Initialisation des listes pour stocker les wvaleurs

list_y = [y_o0]

list_z = [z_0]

list_t [t_0]

# Calcul du pas de temps
h=(T-t0) /N

# Initialisation des wvariables
y =y0
t =1t0
z =2z_0

# Boucle principale de l'algorithme d'Euler

for k in range(N):
# Stockage temporaire de la valeur précédente de y
temp =y
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# Mise a jour de y et z a l'atde de la méthode d'Euler
y=y+th+*z
z + h * F(t, temp, z)

N
Il

# Mise a jour du temps
t=t+h

# Ajout des waleurs calculées auxr listes
list_z.append(z)
list_y.append(y)
list_t.append(t)

return list_t, list_y, list_z

Voici un exemple d’utilisation pour
0" (t) + bo'(t) + csin(6(t)) =0

avec b = 0.25,c = 0.4,0(0) = 2,6'(0) =0, tg = 0 et T = 10.
Ici, F(t,y,z) = —bz — csin(y) ne dépend pas de .

~

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
b=0.25;¢c=0.4;y_0=2;z_0=0;t_0=0
T=100; N=10000; h=(T-t_0)/N

def Fonc(t,y,z):
return -b*z-c*np.sin(y)

list_t,list_y,list_z=EulerExp2(Fonc,t_0,y_0,z_0,T,N)

a,=plt.plot(list_t,list_y,'--r',label='solution approchée avec Euler explicite')
b,=plt.plot(list_t,list_z,'--b',label='dérivée approchée avec Euler explicite')
plt.legend(handles=[a,b],loc=4)

plt.show()
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