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1.1 Les différents ensembles de nombres

1.1.1 Vocabulaire des ensembles et applications

e DEFINITION

Soit E un ensemble. On appelle partie de E ou sous-ensemble de E, tout ensemble F' vérifiant :
Ve,r e F=—zx €k

L’ensemble des parties de E est noté P(E)
e DEFINITION
Une partition de E est une famille (4;)
vV V(i,j)elitj= ANA; =0

.1 de parties de E telle que :

v Vicl, A #0
el

Remarques . La derniére relation peut s’écrire aussi Vo € F,3i € I,x € A,.

¢ DEFINITION Fonction indicatrice d’une partie d’un ensemble

Soit ' un ensemble et A une partie de E.
E — {0,1}
On appelle fonction indicatrice de A D'application 1 4 : N {1 size A
0 sinon

e DEFINITION

Soit f une application de F vers F. Soit A une partic de E ct B une partie de F.

On appelle image directe de A par [ la partie notée f(A) de F définie par :
fA)={yeFFre Ay = f(x)}.

On appelle image réciproque de B par f la partie notée f~*(B) de E définie par :
f(B)={z € E|f(x) € B}.

e DEFINITION

Soit f une application de E vers F'.

On dit que f est injective siV(z,t) € E? f(z) = f(l) = x =1.
On dit que f est surjective si Vy € F,dx € E|y = f(x).

On dit que f est bijective si elle est injective et surjective.

e PROPRIETE

Soit f une application de E vers F'. Alors :
f est bijective si et seulement si Vy € F,3lx € E‘y = f(z)

e DEFINITION
Si f est une bijection de E vers F, on appelle réciproque de f Dapplication, notée f~!,
définie par : Vy € F, f~*(y) est I'unique = € E tel que y = f(z)

e PROPRIETE

La réciproque d’une bijection f de F vers F' est une bijection. Elle vérifie de plus :

fofil:]dp et fﬁlof:[dE

e DEFINITION
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Une relation binaire R sur E est une relation d’équivalence si elle est :

v réflexive : Vv € E, xRx

v symétrique : V(z,y) € E* rRy = yRax

TRy

o 0 . 3
v transitive :V(z,y,2) € E°, R

}:sz

e DEFINITION
Si R est wune relation d’équivalence sur FE et =z € E, on appelle

TRy }

classe d’équivalence de = pour R la partie de E : cl(x) = {y eFr

e PROPRIETE

Soit R est une relation d’équivalence sur E. Soit (z,y) € E*. Alors :
TRy =z € clly) =y € cl(x) = cl(x) = cl(y)

e PROPRIETE

Soit R est une relation d’équivalence sur E. Alors la famille des classes d’équiva-
lence pour R forme une partition de F

1.1.2 Vocabulaire des structures algébriques

E est un ensemble non vide, T et ¢ deux lois de composition internes (en abrégé l.c.i.), c’est a dire deux
applications de £ X E vers E.

1.1.2.1 Rappels

e DEFINITION
T est commutative lorsque : ¥(z,y) € E? 2Ty =y Tx

e DEFINITION
T est associative lorsque : V(z,y, 2) € B2, xT(yTz) = (zTy)Tz

e DEFINITION
n est élément neutre dans F pour la loi T lorsque :Vx € E, 2 Tn=nTxr==x

e DEFINITION

n étant neutre pour T dans E, a, élément de FE, est le symétrique de I’élément b de E
lorsque : aTb=bTa=n

e DEFINITION

o est distributive par rapport a T lorsque : ¥(z,y,2) € E* 20 (yTz) = (zoy)T(ro2) et
(yTz)ox=(yox)T(z0x)

e DEFINITION

(E, T) est un groupe lorsque : T est une l.c.i. associative, possédant un neutre n et pour la-
quelle tout élément admet un symétrique (on dit aussi : "est symétrisable" ou "est inversible").
Ce groupe est dit commutatif ou abélien lorsque T est de plus commutative.
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e DEFINITION

(E, T,o) est un anneau lorsque : (E, T) est un groupe abélien, ¢ est une l.c.i.associative, distri-
butive par rapport a T et posséde un neutre m différent de n. Cet anneau est dit commutatif
lorsque ¢ est commutative.

e DEFINITION

L’anneau (£, T,¢) est dit intégre lorsqu’il est commutatif et sans diviseur de zéro, c’est a
dire lorsque : V(a,b) € E*, acb=n=a=noub=n

e DEFINITION

(E, T,o) est un corps lorsque c’est un anneau commutatif dans lequel tout élément différent
de n a un symétrique pour la loi .

1.1.2.2 Complément : structure d’algébre

E est de plus muni d’une loi externe, notée ".", sur le corps K des scalaires (sous-corps de C), c’est a dire

d’une application de K x E vers F.
e DEFINITION

(E,T,¢,.) est une K-algébre lorsque :

* (F,T,o) est un anneau.
* (E,T,.) est un K-espace vectoriel *

* V(o,z,y) EKX EX E: (ax)oy=a.(zxoy) =z (a.y)

a. (E,T) groupe abélien et V(z,y) € E* ¥(o,B) € K2, (a + B).x = axTha, a.(2Ty) = axTay ,
a.(f.x) = (af)x , lxx==x

e Exemples :

*

(K[X], 4, X, .) est une K-algébre commutative et intégre.

*

(RN, +, x,.) est une R-algébre commutative et non intégre.

*

Si F est un R-espace vectoriel, (L(FE),+, o, .) est une R-algébre, non commutative et contenant
des diviseurs de zéro, sauf si E est réduit au seul vecteur nul.

*

(M, (R),+, X,.) est une R-algébre, non commutative et contenant des diviseurs de zéro si
n = 2.

1.1.3 Vocabulaire des ensembles ordonnés

E est un ensemble non vide et < une relation définie sur E.

e DEFINITION
< est une relation d’ordre lorsqu’elle est :

* réflexive : Vre E, r <z

* antisymétrique : V(r,y) € E? (z<yety<z)=>x=y9
* transitive : V(z,y,2) € E®, (v S yety<x2) =>r<2

e DEFINITION

Cet ordre est dit total lorsque deux éléments quelconques de E sont comparables par < :
V(z,y) € B, <y ou y=<a .Un ordre non total est dit partiel.
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Dans la suite, (F, <) est un ensemble ordonné, A une partie de E, m et s des éléments de E :

e DEFINITION

m majore A (ou est un majorant de A ) signifie: Ve F,x € A=z < m.
Définition analogue pour minorant .

e DEFINITION

m est le maximum (ou le plus grand élément ) de A signifie : m est dans A et m majore
A. Si un tel élément existe, il est unique.
Définition analogue pour minimum .

e DEFINITION

A admet une borne supérieure s lorsque ’ensemble des majorants de A a un minimum s. Si A
a un maximum, celui-ci est borne supérieure de A. Définition analogue pour borne inférieure

1.1.4 Les ensembles de nombres usuels

e N ensemble des entiers naturels, il est muni de I'addition (commutative, associative et 0 est neutre)
et de la multiplication (commutative, associative, distributive par rapport +, 1 est neutre). De plus
il est totalement ordonné avec la relation <
PROPRIETE

Dans N toute partie non vide a un minimum, elle a un maximum si et seulement
si elle est majorée.

e 7, ensemble des entiers relatifs qui, muni de + et x constitue un anneau commutatif intégre.

PROPRIETE

Dans 7Z une partie non vide a un maximum si et seulement si elle est majorée.

e PROPRIETE

Q, ensemble des nombres rationnels qui, muni de + et x vérifie les propriétés
suivantes :

*

(Q,+, X) est un corps.

*

Ce corps est totalement ordonné : il est muni de la relation <, relation d’ordre
total compatible avec les lois 4 et x : ¥(a,b,¢) € Q*, a < b= a+c<b+c et, si
cz20,a<b=axc<bxc.

* Ce corps est archimédien :V(z,y) € QL xQ, Ine N, nz >y

*

Mais dans Q il existe des parties non vides et majorées n’ayant pas de maxi-
mum, ni méme de borne supérieure.

e PROPRIETE

12
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R ensemble des nombres réels : (R, +, X, <) est un corps totalement ordonné et
archimédien vérifiant de plus :

* Dans R toute partie non vide et majorée admet une borne supérieure.

* Critére de borne supérieure dans R : Soit A une partie non vide de R et s un
réel, s est la borne supérieure de A si et seulement si :

VieR,z € A= <s (s est un majorant de A)
Ve > 0, s — ¢ ne majore pas A (et c’est le plus petit )

c’est a dire :
VieR,z e A= x<s
Ve >0,da. € A, s —e < a.

e PROPRIETE

C ensemble des nombres complexes : (C,+, x) est un corps vérifiant de plus les
propriétés équivalentes suivantes :

* Tout polyndéme de C[X]| non constant est scindé dans C[X]| (d’Alembert-
Gauss).

* Les polynémes irréductibles dans C[X]| sont les polyndémes du premier degré.

* Tout polynéme complexe de degré n > 1 a exactement n racines comptées
avec leur multiplicité.

Mais aucune relation d’ordre définie sur C ne peut a la fois prolonger la relation < connue sur R et
étre compatible avec + et x

13
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1.2 Rappels concernant les suites de réels ou de complexes
K désigne indiffétremment le corps R des réels ou le corps C des complexes.

1.2.1  Suites bornées, suites convergentes
e DEFINITION

(tn),en Suite & valeurs dans K, est bornée lorsque :

dM eRy, YneN, |u,| <M

ou, ce qui est équivalent :

AM' eRy, IpeN, VneN, n>p=|u,| <M

e DEFINITION
(Un) ey, suite & valeurs dans K, est convergente lorsque :
dLeK, VeeR,, INyeN/VneN, n> Ny=|u,—L|<¢

e PROPRIETE
Si un tel L existe, il est unique, noté L = lim(u,,).

e PROPRIETE
Si une suite converge, elle est bornée.

e PROPRIETE

L’ensemble Conv(K) des suites & valeurs dans K qui sont convergentes et ’appli-

Conv(K) — K
(uy,) —  lim(u,

V ((tn) pen s (Un)pen) € Conv(K)?, Va € K

cation lim : < ) > vérifient les propriétés suivantes :

* (Up + avp), oy € Conv(K) et lim(u, + av,) = lim(u,) + alim(v,).

(
* (U X Vp),cny € Conv(K) et lim(u, x v,) = lim(u,) x im(vy,).
(

*

1,),cy Suite constante dont les termes valent 1 est convergente et lim(1,) = 1.

e PROPRIETE

Si (up),cy est bornée et (v,)

»en converge vers 0, alors (u,v,), .y converge vers 0.

e PROPRIETE

Si (un),cy converge vers L alors (|u,l), .y converge vers |L|

e PROPRIETE

(un), ey converge vers 0 si et seulement si (|u,|), . converge vers 0.

¢ PROPRIETE Théoréme de Cesaro

Soit (uy,), .y une suite de nombres réels ou de complexes qui converge vers (. On
n—1

considére la suite (v,), . définie par v, = — g ui. Alors (v,), . converge vers /
n
k=0

Dem.

14
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Remarque . Le théoréme de Cesaro est encore vrai pour une suite (uy),,oy de réels ayant une limite

-1
1 n
infinie : la suite (— E ) posséde également cette limite infinie
n
k=0/ nen+*

1.2.2 Suites extraites

(Un),c €St une suite de complexes.

e DEFINITION

(an),cn € CN est une suite extraite (ou sous-suite) de la suite (uy), .y si et seulement si
il existe une application ¢ de N dans N strictement croissante telle que : Vn € N, a, = ().

Exemple :sip e N, la suite tronquée ()
PROPRIETE

Si (an),cy est une suite extraite de la suite (u, ),y et si (b,),.y st une suite extraite
de la suite (ay,), .y, alors (b,), .y est une suite extraite de la suite (u,,)

neN?

notée aussi (ug),, est extraite de (uy),, -

neN neN’

e PROPRIETE

Si ¢ est une application de N dans N strictement croissante, alors : Vn € N, ¢(n) > n

e PROPRIETE

Si (Uw/)neN est une suite convergente, toutes ses sous-suites sont convergentes vers
lim(w,,).

e PROPRIETE

(Uun),cny €St une suite convergente si et seulement si les sous-suites (uz,), .y et
(U2n+1),en SONt convergentes et ont la méme limite.

Dem.

¢ THEOREME Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Toute suite bornée de nombres réels ou de nombres complexes admet au moins
une sous-suite convergente.

Dem.

15



Lycée Marceau  Chap 1 : Suites, séries et familles sommables de nombres complexes ~ MP 2024/2025

1.2.3 Propriétés spécifiques aux suites de réels

Dans la suite, (un),cr> (Un)pens (Wn),en désignent des suites de réels.

e DEFINITION
Suites bornées

* (Up),cy est majorée lorsque : 3b € R, ¥n €N, wu, <
>

( b.
* (Up),cy est minorée lorsque : Ja € R, Vn e N, u, > a.
* (un),cy est bornée (c’est a dire (|uy|), .y est majorée) si et seulement si elle est a la
fois majorée et minorée.

e DEFINITION

Suites monotones

* un)neN est croissante lorsque : Vn € N, u,, < w41,

* (Uy,),cy est décroissante lorsque : Vn € N, w41 < u,

)
)
)
)

Un ), ey €St stationnaire lorsqu’elle est constante a partir d’un certain rang.

nen €5t monotone lorsquelle est croissante ou décroissante.

< 1 . .
* (Un),cy est monotone au dela d’un certain rang p € N si (uy,),., est monotone.

n

(
(
* (uy,
(
(

*

e DEFINITION

Divergence vers l'infini :

* (Uy),cy diverge vers 400 ssi: VAER, Ny €N /n > Ny = u, >
* (Up),cy diverge vers —oo ssi: VB e R, ANy e N/n > <

16



Lycée Marceau Chap 1 : Suites, séries et familles sommables de nombres complexes ~ MP 2024/2025

¢ THEOREME Théorémes de convergence monotone

* Si (uy),cy croit a partir d’un certain rang p, elle converge ssi elle est majorée
(et sa limite est alors Sup{u,, n > p}; elle diverge vers +oo ssi elle n’est pas
majorée.

* Si (uy,), oy décroit a partir d’un certain rang p, elle converge ssi elle est minorée
(et sa limite est alors Inf{u,, n > p}; elle diverge vers —oo ssi elle n’est pas
minorée.

THEOREME Théoréme de convergence par encadrement (théoréme dit "des gendarmes

m
/

* Si (Un),cy €t (wn),cy convergent vers une méme limite L et si au delda d’un
certain rang on a : u, < v, < w,, alors (z)n)neN converge et sa limite est L.

* Si (uy,)

nen diverge vers +oo et si au dela d’un certain rang on a : u, < v,, alors

(Vn),en diverge vers +oo.

* Si (wy,),cy diverge vers —oo et si au dela d’un certain rang on a : v, < w,, alors
(Un),en diverge vers —oo.

DEFINITION

Suites adjacentes : Les suites (uy),cy €t (Un),cy sont adjacentes lorsque I'une croit, 'autre

décroit et la différence converge vers 0.

THEOREME

Deux suites adjacentes convergent et ont la méme limite.

e Prolongement des inégalités :

PROPRIETE

alors lim(u,) < lim(v,).

Si (un),cy €t (Vn),cy SOnt convergentes et si au deld d’un certain rang on a : u, < v,

e Lien avec les bornes supérieure et inférieure :

PROPRIETE

Si A est une partie non vide de R

* Si A est majorée, il existe une suite de points de A qui converge vers la borne
supérieure de A.

* Si A est minorée, il existe une suite de points de A qui converge vers la borne
inférieure de A.

e Lien avec la densité :
Si A est une partie de R

1.2.4

* DEFINITION

A est dense dans R lorsque tout intervalle ouvert non vide de R intercepte A.

Exemple : Q et R\Q sont denses dans R
* PROPRIETE Caractérisation :

A est dense dans R si et seulement si tout nombre réel est limite d’une suite de
points de A.

Comparaison des suites réelles ou complexes

Dans la suite, (u,),cxn (Un)nens (Wn)nen désignent des suites a valeurs dans K.

17



Lycée Marceau  Chap 1 : Suites, séries et familles sommables de nombres complexes ~ MP 2024/2025

e Relation de domination

* DEFINITION

Si (Vn),ey De présente aucun terme nul au deld d'un certain rang p, (), oy est dominée par

Up, noté u, = O(v,) ) signifie : [ — est bornée.
( )nEN ( g v
nzp

n

* On étend cette définition lorsque 1'on ne sait rien de la nullité des termes v, au dela d’un
certain rang par :

u, = O(vy,) si et seulement si Ip € R}, INg € N /n > Ny =| u, [< po | vp |-
* La relation O est transitive et u, = O(v,) <| u, |= O(| v, |)

e DEFINITION Relation de prépondérance

. , < .
* Si (Un),ey De présente aucun terme nul au dela dun certain rang p, (up),cy

est négligeable devant (v,), .y (noté u, < v, ou u, = o(v,)) signifie : { —
n/ nzp
converge vers 0.
* On étend cette définition lorsque I'on ne sait rien de la nullité des termes v, au dela
d’un certain rang par : u, = o(v,) si et seulement si 3(e,),en suite convergente vers 0,
ANy €N /n > Ny = u, =¢e,.0,

* La relation o est transitive et u,, = o(v,) <| u, |= o] v, |)

e Relations entre O et o

* Up = 0(vy) = Uy = O(vy)

* u, = o(v,) et v, = O(w,) = u, = o(w,)

* u, = O0(vy,) et v, = o(wy,) = u, = o(wy,)
¢ Relation d’équivalence

* DEFINITION

Si (Un),en D€ présente aucun terme nul au dela d'un certain rang p, (un), .y est équivalente

N

.. Uu
a (Un),en (nOtE u, ~ v,) signifie : (—") converge vers 1.
"/ nzp

*

On étend cette définition lorsque l'on ne sait rien de la nullité des termes v, au dela d’un
certain rang par :
Up, ~ Uy, ssi J(ay, )nen suite convergente vers 1, ANy € N /n > Ny = u,, = a,,.0,

* Uy ~ Uy & (U — V) = 0(Vy) € up = vy, + 0(vy,) (cf les développements limités)

*

La relation ~ est une relation d’équivalence.

* U'nNUn:>|un|N|vn|

e Comparaison avec les suites constantes non nulles : L est un scalaire non nul. On note L
la suite constante dont tous les termes valent L.

* u, = O(L) & (uy) est bornée < u,, = O(1)
* u, =o(L) & (uy,) converge vers 0 < u, = o(1)
* u, ~ L < (u,) converge vers L

o Propriétés conservées par équivalence. Si (uy,), .y ¢t (v5),cy sont des suites réelles ou com-

plexes :
PROPRIETE

18



Lycée Marceau  Chap 1 : Suites, séries et familles sommables de nombres complexes ~ MP 2024/2025

* Si (uy), oy converge, alors (v,), . converge et lim(u,) = lim(v,).
* Si (u,

* Si (Un),cy €t (Vn),cy sont des suites réelles et s’il existe un rang p au dela
duquel on a u, > 0, alors il existe un rang ¢ au dela duquel on a v, > 0

2y diverge vers 400 (ou —o0), alors (v,), .y diverge vers +o00 (ou —00).

e Compatibilités de la relation ~

*

%

La relation ~ est compatible avec le produit : w, ~ v, ¢t a, ~ b, = upa, ~ v,b,.

La relation ~ est compatible avec le passage a l'inverse : si pour tout n, a, # 0 et b, # 0,

1 1
anp ~b, => — ~ —.
a'n n
La relation ~ est donc compatible avece le quotient : si pour tout n, a, # 0 et b, # 0, u, ~ v,

et a, ~b,=> — ~ —.

La relation ~ est compatible avec les puissances des suites a valeurs réelles strictement posi-
tives :

SipeR,sivVnu, >0etv, >0, u, ~v, = u ~vl.

La relation ~ n’est pas compatible avec la somme (ne pas ajouter des équivalents!)
Attention aux exponentielles : (" ~ e"") < (u, — v, — 0), ce qui n’a aucun lien logique avec
Up ~ V.

e Comparaisons de base :

*

PROPRIETE
Suites divergentes vers +oo : si (a,3,7) € Rf :1In(n)* < nf <™ <« nl <« n”
PROPRIETE
Suites convergentes vers 0 : si (o, 3,7) € ]Rf : nln < ;' <e ™ <«n P <«lIn(n)™
PROPRIETE Equivalent de Stirling

n! ~ Z:\/ﬂ

1.2.5 Suites particuliéres

e Suites récurrentes associées & une fonction

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et a valeurs dans I (on dit alors que ’intervalle
I est stable par f). Une suite (u,) est récurrente associée a f lorsqu’ elle est définie par ug € 1
et Vn € N, w1 = f(uy).

* Si (up) converge vers L € I, et si f est continue au point L, alors f(L) = L. Il sera donc

intéressant de déterminer les annulations de la fonction g : © — f(x) — x. Le signe de cette
fonction permettra d’avoir des informations sur les variations de (u,,)...

* (u,) est arithmétique de raison r € R lorsque Vn € N, u,1 = u, + r (la fonction f est ici

©— x+7). On aalors Vn € N u, = ug+nr; ug+uy + ... +up = (n+ 1) (uo—;—un)'En

1
particulier : 1 +2+4+ .. +n = @
* (u,) est géométrique de raison ¢ € R lorsque Vn € N, u,1 = qu, (la fonction f est ici
1— n+1
x — qz). On a alors u,, = ug X ¢", et si q # 1, u0+u1+..—|—un:u01—q.
- - q
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* (u,) est arithmético-géométrique lorsqu'’il existe r # 0 et ¢ # 1 tels que Vn € N, u,yq =
qun+7. [ esticila fonction x — gqr+r, elle admet un unique point fixe L et la suite v,, = u,, — L
est géométrique de raison q.

e Suites linéairement récurrentes a deux termes
Il s’agit des suites de K" données par leurs deux premiers termes (ug,u;) € K2 et la relation
de récurrence Vn € N, u,10 = au,y1 + bu, olt a et b sont deux constantes dans K. L’équation
caractéristique associée a la relation de récurrence u,, 1o = au,+1+bu, est 'équation (£) : z? = az+b.

PROPRIETE

a deux racines distinctes r; et r, dans K, alors :

cK?/VneN:u, =a(r)"+ B(r)"

* Si (F) a une racine double r, alors :
Ia,B) € K*/Vn € N:u, =ar™ + B(nr").

* Si K = R et si (F) a deux racines distinctes 7, et r, dans C\R, elles sont
conjuguées : r; = pe'? et ro = pe ¥, et on a alors :
(o, B) € R* /¥n € N : u, = p"(acos(ng) + Bsin(nyp))

* Si (F)

(e, B)
)
)
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1.3  Séries de réels ou de complexes : rappels.

K désigne indifféremment le corps R des réels ou le corps C des complexes.

1.3.1 Définitions et propriétés

1.3.1.1 Terme général, somme partielle, convergence

e DEFINITION

Etant donnée une suite (un)nGN de nombres réel ou complexes, la série de terme général u,,

n
, notée Zun, est la suite (5y,),cy OU, pour tout entier n, S, = ug +uy + ... +u, = Zuk
k=0

(somme partielle de rang n).

e DEFINITION

La série Zun est dite convergente lorsque la suite (S5,), .y de ses sommes partielles est
o0

convergente. Le scalaire S, limite de (5),),,cy, est noté S = Zup et nommé somme de la

p=0
série.

o Si Zun est convergente on définit la suite (R")neN des restes partiels par : Vn € N, R, =

o)

oo n
S—-5,= Zuk — Z Up = Z ug. (R,) est convergente et a pour limite 0.
k=0 k=0 k=n-+1

e Pour qu’une série E u,, converge, il est nécessaire mais non suffisant que la suite (un)nEN converge

vers 0. Lorsque (u,),, o e converge pas vers 0, on dit que la série E u, est grossiément divergente

1.3.1.2 Exemples

e Séries géométriques

* Soit z € C, la série géométrique de raison z est la série de terme général u,, = z" (avec la
convention uy = 1 méme si z = 0).

n n
* Sizzl,sz:n-l—l,etsiz%l,z,zk:
k=0 k=0

* PROPRIETE

1— Zn+1

1—1=2

00
< 1, sa somme vaut alors E Zk
k=0

1

1=z

g Z" est convergente si et seulement si

z

et le reste partiel de rang n est R, = Z 2k =
k=n+1

* Plus généralement si (v,), oy est une suite géométrique de premier terme vy # 0 et de raison
Yo
1-=2

[ee]
z, E v, converge si et seulement si |z| < 1, et dans ce cas, E v =
k=0
e Séries télescopiques :
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* DEFINITION

La série Z uy, est dite télescopique lorsque : 3 (z,,), .y € K/ Vn €N, w, = iy — @y

* PROPRIETE

La série télescopique g (p+1 — T,) converge si et seulement si la suite (z,)

oo

converge. On a dans ces conditions, E (Tpi1 — ) = (lim z,) — 0.

n—00
n=>0

neN

1.3.1.3 Linéarité

e PROPRIETE
V (Un) ey € KN v (Vn)pen € KN, Vo € K, si Z U, et Z v, convergent, alors Z(un+avn)

“+oo —+o00 —+o00
converge et E (un + avy,) = E Uy + E Uy,
n=0 n=0 n=0

e PROPRIETE
Si Zun converge et Z’Un diverge, alors Z(un +v,) diverge.

+oo —+o00 +oo
e Attention avant d’écrire E (Up + vp) = E Up + E v, s’assurer que les séries g U, et E Uy,
n=0 n=0

n=0

sont bien toutes les deux convergentes (ce qui entraine la convergence de Z(un + vy,)). En effet il

se peut que Z Uy €t Z v, divergent tandis que Z(un + v,,) converge.

1.3.2 Séries de nombres réels positifs

1.3.2.1 Critére de convergence

e PROPRIETE

Soit (u,), .y une suite de réels positifs, la série g u, est convergente si et seulement
si la suite (5,) de ses sommes partielles est majorée.

—+o00
Dans ces conditions, E Uy = SUpP Sy,
n—0 neN

e Le résultat concernant la convergence est valable si les termes u, ne sont positifs qu’au dela d’un
certain rang n,.

e L’¢tude de Z(—un) permettra de se ramener dans ce contexte lorsque les termes u,, sont négatifs
au dela d’un certain rang.

1.3.2.2  Utilisation des relations de comparaison

Dans tout ce paragraphe, (u,), .y €t (vp),cy sont deux suites de réels positifs
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e Comparaison directe (par <) :
PROPRIETE

Si au dela d’un rang nyg, on a 0 < u,, < v, :

* La convergence de la série Zvn implique celle de la série Zun De plus,

oo 0
lorsque les deux séries convergent, on a E Uy < g Upye
n=no n=no

* la divergence de Zun, implique celle de ZU’”'

e Comparaison asymptotique par équivalence (par ~).
PROPRIETE

* Si u,, ~ v,, alors les séries g U, et E v, ont la méme nature (i.e. toutes deux
convergentes ou toutes deux divergentes).

* Ce résultat demeure valable si les termes u,, et v,, ne sont positifs qu’au dela
d’un certain rang, et donc aussi lorsque u, et v, sont négatifs au dela d’un
certain rang.

* L’équivalence u, ~ v, entraine qu’au dela d’un certain rang, u, et v, ont le
méme signe. Il suffira donc, pour utiliser la comparaison u,, ~ v, que I’'une des
deux suites (u,) ou (v,) ait des termes gardant un signe constant au dela d’un
certain rang.

e Comparaison avec une intégrale :
PROPRIETE

f est ici une fonction continue par morceaux et monotone sur R

n

n+1 n
* Si f est décroissante : Vn € N, / f(t)dt < Zf(k) < fO)+ [ f(t)de
0 k=0

0

* Si f est croissante : Vn € N, f(0) + /” f(t)dt < if(k:) < /n+1 f(t)dt
0 Pt 0
1

* Séries de Riemann : la série E — est convergente si et seulement si o > 1.
n

1.3.3 Séries de nombres réels ou complexes

Dans tout ce paragraphe, (u,),, .y €st une suite de nombre complexes (et donc éventuellement de nombres
réels!).

1.3.3.1 Absolue convergence

e DEFINITION

La série E u, est dite absolument convergente lorsque la série E |tun] (qui est & termes

réels positifs) est une série convergente.
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e PROPRIETE

Si la série Zun est absolument convergente, alors elle est convergente et :

“+oo “+o00
D tn| <D lual
n=0 n=0

1.3.3.2 Comparaisons asymptotiques

PROPRIETE
(Un),en €St une suite de réels positifs.

e Siu, = O(v,) (ce qui équivaut a |u,| = O(v,)), la convergence de Z v, implique
la convergence absolue de Zun
e Si u, = o(v,) (ce qui équivaut a |u,| = o(v,)), la convergence de Zvn implique

la convergence absolue de E Up-
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1.4  Séries de réels ou de complexes : compléments.

K désigne indifféremment le corps R des réels ou le corps C des complexes.

n
Dans ce paragraphe, si E u, est une série, on notera S, (u) = E ug, ses sommes partielles, et, si elle
k=0

o0
converge, R,(u) = Z uy, ses restes partiels.
k=n-+1
1.4.1 Comparaisons asymptotiques de séries a termes positifs
1.4.1.1 Comparaisons par domination ou prépondérance

¢ PROPRIETE Reégle de d’Alembert

(u”)”eN est ici supposée a termes strictement positifs.

. . Up+1
* Si la suite <n

) converge vers un réel L < 1, alors la série g u, est
Up, .
neN

convergente.

Up+1

* Si la suite ( ) converge vers un réel L > 1 ou diverge vers +o00, alors la
neN

u n

série E u, est grossiérement divergente.

Up+1

x Si la suite <

) converge vers 1, on ne peut rien conclure (sauf si la
Un
neN

convergence est vers 17).

e PROPRIETE Régle de Riemann

* S’il existe o > 1 / (n®u,), .y converge, alors E u, est convergente.

* S’il existe a < 1 / (n"uy),y converge vers un réel non nul, ou diverge vers

+o00, alors Zu” est divergente.

e PROPRIETE - DEFINITION Exponentielle d’un complexe

+oo
,Z’ﬂ v?”L
Soit z € C, la série E -~ est absolument convergente. Par définition, ¢* = g -
n! n!

n=0

e Comparaison des sommes partielles et restes partiels

(® Cas de séries a termes positifs
PROPRIETE

Si (un),cn €t (Vn),cy Sont deux suites de réels positifs vérifiant u, = O(v,) (respec-
tivement wu,, = o(v,,))

* Si Zvn converge, alors Zun converge et R,(u) = O(R,(v)) (respectivement
Rn(u) = o(Ry(v)))

* Si Zu,,, diverge, alors ZU” diverge et S,(u) = O(S,(v)) (respectivement
Sn(u) = o(Sn(v)))
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Dem.

(® Cas ou une série est a termes complexes et l'autre a termes réels positifs

P

ROPRIETE

w

Si (wy,),cy est une suite de complexes et (v,),.y une suite de réels positifs vérifiant
n = 0(v,) (respectivement w, = o(v,))

* Si Zvn converge, alors an converge absolument et R, (w) = O(R,(v)) (res-
pectivement R, (w) = o(R,(v)))

* Si Z\wn| diverge, alors Zvn diverge et S,(w) = O(S,(v)) (respectivement
Sn(w) = 0(Sn(v)))

* Mais attention! on peut avoir ici convergence (non absolue) de E w, et di-

vergence de E Ups

1.4.1.2 Comparaison par équivalence

e PROPRIETE

SivneN, u, >0et v, >0, et siu, ~v,, on sait que Zun et Zvn ont méme
nature.

* Si ZU” et Zun convergent, alors R, (u) ~ R, (v)
* Si Zun et ZU” divergent, alors S, (u) ~ S, (v).

Remarque . Ce résultat permet de retrouver le théoréme de Cesaro dans le cas d’une suite (u,),, oy

de réels

positifs convergeant vers ¢ > 0

1.4.2 Comparaison avec une intégrale

Soit f une fonction définie sur R, continue par morceaux et positive. Pour n > 0, on pose

wi= [ s~ fo)

e PROPRIETE

Si f

est décroissante, la série g w, est convergente.

Dem.

e PROPRIETE

Si f

(/ f(t)dt) est convergente.
0 neN

est décroissante, la série E f(n) est convergente si et seulement si la suite
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Dem.

1.4.3 Séries alternées de nombres réels
1.4.3.1 Reégle de Leibniz

e DEFINITION

Une série Z u,, de réels est dite alternée lorsque le signe de (—1)"u,, est constant.

e PROPRIETE Reégle de Leibniz (ou critére spécial des séries alternées)

Si E u, est une "bonne série alternée", c’est a dire une série alternée ou (|u,|)

est une suite décroissante et convergente vers 0, alors E u, est convergente.

Dem.

e Ce résultat demeure valable si 'alternance ou la décroissance n’a lieu qu’a partir d’un certain rang.

e Exemple : Séries de Riemann alternées :

_1 n . )
Z ( a) est convergente si et seulement si o > 0.
n>0
Dem.

1.4.3.2 Utilisation de développements limités
e Pour des séries alternées qui ne sont pas absolument convergentes, on ne peut pas utiliser une
comparaison par équivalents (car le signe des termes n’est pas constant), on peut en revanche

effectuer un développement limité visant a faire apparaitre un terme qui est de signe constant ou
qui est le terme général d’une série absolument convergente.

1.4.3.3 Propriétés des sommes et restes de bonnes séries alternées

On suppose ici que (v,) est une suite de réels qui décroit et converge vers 0 . On s’intéresse a la

série de terme général u,, = (—1)"v,. La régle de Leibniz assure la convergence de E U,

e PROPRIETE

Pour tout n, R,(u) a le signe de u, 1 et |R,(u)] < |upi1]

Dem.

e PROPRIETE
Pour tout n, S,(u) a le signe de u, (ici positif) et

Sp(u)] < |ug|. Par prolongement

—+o00 —+o00
d’inégalité on a : E u, a le signe de uq et E | < |ugl.
n=0 n=0

Dem.

27



Lycée Marceau  Chap 1 : Suites, séries et familles sommables de nombres complexes ~ MP 2024/2025

1.5 Familles sommables

1.5.1 Familles sommables de nombres réels positifs

I est un ensemble non vide quelconque, (z;),., une famille de réels positifs.

On rappelle que I'on peut prolonger les opérations + et x de R™ sur R™ U {+o00}, notée [0, +o0], en
posant :

Y(z,y) € [0, +00]% z + y = +00 si au moins I'un des deux est infini

Y(z,y) € [0, +00]%, 2 x y = 0 si au moins 1'un des deux est nul, et x x y = +00 si I'un des deux est +oo
et I'autre est non nul.

Remarque : avec cette convention, on a sur [0, +o0c]?, 0 x (4+-00) = 0.

On admet que les lois + et x ainsi prolongées conservent les propriétés usuelles : commutativité, asso-
ciativité, distributivité.

On prolonge également la relation d’ordre < en posant que si y = 400 et z € [0, +00], on a = < y.
Ainsi, avec cette nouvelle relation d’ordre, on a pour A partie non vide de [0,400], sup(A) = +o0o si
+00 € A ou si A est une partie non bornée de R™.

1.5.1.1 Définitions
e DEFINITION

Soit 1 un ensemble non vide. Soit (;),., une famille de réels positifs. On définit la somme de

la famille (z;),., comme étant la borne supérieure de {Z x;| F' partie finie de }
i€k
On note Z x; cette borne supérieure

i€l

¢ PROPRIETE Invariance par permutation

Soit ¢ une permutation de I et (z;),., une famille de réels positifs.

Alors Z T = Z To (i)

el icl

Dem.
e DEFINITION

La famille (zy),.,; est dite sommable lorsque £ = {ij, F partie finie de } est un en-
JEF
semble majoré, c’est a dire lorsque :

IMEeR, |VF, (FCI et F fini)=» z<M
kel

Remarque Cela revient a Z T; < 400
iel
e DEFINITION

Lorsque la famille (z;);c; est sommable, la somme de la famille est, par définition, la borne

supérieure de E que I'on notera E x; l.e. E xr; = sup E T
iel iel F o i€F

e Sila famille (xy)ges n’est pas sommable, on a Z T = 400
kel
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o Exemple :si ] = N et si (2,),.y cst une suite de réels positifs, la famille () (qui est

neN
ici une suite) est sommable si et seulement si la série E x, est convergente. On a dans ce cas

o0
D wn=D
=0

keN n=

1.5.1.2 Propriétés

I est un ensemble non vide, (z;),c; et (y;);c; deux familles de réels positifs.

¢ PROPRIETE Opérations algébriques

Soit (2;),.; et (yi),c; deux familles de réels positifs et soit A et y deux réels positifs.

Alors Z (Az; + pyi) = A Z T+ Z Yi

el 1€1 icl

Dem.
e PROPRIETE

Soit (7;),.; et (vi),c; deux familles de réels positifs. Si Vi € I, z; < y;, si la famille

(¥i);c; est sommable, alors la famille (z;),., est sommable et le < Zyi.
iel i€l

Dem.

e PROPRIETE

Si J est une partie non vide de [ et si (7;),., est sommable, alors (z;),., est sommable

icJ il

¢ PROPRIETE Théoréme de sommation par paquets (admis)

Soit I et J deux ensembles non vides. Soit (/;), ., une partition de I (les 1, sont non
vides et disjoints deux a deux et leur réunion vaut I). Soit (‘Ti)iel une famille de réels pOSltlfS

Alors Zr, = Z Z%

el JjeJ \i€l;

Remarque . On en déduit alors un critére de sommabilité : Si (I,,), .y forme une partition de I et
(7;);c; est une famille de réels positifs, alors : la famille est sommable si et seulement si toutes les

sous-familles (:cz)ZE 7, sont sommables et la série E v, est convergente, en notant v, = E T
i€l,

¢ THEOREME Théoréme de Fubini positif

Soit /; et I, deux ensembles non vides et soit [ = [; X I,. Soit la famille (mi,j)(

de réels positifs. Alors Z Tij; = Z (Z a:”> = Z <Z m¢,j>

(i,§)el i€l \j€l jel, \icl

1,j)EI1 X 12

Dem.
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1.5.2 Familles sommables de nombres complexes

I est un ensemble non vide, (zx)re; une famille de complexes.

1.5.2.1 Définitions

e DEFINITION
La famille (2 )rer est dite sommable lorsque la famille de réels positifs (|z;]),.; est sommable

ie. si Z |21 < +o0.
kel

o Exemple : lorsque / = N : une suite (2;), .y de nombres complexes est sommable si et seulement
si la série Z 2z, est absolument convergente.

e Rappel :si y est un nombre réel, on pose y* = y si y est positif et y© = 0 sinon, y~ = —y si y est
négatif et 4y~ = 0 sinon. On a alors, pour tout réel y : y =y~ —y et [yl =y" +y~.

e PROPRIETE - DEFINITION

Une famille (2;),., de réels est sommable si et seulement si les deux familles de
réels positifs (le)k-a et (z};)kel sont sommables.

On définit alors la somme de la famille (2;),., par : Z 2 = Z = Zz;.
kel kel kel

Dem.

e PROPRIETE - DEFINITION

Une famille (z;),., de complexes est sommable si et seulement si les deux familles
de réels (Re (z)),c; et (Im(2;)),; sont sommables.

On définit alors la somme de la famille (z;),., par: Z 2 = ZRe(zk,) +1 Zlm(zk)
kel kel kel

Dem.

e Lorsque I = N, si la suite (2;),oy de nombres complexes est sommable (i.e. si la série de terme
oo

général (2,),cy est absolument convergente) on a E 2, = E 2.
keN n=0

1.5.2.2 Propriétés

e PROPRIETE

Soit (zj),c,; une famille de nombres complexes et (v;),.,; une famille sommable de
réels positifs telles que V& € I, |z < v. Alors (2;),., est sommable

e PROPRIETE

Si la famille (z;),., est sommable et si ¢ € R’. Alors il existe une partie finie F' de

sz—ZZk’ <e

kel keF

I telle que

Dem.
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e PROPRIETE Linéarité
si (2)pe; €t (wy),.,; sont deux familles sommables de nombres complexes et si

; est sommable et Z(zk + aqwy) =
kel

« est un complexe, alors la famille (z; + awy)

(o) v (5m)

¢ PROPRIETE Invariance par permutation

ke

si (2x),c; est une famille sommable de nombres complexes, pour toute permutation

o de I, la famille (Z"(k))kel est sommable et sz = Zzg(k).
kel kel

¢ PROPRIETE Théoréme de sommation par paquets (admis)

Soit I et J deux ensembles non vides. Soit ([;); ; une partition de I. (z),., est
une famille sommable de nombres complexes.

* Pour tout j € J, la famille (z,),,, est sommable,

* La famille g 2k est sommable
kGIj jGJ
DIEEDI DI
kel JjeJ \kel,;

¢ THEOREME Théoréme de Fubini

Soit [; et I; deux ensembles non vides et soit [ = [; X [,. Soit (xi7j)(i7j)€[m12 une
famille sommable de complexes. Alors Z T = Z (Z lu) — Z (Z x”>
(l’J)EI 1€y VISP jely i€ly

e PROPRIETE

Soit et J deux ensembles non vides. Soit (a;),.; et (b)), ; deux familles sommables

de complexes. Alors (a;b;); jcr.; €st sommable et Z a;b; = (Z a,l') X (Z bj>

(i,5)eIxJ el jeJ

1.5.3 Produit de Cauchy
1.5.3.1 Définition

e DEFINITION

Si (Un)nen et (%) nen sont deux suites de nombres complexes,

le produit de Cauchy de ces deux suites est la suite (w,), . Ol :
n

vneN, w,= Zypzn_p = Z YpZq-

p=0 p+g=n

ne

¢ Remarque : si les suites (yy),cy €t (21),cy SONt presque nulles, et si on considére les polynémes

P = f:ynX" et Q) = f:an", alors P x ) = iwnX”.

n=0 n=0 n=0
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an Y2
e Exemple : Sia et b sont deux complexes et si (y),cn = (—'> et (2n)peny = (—') alors le
n. neN n. neN

b n
produit de Cauchy est (wy), oy = ((a +' ) ) .
n: neN

1.5.3.2 Théoréme

e THEOREME

Si E Y, et E z, sont deux séries absolument convergentes de nombres complexes,

alors la série "produit de Cauchy" : Z w, (avec w, défini ci-dessus) est absolument

convergente et, iwn = (i yn> X (i zn) .

n=0 n=0 n=0

Dem.

e Application :
PROPRIETE Exponentielle

b

ath — oo 5 @b,

Si a et b sont deux complexes, ¢

Dem.
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1.6 Développements limités usuels

DEVELOPPEMENTS LIMITES EN 0
Développements a connaitre

. e’ = % +o(z")  (ou +O(z"*h)).
k=0
2k

. ch(z) = Z o7 +o(z®)  (ou +o(z*"*h) ou +O(z*"2)).

k=0~

g 2n+1 2042 2043

. sh(z) = Z (T +o(z”*t)  (ou +o(z”?) ou +O(z*"*?)).

k=0 '

o) =3 oG (on ko) on +0( )
=2 e T u Fo(2*"7) ou +0(2*"7)).

— (=1)Fa 2n 2n+1 2n+2
. cos(z) = Z ———— +o(z™) (ou—+o(x*) ou +0(z"")).

— (2k)!
1 - k n n+1
° 1 = ¥ 4 o(z") (ou +O(x")).
B
n s
) — 1n(1 — [L‘) = + O<xn+1) (Ou +O(I‘n+2>)
k+1
k=0
n o 1\k..k+1
. In(1+2x) = % +o(z")  (ou +O(2"2)).
— k+1
n (_1)kx2k+1 ‘
o arctan(x) = 0T bo@® ) (ou +o(x?F2) ou +0(x¥R)).
— 2k +1
° Pour a € R
(1+2)* = aola = )(-Na—k+1) +o(z™)  (ou +0(z™™1)).

k!

k=0

Développements a savoir retrouver (ordre 4 ou 6... voire 8)

1 1 2

. tan(r) =z + —2° + o(z?) =+ =2 + —2° + o(2%)
3 3 15
]. 2 =4

17
= e b T 8
e T YT + o(z°)

1 2
. th(z) =2 — 51953 + oéx4) - =x— gx?’ + Ex5 + o(z?)
_ .t 3,4 5 10 7 8
== 3% -|—15x T + o(x%)
1 1 3
o arcsin(zr) = = + 6:53 + o(z*) =z+ éxg + 4—0335 + o(z%)

1 3 )
=x+ 6x3 + 4—0335 + mﬂ + o(2%)
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