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DEVOIR EN TEMPS LIBRE N° 02

Sujet Niveau CCP/E3A

Veillez & soigner la copie tant pour 1’écriture, la propreté que pour la rédaction, la rigueur et I’argumentation.
Vous numéroterez vos copies et ferez apparaitre clairement sur la premiére page le nombre de copies.

PROBLEME : Régle de Cauchy et régle de Raabe-Duhamel

L’objectif de ce probléme est d’établir de nouvelles régles permettant de décider de la convergence de séries a
termes réels positifs, de comparer leurs performances et de prendre conscience de leurs limites.

Partie I
La régle de Cauchy

Dans cette partie, (up), oy est une suite de réels strictements positifs, et on suppose que la suite (\"/un)neN* a
une limite L, réelle ou infinie.

1.

Le cas de convergence : L < 1.
On suppose dans cette question que L € [0, 1].

1.a) On fixe un réel ¢ dans lintervalle |L,1[. Montrer l'existence d’un rang no au dela duquel on a :
0<u, <q"
1.b) En déduire la convergence de la série Z Up.-

. Le cas de divergence : L > 1.

On suppose dans cette question que L €]1,4+o00[ ou L = +oc.

2.a) On suppose L €]1,+oo[. Montrer 'existence d'un rang ng au deld duquel on a : u, > 1. Quelle est
alors la nature de la série Z U, .

2.b) Montrer que 'on aboutit a la méme conclusion lorsque 'on suppose L = 400

. Le cas litigieux : L = 1.

1
« étant un paramétre réel, on pose, pour tout entier naturel n non nul, u, = —
n

3.a) Déterminer la limite de la suite ({/un),cy--
3.b) Quelle est la nature de la série Zun ?7 Que peut-on dire de la régle de Cauchy dans ce cas?

. Exemple

2

. n o \"
Pour tout entier n, on pose u, = .
n+1

4.a) En utilisant la régle de Cauchy, déterminer la nature de la série Z Upy.

4.b) Retrouver la nature de cette série par une autre méthode.

. Un exemple ot la régle de Cauchy est plus performante que la régle de d’Alembert.

(=" —1)"1
n ex n(n U
Pour tout entier n, on pose u,, = — &P ((=1)" In( )) D’autre part, on pose, pour n > 0, v, = ntl

on on Up,
et wy, = Yuy.

5.a) Montrer que la série Zun n’est pas grossiément divergente.

5.b) Montrer que la suite (vy),cn- est divergente. Quelle conclusion la régle de d’Alembert fournit-elle
quant a I’étude de Zun ?

5.c) Montrer que la suite (wy, ), cy- €st convergente et donner sa limite. Quelle conclusion la régle de Cauchy
fournit-elle quant a ’étude de Z Uy !
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6. Preuve du fait que la régle de d’Alembert n’est jamais plus performante que la régle de Cauchy.

On revient au cas général d'une suite (uy),, oy de réels strictement positifs. On pose, pour n > 0, v, =

Unp41

Unp,

et wy, = Yuy.

On pourra utiliser librement le théoréme de Césaro.

6.a)

6.b)
6.c)
6.d)
6.e)

Soit (zn),cy une suite de réels. Montrer que si la suite (2, — 2p—1),cy- converge vers une limite L,

. Zn
alors la suite | — converge vers L.
n / neN*

Montrer que si (vp), oy« converge vers L > 0, alors la suite (wy,), oy« converge vers L.

Montrer que si (v,),cn+ converge vers 0, alors la suite (wy),, oy converge vers 0.

Montrer que si (vy,),cn- diverge vers 400, alors la suite (wy),,cn- diverge vers +oc.

En déduire que chaque fois que la régle de d’Alembert permettra de déterminer la nature de la série

Z Uy, la régle de Cauchy permettra également d’aboutir & la méme conclusion

Partie 11

Quelques autres améliorations de la régle de d’Alembert

1. La comparaison logarithmique.
Soient (un),cn €t (Vn) ey deux suites de réels strictement positifs et on suppose qu’il existe un rang ng au

dela duquel, on a : <

l.a)
1.b)

1.c)

1.d)

l.e)

Un+1 < Un+1

Up, Un
Montrer 'existence d’un réel positif A, tel que, pour tout n > ng, on ait : 0 < u, < Avy,.
En déduire que la convergence de la série Z v, entraine celle de la série Z Uy, Quel résultat obtient-on
en contraposant cette affirmation ?
Montrer que si la régle de d’Alembert permet de conclure & la convergence de la série Zun, alors
on peut choisir une suite (vy),cy géométrique, pour laquelle la régle de comparaison logarithmique
aboutira & la méme conclusion.
Montrer que si la régle de d’Alembert permet de conclure a la divergence de la série Zvn, alors
on peut choisir une suite (u,), .y géométrique, pour laquelle la régle de comparaison logarithmique
aboutira & la méme conclusion.
Un exemple oé la régle de comparaison logarithmique est plus performante que la régle de d’Alembert :

1 = 1
pourn>0,onpose:un:—etvn:vn!HSin — .
vn Vi
k=1

U v
Effectuer les développements limités a 1’ordre 1 selon les puissances de — de ntl op ot
n Up Up,

la nature de la série Z vn 7 La régle de d’Alembert aurait-elle permis d’aboutir a cette conclusion ?

. Quelle est

2. La régle de Raabe-Duhamel.
Soit (un),cy une suite de réels strictement positifs. On suppose I'existence d'un réel p pour lequel on a le

1
développement limité : Unil 4 K +o <>
n

2.a)

2.b)

2.c)

2.d)

Up, n

Montrer que, si p < 0, alors la série g Uy, est grossiérement divergente.

2 . , Unp+1 VUn4+1
. Déterminer le réel ~ tel que : ——+ — L —

n Un

1
[ étant un paramétre réel, on pose pour n > 0, v, = 3
n

1
74—0().
n n

On suppose que p € [0, 1[. Montrer que 1’on peut choisir 8 de sorte que Z vy, diverge et que, au dela
u v
d’un certain rang, on ait : ntl > ntl Quelle est alors la nature de la série Zun ?

n Un

On suppose que p €]1, +oo[. Montrer que Zun converge.



