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2.1 Structure de groupe

2.1.1 Groupes, sous-groupes

2.1.1.1 Définitions et caractérisations

• DEFINITION

Un groupe est un couple (E,⊙) formé d’un ensemble E non non videet d’une loi de compo-
sition interne ⊙ sur E vérifiant les axiomes suivants :

* La loi ⊙ est associative : ∀(a, b, c) ∈ E3, a⊙ (b⊙ c) = (a⊙ b)⊙ c .

* Un élément de E est neutre pour ⊙ : ∃e ∈ E, ∀x ∈ E, e⊙ x = x⊙ e = x

* Dans E tout élément est inversible : ∀a ∈ E, ∃b ∈ E, a⊙ b = b⊙ a = e.
b est alors unique et sera noté a−1 (ou −a si la ldci est +).

• DEFINITION

Si (E,⊙) est un groupe, un sous-ensemble F de E est un sous-groupe de E si et seulement
si : F est non vide, stable par ⊙ et (F,⊙) est un groupe.

• THEOREME Caractérisations des sous-groupes

F est un sous-groupe du groupe (E,⊙) si et seulement si : F est non vide, inclus
dans E, stable par ⊙ et les inverses des éléments de F sont dans F .
On a également les caractérisations suivantes :

1) F est non vide, inclus dans E, stable par ⊙ et les inverses des éléments de F
sont dans F .

2) F ⊂ E, F 6= ∅, et ∀(a, b) ∈ F 2, a⊙ b ∈ F et ∀a ∈ F , a−1 ∈ F .

3) F ⊂ E, F 6= ∅ et ∀(a, b) ∈ F 2, a⊙ b−1 ∈ F

Dem. La démonstration a été vue en MPSI mais on peut la rappeler :
Le principe consiste à établir 1) =⇒ F sous-groupe de (E,⊙) =⇒ 2) =⇒ 3) =⇒ 1)

✔ 1) =⇒ F sous-groupe de (E,⊙) On a déjà F partie de E, non vide et stable par ⊙. Reste à établir que (F,⊙) est un groupe.
On a bien que ⊙ est une loi de composition interne dans F car F est stable par ⊙.
La loi ⊙ étant associative dans E, elle l’est encore dans F qui est inclus dans E.
On note e l’élément neutre de (E,⊙). Montrons que e ∈ F et donc qu’il y a bien un élément de F (ici e ) vérifiant : ∀x ∈ F, e⊙x =
x⊙ e = x.
Puisque F est non vide, on prend f un de ses éléments. Comme F est stable par passage à l’inverse, on a f−1 ∈ F . Mais alors f et
f−1 sont dans F et F est stable par composition, donc f ⊙ f−1 ∈ F i.e. e ∈ F : F possède donc un élément neutre pour la loi ⊙.
Enfin tout élément de F est symétrisable dans F car il est symétrisable dans E et l’inverse est dans F .
Ainsi (F,⊙) est donc un groupe avec F partie de E et donc F est un sous-groupe de (E,⊙)

✔ F sous-groupe de (E,⊙) =⇒ 2)Si F est un sous groupe de (E,⊙) on a déjà F inclus dans E, non vide et stable par ⊙. De plus

comme F sous-groupe de (E,⊙), F contient l’élément neutre e de (E,⊙). Enfin si f ∈ F et si on note f ′ son inverse dans F et
f−1 son inverse dans F . On a f ⊙ f ′ = e et f ⊙ f−1 = e. Donc par régularité de f dans le groupe (E,⊙), on a f ′ = f−1 et donc
f−1 ∈ F . ainsi on a bien 2).
Remarque on dit que x est régulier (à gauche) si ∀(a, b) ∈ E2, x⊙ a = x⊙ b =⇒ a = b

✔ 2) =⇒ 3) Pas de souci : on regroupe la stabilité par ⊙ et par passage à l’inverse pour donner la relation ∀(a, b) ∈ F 2, a⊙ b−1 ∈ F

✔ 3) =⇒ 1) On a déjà F non vide et inclus dans E. En prenant a = b un élément quelconque de F , on montre que a⊙ a−1 ∈ F i.e.
e ∈ F .
Ensuite, soit a ∈ F . On a e⊙ a−1 ∈ F : F est stable par passage à l’inverse.

Soit alors (a, b) ∈ F 2. On a a ∈ F et b−1 ∈ F . Donc a⊙
(

b−1
)−1

∈ F i.e. a⊙ b ∈ F : F est stable par ⊙.

• THEOREME

L’intersection d’une famille de sous-groupes de (E,⊙) est un sous-groupe de (E,⊙)

Dem. Soit I un ensemble non vide et (Fi)i∈I une famille de sous-groupes de (E,⊙). Soit H =
⋂

i∈I

Fi.

✔ H est une partie de E : pas de soucis

✔ H non vide. Tous les Fi contiennent l’élément neutre e de E donc l’intersection H également.

✔ H est stable par composition et passage à l’inverse. Soit (x, y) ∈ H2. Soit i ∈ I. Comme Fi est un sous-groupe de E, x⊙y−1 ∈ Fi.

Ceci étant vrai pour tout i ∈ I, on a x⊙ y−1 ∈ H.

Donc par caractéristation des sous-groupes, H est un sous-groupe de (E,⊙)
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• PROPRIETE - DEFINITION

Si (G1, ⋆) et (G2,⊙) sont deux groupes, on munit le produit cartésien G1×G2 d’une
loi de composition interne $ en posant :
∀((x1, x2), (y1, y2)) ∈ (G1 ×G2)

2, (x1, x2)$(y1, y2) = (x1 ⋆ y1, x2 ⊙ y2).
(G1 ×G2, $) est alors un groupe appelé groupe produit de G1 et G2.

Dem. On vérifie aisément les axiomes de groupes.

A noter que l’{elément neutre est
(

eG1 , eg2
)

et que l’inverse de (x, y) est
(

x−1, y−1
)

• Cela se généralise au produit cartésien d’un nombre fini de groupes.

• Exemples de groupes :

* Groupes pour la loi + : Z, Q, R, C, RN, RI , K[X], K(X), L(E,F ), Mn(K) . . .

* Groupes pour la loi × : Q∗, R∗, C∗, Un, GLn(K), O(n), SO(n)...

* Groupes pour la loi ◦ : GL(E), O(E), . . .

• PROPRIETE Sous-groupes de (Z,+)

Si G est un sous-groupe de (Z,+), non réduit à {0}, alors G = nZ où n = minG∩N∗,
en notant : nZ =

{

x ∈ Z
∣

∣∃p ∈ Z, x = np
}

Dem. G possède au moins un entier strictement positif (car il contient un nombre non nul et son opposé). Soit n le plus petit

entier strictement positif dans G.

Par stabilité par soustraction, nZ ⊂ G.

Soit g ∈ G. En effectuant la division euclidienne de g par n, on peut écrire g sous la forme : g = nq + r avec q et r entiers et 0 6 r < n.

Mais alors pas stabilité, r = g−nq ∈ G. Donc comme n est le plus petit entier strictement positif dans G, on a r = 0 i.e. g ∈ G : G = nZ

✏ THEOREME Sous-groupes de (Z,+)

Les sous-groupes de (Z,+) sont les nZ avec n ∈ N

Dem. On vérifie d’abord aisément que les nZ sont bien des sous-groupes de (Z,+).

De plus si G est un sous-groupe de (Z,+), soit il est réduit à 0 et dans ce cas il vaut 0Z, soit il est non réduit à 0 et dans ce cas il est de

la forme nZ d’après la propriété précédente.

Remarquons que si n ∈ Z, nZ = (−n)Z : c’est la raison pour laquelle on restreint à n ∈ N...

• Notations : dans la suite, sauf lorsqu’on travaillera avec un groupe bien défini, le groupe sera noté
(G, .), son neutre eG. On posera x0 = eG, x

−1 le symétrique de x et, pour n ∈ N∗, xn = x.x.....x (n
facteurs x) et, pour n ∈ Z \ N, xn = x−1.x−1.....x−1 (|n| facteurs x−1).

2.1.1.2 Groupe engendré par une partie

• PROPRIETE

L’intersection d’une famille de sous-groupes est un sous-groupe.

• DEFINITION

Etant donné une partie A d’un groupe G, il existe un plus petit sous-groupe de G qui contient
A, c’est l’intersection de tous les sous-groupes de G qui contiennent A. Par définition, ce groupe
est le sous-groupe engendré par A, noté Gr(A) ou

〈

A
〉

.

• DEFINITION

Une partie A d’un groupe G est dite génératrice de G lorsque Gr(A) = G.

• Exemples :

✔ Gr(eG) = Gr(∅) = {eG}, Gr(G) = G
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✔ Si G est le groupe (Z,+) et si p ∈ Z, Gr(p) = |p|Z

• THEOREME

Si A ⊂ G, Gr(A) = A⇔ A est un sous-groupe de G.

Dem. Si Gr(A) = A alors A est un sous-groupe de G.

Si A est un sous-groupe de G, c’est un sous-groupe de G contenant A donc il fait partie de la famille des sous-groupes de G contenant A

et c’est le plus petit, donc il est inclus dans l’intersection de cette famille de sous-groupes . . .

• DEFINITION

Un groupe G est dit monogène lorsqu’il admet une partie génératrice A réduite à un singleton

{a}, on le note alors G = Gr(a) ou
〈

a
〉

.

• DEFINITION

G est dit cyclique lorsqu’il est monogène et fini.

• Exemples

* (Z,+) est monogène, engendré par 1 (ou par -1)

* Le groupe (Un,×) des racines n-ièmes de l’unité est cyclique, engendré par e
2iπ
n

* Le groupe (Sn, ◦) des permutations de [[1, n]] a pour parties génératrices : l’ensemble T des
transpositions et l’ensemble C des cycles.
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2.1.2 Morphismes de groupes

2.1.2.1 Définition et propriétés

• DEFINITION

(G,⊙) et (H, $) étant deux groupes, on nomme morphisme de groupes de G dans H toute

application α de G dans H vérifiant : ∀(x, y) ∈ G2, α(x⊙ y) = α(x)$α(y)

• PROPRIETE

Si α : (G, .)→ (H, .) est un morphisme de groupes, alors :

* α(eG) = eH

* ∀x ∈ G, α(x−1) = (α(x))−1

* ∀x ∈ G, ∀n ∈ N∗, α(xn) = (α(x))n

* En résumé : ∀x ∈ G, ∀k ∈ Z, α(xk) = (α(x))k

Dem. Faite en MPSI. En voici une possible :

✔ α (eG) .α (eG) = α (eG.eG) = α (eG) .eH . Donc par régularité, α (eG) = eH

✔ α
(

x−1
)

.α(x) = α
(

x−1.x
)

= α (eG) = eH = (α(x))−1 .α(x). Donc par régularité, α
(

x−1
)

= (α(x))−1

✔ Les deuxautres points s’obtiennent par récurrence

• PROPRIETE

La composée de deux morphismes de groupes est un morphisme de groupes.

Dem. Faite en MPSI. En voici une possible :

On note (G,⊙), (H, ∗) et (K,⊤) les trois groupes et α morphisme de groupes de (G,⊙)vers (H, ∗) et β morphisme de groupes de (H, ∗)

vers (K,⊤). Enfin on pose ϕ = β ◦ α.

Soit (x, y) ∈ G2. On a : ϕ(x ⊙ y) = β (α(x⊙ y)) = β (α(x) ∗ α(y)) = β (α(x))⊤β (α(y)) = ϕ(x)⊤ϕ(y). Ainsi ϕ est un morphisme de

groupes

• PROPRIETE - DEFINITION

Si α : (G,⊤)→ (H,⊙) est un morphisme de groupes bijectif, α−1 est un morphisme
de groupes. α est dans ce cas nommé isomorphisme de groupes.

Dem. Soit (x, y) ∈ H2. Comme α est une bijection, il existe t et s dans G tels que x = α(t) et y = α(s) (et on a en fait

t = α−1(x) et s = α−1(y). On a :

α−1(x⊙ y) = α−1 (α(t)⊙ α(s)) = α−1 (α(t⊤s)) = t⊤s = α−1(x)⊤α−1(y).

Ainsi α−1 est un morphisme de (H,⊙) vers (G,⊤) (et c’est donc aussi un isomorphisme...

• DEFINITION

Un automorphisme de groupes est un isomorphisme d’un groupe dans lui même .

• Les applications suivantes sont des morphismes de groupes :

* ln : (R∗+,×)→ (R,+) (Logarithme néperien)

* ε : (Sn, ◦)→ ({−1, 1},×) (Signature d’une permutation)

* Det : (GLn(R),×)→ (R∗,×) (Déterminant d’une matrice inversible)

* ∆, opérateur de dérivation, de (R[X],+) vers (R[X],+) (dérivation des polynômes) ou
de (Cp+1(I, F ),+) vers (Cp(I, F ),+) (dérivation des fonctions de variable réelle)

2.1.2.2 Image d’un morphisme de groupes

α désigne un morphisme d’un groupe (G, .) dans un groupe (H, .)
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• THEOREME

Si G1 est un sous-groupe de G, alors l’image directe α (G1) est un sous groupe de
H.

Dem. α (G1) contient eH = α (eG).

Soit a et b dans α (G1). Il existe t, u dans G1 tels que a = α(t) et b = α(u). On a alors : a.b−1 = α(t).α
(

u−1
)

= α
(

t.u−1
)

∈ α (G1).

Ainsi par caractérisation des sous-groupes, α (G1) est un sous groupe de H

• DEFINITION

L’image de α est Im(α) = α(G) = {α(x), x ∈ G}. C’est un sous-groupe de H .

• PROPRIETE

Si a est un élément d’un groupe G, ϕa :

(

(Z,+) −→ (G, .)
k 7−→ ak

)

est un morphisme

de groupes, son image est le sous-groupe de G engendré par a. On pourra donc
écrire Gr(a) = {ak, k ∈ Z}.

Dem. Pour montrer que ϕa est un morphisme de groupes, il suffit de constater que si (k, k′) sont deux entiers, ak+k′

= ak.ak
′

en distinguant les différents cas selon les signes de k et k′.

Ensuite, on constate que Im (ϕa) est un sous-groupe de (G, .) contenant a et que tout sous-groupe de (G, .) contenant a contient également

toute itérée de aet toute itérée de a−1 donc contient
{

ak
∣

∣k ∈ Z
}

qui vaut justement Im (ϕa)

2.1.2.3 Noyau d’un morphisme de groupes

α désigne un morphisme d’un groupe (G, .) dans un groupe (H, .)

• THEOREME

Si H1 est un sous-groupe de H, alors l’image réciproque α−1(H1) est un sous groupe
de G.

Dem. α−1 (H1) contient eG car α (eG) ∈ H1.

Soit a et b dans α−1 (H1). α(a) et α(b) sont dans H1. On a alors : α
(

a.b−1
)

= α(a). (α (b))−1 ∈ H1. Donc a.b−1 ∈ α−1 (H1) .

Ainsi par caractérisation des sous-groupes, α−1 (H1) est un sous groupe de G

• DEFINITION

Le noyau de α est Ker(α) = {x ∈ G, α(x) = eH}. C’est un sous-groupe de G .

• THEOREME

α est injectif si et seulement si Ker(α) = {eG}.

Dem. =⇒. Si α est injectif. ker(α) étant un sous-groupe de G, il contient eG. De plus si x ∈ ker(α), α(x) = eH = α (eG).

Ainsi, par injectivité, on a x = eG. Donc ker(α) = {eG}

⇐=. Si ker(α) = {eG}. Soit (x, y) ∈ G2 tels que α(x) = α(y). On a α
(

x.y−1
)

= α (eG) = eH . Donc x.y−1 ∈ ker(α) donc x.y−1 = eG i.e.

x = y : α est injective

2.1.3 Les groupes Z
/

nZ

2.1.3.1 Congruences arithmétiques

• DEFINITION

n étant un entier naturel non nul, on appelle congruence arithmétique modulo n la rela-

tion définie sur Z par : ∀(a, b) ∈ Z2, a ≡ b mod (n) si et seulement si b− a ∈ nZ
.
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• Si n = 0, chaque entier est en relation uniquement avec lui même, cette relation (relation d’égalité)
ne présente aucun intérêt nouveau.

• Si n = 1, tous les entiers sont en relation entre-eux, cette relation (dite triviale) ne présente aucun
intérêt.

Désormais, on supposera n > 2.

• PROPRIETE

La congruence modulo n est une relation d’équivalence qui définit exactement
n classes d’équivalence distinctes : les classes des entiers k ∈ [[0, n− 1]] notées

0̊, 1̊, . . . ˚n− 1.

Dem. Vue en MPSI

• Soit k ∈ [[0, n− 1]] et p ∈ Z : p ∈ k̊ ⇔ le reste de la division euclidienne de p par n vaut k.

• PROPRIETE

La relation de congruence modulo n est compatible avec l’addition et la multi-
plication des entiers :

∀(a, b, c, d) ∈ Z4,

{

a ≡ b mod (n)

c ≡ d mod (n)
=⇒

{

(a+ c) ≡ (b+ d) mod (n)

(a× c) ≡ (b× d) mod (n)

Dem. Vue en MPSI

2.1.3.2 Les groupes
(

Z
/

nZ,+
)

• DEFINITION

On note Z
/

nZ l’ensemble des classes d’équivalence dans la relation de congruence modulo n.

Cet ensemble est fini et son cardinal vaut n
.

• On obtient une loi de composition interne + dans l’ensemble Z
/

nZ en posant :

∀(̊a, b̊) ∈
(

Z
/

nZ
)2

, å+ b̊ = ˚a+ b.
Remarquons que par compatibilité de la relation de congruence modulo n avec l’addition, le résultat
de l’opération å+ b̊ ne dépend pas des représentants choisis dans les calsses de a et de b

• PROPRIETE
(

Z
/

nZ,+
)

est un groupe commutatif, son élément neutre est 0̊, le symétrique de

k̊ est ˚n− k=−̊k.

Dem. La loi + est bien une loi de composition interne dans Z
/

nZ.

L’associativité provient de l’associativité de l’addition dans Z ainsi que de la compatibilité de la relation de congruence avec l’addition.

Pour ce qui est de l’élément neutre et du symétrique, il suffit de constater que les éléments proposés dans l’énoncé de la propriété vérifient

bien les conditions

• THEOREME

Le groupe (Z
/

nZ,+) est cyclique, 1̊ en est un générateur, les autres générateurs

sont les k̊ où k est un quelconque entier premier avec n.

Dem. Il est clair que 1̊ est un élément générateur de Z
/

nZ et que donc Z
/

nZ est cyclique.

Si k est un quelconque entier premier avec n. Alors d’après le théorème de Bezout, il existe (u, v) ∈ Z2 tel que un+ vk = 1. De plus, on

peut trouver v > 0. Ainsi vk̊ = k̊ + k̊ + · · ·+ k̊ = 1̊ donc, comme 1̊ engendre Z
/

nZ, k̊ engendre également Z
/

nZ.

Si k entier quelconque tel que k̊ engendre Z
/

nZ. Il existe p ∈ Z tel que 1̊ = p̊k. Et donc il existe deux entiers p et q tels que pk = 1+ nq.

En particulier, d’après le théorème de Bezout, k est premier avec n
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• DEFINITION

Si n > 2 on note ϕ(n) le nombre de générateurs du groupe cyclique (Z
/

nZ,+).
ϕ est la fonction indicatrice d’Euler

.

2.1.3.3 Représentation des groupes monogènes

• PROPRIETE

Si (G, .) est un groupe et a ∈ G, ϕa :

(

(Z,+) −→ (Gr(a), .)
k 7−→ ak

)

est un morphisme

de groupes surjectif.

Dem. Déjà vue, le caractère surjectif provient du fait que l’on a pris pour ensemble d’arrivée l’ensemble image

• Le noyau de ϕa est un sous groupe de Z, c’est un ensemble nZ où n ∈ N.

* Si n = 1, Gr(a) est réduit au seul élément neutre de Gr(a), ce qui équivaut à a = eG, et dans
ce cas Gr(a) est cyclique.

* Si n = 0, ϕa est injectif et Gr(a) est isomorphe à Z

* Si n > 2, Gr(a) est cyclique, isomorphe à Z
/

nZ. L’entier n est le cardinal de Gr(a) et se
nomme ordre de a.

On regroupe ces cas dans la propriété suivante :

PROPRIETE

Tout groupe monogène infini est isomorphe à (Z,+)
Tout groupe monogène fini (dont le cardinal est noté n) est isomorphe à

(

Z
/

nZ,+
)

• Exemple : le groupe (Un,×) des racines n−ièmes de l’unité est isomorphe à
(

Z
/

nZ,+
)

. On en
déduit que tout groupe monogène fini est isomorphe à un groupe (Un,×).

2.1.4 Ordre d’un élément dans un groupe

2.1.4.1 Définitions

• DEFINITION

x, élément d’un groupe (G, .) est dit d’ordre fini lorsque Gr(x) est fini (et donc cyclique) .

• DEFINITION

Si x ∈ G est d’ordre fini, l’ordre de x est le cardinal de l’ensemble fini Gr(x).

• eG est d’ordre 1, c’est le seul élément de G ayant cet ordre.

• Exemple : dans (C∗,×), x = i est d’ordre fini égal à 4, y = 2 n’est pas d’ordre fini.

2.1.4.2 Propriétés

• PROPRIETE

Si a ∈ G est d’ordre fini d(a), on a d(a) = min{k ∈ N∗
∣

∣

∣
ak = eG}

Dem. Soit a élément d’ordre fini de G. L’application de Z vers G qui à n associe an n’est pas injective. Il existe donc (i, j) ∈ Z2

tels que i < j et ai = aj . On a alors aj−i = eG avec j − i ∈ N∗.

On pose alors A =
{

k ∈ N∗
∣

∣

∣
ak = eG

}

. A est une partie non vide de N∗ donc possède un plus petit élément n.

L’ensemble A =
{

eG, a, a2, · · · , an−1
}

est constitué déléments de Gr(a) 2 à 2 distincts (si ai = aj , on trouve a|j−i| = eG avec
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|j − i| ∈ [[0, n− 1]], et donc par définition de n, on a j − i = 0).

De plus, Gr(a) ⊂ A. En effet si t ∈ Gr(a), il existe d ∈ Z tel que t = ad et en effectuant la division euclidienne de d par n, on trouve

r ∈ [[0, n− 1]] et q ∈ Z tels que d = qn+ r donc t = ad = (an)q ar = ar ∈ A.

Ainsi Gr(a) =
{

eG, a, a2, · · · , an−1
}

qui est de cardinal n = min{k ∈ N∗
∣

∣

∣
xk = eG}

• PROPRIETE

Si x ∈ G est d’ordre fini d(x) > 2 (et donc x 6= eG) : ∀n ∈ Z, xn = eG ⇔ d(x)|n.

Dem. Provient de la caractérisation de l’ordre avec min{k ∈ N∗
∣

∣

∣
xk = eG}.

• PROPRIETE

Si G est un groupe fini, de cardinal N , tout élément x de G a un ordre fini d(x)
et d(x)|N .

Dem. Seule la démonstration dans le cas où G est un groupe commutatif est exigible au programme mais la démonstration
dans le cas général n’est pas beaucoup plus compliquée...On donne les deux versions :

✔ Cas où (G, .) est un groupe commutatif . Soit a ∈ G. L’application x 7→ a.x est une bijection de G vers G. On calcule

alors
∏

x∈G

x. Comme x 7→ a.x est une bijection de G vers G, on a
∏

x∈G

x =
∏

x∈G

(a.x). Or (G, .) est un groupe commutatif donc

∏

x∈G

(a.x) = aN .
∏

x∈G

x. Donc
∏

x∈G

x = aN .
∏

x∈G

x.

Comme
∏

x∈G

x est régulier dans (G, .), on en déduit que aN = eG i.e. d(a) divise N

✔ Cas général . On utilise le théorème de Lagrange : puisque Gr(x) est un sous groupe de G de cardinal d(x), on a d(x)
∣

∣

∣
N .

Rappel sur le théorème de Lagrange : Si G fini et H sous-groupe de G alors #(H)
∣

∣

∣
#(G).

Exercice 1. Théorème de Lagrange

Soit (G,T) un groupe fini. Soit H un sous-groupe de G. Pour x ∈ G, on note xH =
{

t ∈ G
∣

∣

∣
∃h ∈ H , t = xTh

}

1. Montrer que pour tout (x, y) ∈ G2, il existe une bijection de xH vers yH.

2. En déduire que le cardinal de H divise celui de G

Solution (G,T) groupe fini,H un sous-groupe de G. Si x ∈ G, xH =
{

t ∈ G
∣

∣

∣
∃h ∈ H , t = xTh

}

1. Soit (x, y) ∈ G2. Soit ϕ l’application définie sur xH par : ∀z ∈ xH,ϕ(z) = yTx−1
Tz. On montre aisément que ϕ est une

bijection de xH vers yH.

2. On crée une famille (xi)i∈Np
par :

☞ x1 est un élément quelconque de G

☞ Pour tout k, xk+1 est un élément de G ne se trouvant dans aucun des xiH pour i 6 k

☞ Tout élément de G est dans un des xiH.

Une telle famille existe car, si on a construit les xi pour i 6 k, soit ces xiH recouvrent G soit il existe un élément de G non
atteint et on peut prendre cet élément et le rajouter à la famille... De plus cette famille est finie car G est fini.
Cette famille (xi)i∈Np

étant construite, on voit que la famille (xiH)i∈Np
forme une partition de G. Donc le cardinal de

G est la somme des cardinaux des xiH. Or tous les xiH ont le même cardinal : celui de H. Aussi #G = p × #H i.e.
le cardinal de H divise celui de G
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2.2 Anneaux et corps

2.2.1 Anneaux, sous-anneaux, morphismes d’anneaux

2.2.1.1 Structure d’anneau

• DEFINITION

Un anneau est un triplet (A,+,×) où A est un ensemble non vide, + et × deux lois de
composition internes vérifiant les axiomes suivants :

* (A,+) est un groupe commutatif (le neutre est noté 0A) .

* × est associative et distributive par rapport à +

* Un élément de A (noté 1A), distinct de 0A, est neutre pour ×.

• Un anneau (A,+,×) est dit commutatif lorsque la loi × est commutative.

• DEFINITION

Une partie B d’un anneau (A,+,×) est un sous-anneau de A lorsque (B,+,×) est un anneau.
Il faut et il suffit pour cela que (B,+) soit un sous-groupe de (A,+), que B soit stable par ×
et contienne 1A

.

Remarquons que la distributivité de × par rapport à l’addition et l’associativité de × sont obtenues
directement dès que l’on a la stabilité par produit et somme.

• PROPRIETE

Caractérisation des sous-anneaux B est un sous-anneau de A si et seulement si :

* B 6= ∅ et B ⊂ A

* ∀(x, y) ∈ B2, x− y ∈ B et x× y ∈ B

* 1A ∈ B

Dem. Si B est un sous-anneau de A on a bien B contient 1A, est inclus dans A et est stable par produit et soustraction.

Réciproquement si B contient 1A, est inclus dans A et est stable par produit et soustraction. On a déjà par caractérisation des sous-

groupes, que B est un sous-groupe de (A,+). La stabilité par produit et le fait que B contienne 1A sont précisés dans l’énoncé de la

caractérisation.

• PROPRIETE - DEFINITION

Si (A,+,×) et (B,+,×) sont des anneaux, on munit leur produit cartésien A × B
des lois suivantes :

* + :

(

(A× B)2 −→ A× B
((a, b), (a′, b′)) 7−→ (a+ a′, b+ b′)

)

* × :

(

(A× B)2 −→ A× B
((a, b), (a′, b′)) 7−→ (a× a′, b× b′)

)

Muni de ces lois, A×B est un anneau (nommé anneau produit), son neutre additif
est (0A, 0B), son neutre multiplicatif (1A, 1B).

Dem. On vérifie aisément les axiomes d’anneaux, sachant que les associativités, commutativités et distributivités se vérifient

coordonnées pas coordonnées.

Remarque On généralise au produit fini d’anneaux
∏

i∈I

Ai est un anneau
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2.2.1.2 Morphismes d’anneaux

• DEFINITION

Si (A,+,×) et (B,+,×) sont des anneaux, si ϕ : A → B est une application, ϕ est un
morphisme d’anneaux si et seulement si :

* ∀(a, b) ∈ A2, ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b)

* ∀(a, b) ∈ A2, ϕ(a× b) = ϕ(a)× ϕ(b)

* ϕ(1A) = 1B

• PROPRIETE

La composée de deux morphismes d’anneaux est un morphisme d’anneaux.

Dem. Pas de souci pour la vérification

• PROPRIETE - DEFINITION

La bijection réciproque d’un morphisme d’anneaux bijectif est un morphisme
d’anneaux. On parle alors d’isomorphisme d’anneaux.

Dem. Pas de souci pour la vérification

• PROPRIETE

Si A et B sont des anneaux, si ϕ : A→ B est un morphisme d’anneaux, alors :

* L’image directe par ϕ d’un sous-anneau de A est un sous-anneau de B.

* En particulier, Im(ϕ) = ϕ(A) est un sous-anneau de B.

* L’image réciproque par ϕ d’un sous-anneau de B est un sous-anneau de A.

Dem. On utilise la caractérisation des sous-anneaux.

✏ Attention : Si B est un anneau, {0B} n’est pas un sous-anneau de B et ker(ϕ) = ϕ−1({0B})
n’est pas un sous-anneau de A (mais seulement un sous-groupe du groupe (B,+)) .

2.2.1.3 Eléments inversibles, diviseurs de zéro

(A,+,×) est un anneau.

• DEFINITION

a ∈ A est un élément inversible lorsque : ∃b ∈ A / a× b = b× a = 1A

• PROPRIETE

L’ensemble A× des éléments de A inversibles pour la loi × (aussi appelés unités
de A) est un groupe muni de la loi ×.

Dem. On utilise directement la définition de groupe, mais l’associativité de ×, l’existence d’un élément neutre et d’un inverse

pour tout élément sont déja connus : reste à vérifier la stabilité par produit

• DEFINITION

Si (A,+,×) est un anneau, un élément a est dit diviseur de zéro dans A si et seulement si :
a 6= 0A et ∃b ∈ A, b 6= 0A / a×b = 0A (diviseur de zéro à gauche) et ∃b′ ∈ A, b′ 6= 0A / b′×a =
0A (diviseur de zéro à droite).

• A×, {0A}, et l’ensemble des diviseurs de zéro sont trois ensembles disjoints.

• DEFINITION

A est dit intègre si c’est un anneau commutatif dans lequel aucun élément n’est diviseur de
zéro. Dans un anneau intègre : a× b = 0A ⇔ a = 0A ou b = 0A.
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2.2.1.4 Corps, sous-corps

• DEFINITION

On appelle corps tout anneau commutatif (K,+,×) pour lequel K× = K∗ = K\{0}.

• Dans un corps K, l’inverse de x 6= 0 sera noté
1

x
.

• Si K est un corps, alors, K est un anneau intègre.

2.2.1.5 Rappels de calculs dans les anneaux

(A,+,×) est un anneau.

• PROPRIETE

Si (x, y) ∈ A2 et xy = yx , si n ∈ N∗ alors : (x+ y)n =
n

∑

k=0

(

n
k

)

xkyn−k

Dem. Vue l’an dernier.

Par récurrence sur n (à savoir refaire : c’est la formule du binome) en utilisant le fait que si x et y commutent, toute puissance de x

commute avec toute puissance de y

• PROPRIETE

Si (x, y) ∈ A2 et xy = yx , si n ∈ N∗ alors : xn − yn = (x− y)

(

n−1
∑

k=0

xkyn−k−1

)

.

Dem. Il suffit d’utiliser la distributivité en regroupant les termes identiques, sachant que si x et y commutent, toute puissance

de x commute avec toute puissance de y

• PROPRIETE

Si A est un corps , si x 6= 1 et n ∈ N∗ alors
n−1
∑

k=0

xk =
1− xn

1− x
.

Dem. On utilise l’expression précédente avec y = 1A

2.2.1.6 Exemples

• (Z,+,×) est un anneau intègre, son groupe des unités est ({−1, 1},×).

• (R,+,×), (C,+,×) sont des corps. Dans la suite, K désigne un sous-corps de C.

• (Mn(K),+,×) est un anneau non commutatif et possédant des diviseurs de 0, son groupe des unités
est GLn(K).

• (K[X],+,×) est un anneau intègre, son groupe des unités est K\{0} = {P / deg(P ) = 0}.

• (KN,+,×) est un anneau commutatif non intègre.

• Si I est un intervalle de R non vide et non réduit à un point, (F(I,K),+,×) est un anneau
commutatif non intègre.
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2.2.2 Idéaux d’un anneau commutatif

(A,+,×) est un anneau commutatif, A× est le groupe des éléments inversibles de l’anneau A

2.2.2.1 Définition

• DEFINITION

Une partie I de A est un idéal de A lorsque :

* (I,+) est un sous groupe de (A,+)

* ∀(a, x) ∈ A× I, a× x ∈ I

• PROPRIETE

I ⊂ A est un idéal si et seulement si :

* I 6= ∅

* ∀(a, x, y) ∈ A× I × I, x− y ∈ I et a× x ∈ I

Dem. Pas de souci : la propriété contient la caractérisation des sous-groupes et le caractére absorbant par produit est à la fois

énoncé dans la définition de la notion d’idéal et la caractérisation

• {0A} et A sont deux idéaux de A.

• PROPRIETE

Si b ∈ A, bA = {b× a, a ∈ A} est un idéal de A.

Dem. Par caractérisation des sous-groupes, on a déjà que bA est un sous-groupe de A.

Soit a ∈ bA et x ∈ A. Il existe t ∈ A tel que a = b× t. On a alors a× x = b× (t× x) ∈ bA.

Ainsi bA est un idéal de A

2.2.2.2 Propriétés

• PROPRIETE

Soit I un idéal de A : A = I ⇔ 1A ∈ I ⇔ I ∩ A× 6= ∅ .

Dem. 1 =⇒ 2 . Si A = I, alors 1A ∈ I.

2 =⇒ 3 . Si 1A ∈ I. I possède un élément inversible : 1A.

3 =⇒ 1 . Si I ∩A× 6= ∅. On choisit u ∈ I
⋂

A×. Montrons A ⊂ I. Soit a ∈ A. a = u×
(

u−1a
)

∈ I

• PROPRIETE

Si A et B sont deux anneaux commutatifs, et si ϕ : A → B est un morphisme
d’anneaux :

* Pour tout idéal I de A, ϕ(I) est un idéal de ϕ(A) (mais pas en général un idéal
de B).

* Pour tout idéal J de B, ϕ−1(J) est un idéal de A. En particulier, puisque {0B}
est un idéal de B, ker(ϕ) est un idéal de A.

Dem. Dans les deux cas on sait déja que l’on a affaire à des sous groupes. Il reste juste à vérifier la stabilité par multiplication

par un élément quelconque de l’annneau.

Si I idéal de A. Soit x ∈ ϕ(I). On écrit x = ϕ(t) avec t ∈ I. Soit b ∈ ϕ(A), b = ϕ(a) avec a ∈ A. On a xb = ϕ(ta) ∈ ϕ(I).

Si J idéal de B. Soit x ∈ ϕ−1(J) et a ∈ A. On a ϕ(ax) = ϕ(a)× ϕ(x) ∈ J

Remarque sur le fait que ϕ(I) n’est pas toujours un idéal de B : On considère A = Z, B = C et ϕ : x → x : ϕ(Z) est un idéal de ϕ(Z)

mais pas de C
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• PROPRIETE

L’intersection d’une famille quelconque d’idéaux de A est un idéal de A

Dem. Soit (Ik)k∈I une famille d’idéaux de A et soit J =
⋂

k∈I

Ik.

On sait déja que J est un sous-groupe de A.

De plus soit a ∈ J et x ∈ A. On a ∀k ∈ I, a ∈ Ik donc comme Ik est un idéal, on a a × x ∈ Ik et donc comme ceci est vrai pour tout

k ∈ I, on a a× x ∈ J .

Donc J est un idéal de A

• PROPRIETE - DEFINITION

Si P est une partie de l’anneau A, il existe un plus petit idéal de A contenant P ,
on le nomme idéal engendré par P , on le note Id(P ), il s’agit de l’intersection de
tous les idéaux de A contenant P .

Dem. Pas de souci : l’intersection des idéaux de A contenant P est un idéal de A contenant P et c’est le plus petit ayant cette

propriété.

• PROPRIETE - DEFINITION

Lorsque P est un singleton {b}, l’idéal engendré par b est dit principal et Id(b) = bA.

Dem. Un idéal de A contenant b contient nécéssairement tous les b× x pour x ∈ A, donc il contient bA. Or ce dernier est un

idéal de A

• PROPRIETE

Si I et J sont deux idéaux de A, I + J est un idéal de A.

Dem. On note K = I + J =
{

x+ y
∣

∣x ∈ I, y ∈ J
}

.

Comme I et J sont des parties non vides de A, c’est aussi le cas de K.

Soit (x, y) ∈ K2. Il existe (t, s) ∈ I×J tel que x = t+s. De même Il existe (t′, s′) ∈ I×J tel que y = t′+s′. On a alors x−y = (t−t′)+(s−s′)

avec t− t′ ∈ i et s− s′ ∈ J , donc x− y ∈ K.

Soit x ∈ K et a ∈ A. On reprend la notation x = t+ s. On a par distributivité, a× x = (a× t) + (a× s) avec a× t ∈ I et a× s ∈ J donc

a× x ∈ K.

Ainsi par caractérisation des idéaux, K = I + Jest un idéal de A

2.2.2.3 Relation de divisibilité dans un anneau intègre

(A,+,×) est un anneau intègre (et donc commutatif).

• DEFINITION

La relation de divisibilité est définie dans A\{0} par :
∀(a, b) ∈ (A\{0})2, a|b⇔ ∃c ∈ A\{0} ; b = a× c.

• PROPRIETE

Caractérisation : ∀(a, b) ∈ (A\{0})2, a
∣

∣b⇔ bA ⊂ aA

Dem.
✔ Si a

∣

∣b. Il existe c ∈ A tel que b = a × c. Soit x ∈ bA. Il existe t ∈ A tel que x = b × t. On a alors x = a × (c × t) ∈ aA : donc

bA ⊂ aA.

✔ Si bA ⊂ aA. Comme b ∈ bA, on a b ∈ aA. Donc il existe c ∈ A tel que b = a× c i.e. a
∣

∣b

• La relation de divisibilité est réflexive et transitive.

• ∀(a, b) ∈ (A\{0})2, a|b et b|a ⇔ ∃u ∈ A× ; b = a× u.

• DEFINITION

Deux éléments a et b de A sont dits associés lorsque : ∃u ∈ A× / b = a× u.
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• PROPRIETE

On a donc, pour (a, b) ∈ (A\{0})2 : a|b et b|a ⇔ aA = bA⇔ a et b sont associés.

• DEFINITION

Un élément a de A, non inversible, est dit irréductible lorsque ses seuls diviseurs sont ses
associés et les inversibles de A.

2.2.3 Exemples

2.2.3.1 L’anneau (Z,+,×)

• PROPRIETE

(Z,+,×) est un anneau intègre. Le groupe des inversibles est {−1, 1}. Les associés
d’un entier k 6= 0 sont donc k et −k.

Dem. Pour le caractère ”anneau intègre”, il n’y a pas de soucis.

Pour les inversibles, on écrit que si a est inversible d’inverse b, on a en passant au module, |a| × |b| = 1. Or le produit de deux entiers

naturels est soit nul lorsque l’un des deux est nul soit supérieur ou égal au plus grand de ces entiers naturels. Ainsi on a |a| = 1 = |b|

donc Z× ⊂ {1,−1}.

Réciproquement 1 et −1 sont inversilbes dans Z (et sont en fait leur propre inverse)

• PROPRIETE Division euclidienne

∀(a, b) ∈ Z× N∗, ∃!(q, r) ∈ Z2
∣

∣ a = bq + r et 0 6 r < b.

Dem. Faite l’an dernier.

Pour l’existence, on considère l’ensemble
{

n ∈ Z
∣

∣bn 6 a
}

qui est une partie non vide et majorée de Z donc qui possède un plus grand

élément (que l’on notera q et on pose r = a− qb et c’est bien un entier vérifiant 0 6 r < b.

Pour l’uncité, on part de l’écriture sous deux formes : a = bq+ r = bq′ + r′ donc on a r− r′ = b(q′ − q). Mais alors r− r′ est un multiple

de b strictement compris entre −b et b. Or le seul multiple de b dans cet intervalle est 0

• PROPRIETE

Les idéaux de l’anneau (Z,+,×) sont les nZ où n ∈ N.

Dem. On sait que les seuls sous-groupes de (Z,+) sont les nZ. Or les nZ sont des idéaux

• PROPRIETE PGCD, PPCM de deux entiers

Si a et b sont des entiers non nuls :

* L’idéal aZ
⋂

bZ est mZ où m est le ppcm positif de a et b.

* Relation de Bézout : si d = pgcd(a, b), ∃(u, v) ∈ Z2
∣

∣au+ bv = d

* L’idéal aZ+ bZ est dZ où d est le pgcd positif de a et b.

* Théorème de Bézout : si (a, b) ∈ (Z∗)2,
pgcd(a, b) = 1⇔ aZ+ bZ = Z⇔ ∃(u, v) ∈ Z2

∣

∣ au+ bv = 1.

* Lemme de Gauss : si (a, b, c) ∈ (Z∗)3, a|bc et pgcd(a, b) = 1 =⇒ a|c.

Dem.
✔ Pour le ppcm, aZ

⋂

bZ continent tous les multiples communs à a et à b.

✔ Pour la relation de Bézout, il s’agit du résultat de l’an dernier en ”remontant” l’algorithme d’Euclide étendu

✔ aZ+ bZ est un idéal de Z donc il est de la forme cZ. On pose d le pgcd de a et b.
c étant dans aZ+ bZ, il peut s’écrire sous la forme c = an+ bq donc c est un multiple de d. Ainsi cZ ⊂ dZ
d étant le pgcd de a et b, on a l’existence de (u, v) ∈ Z2 tels que d = au+ bv donc d ∈ aZ+ bZ = cZ. Donc d ∈ cZ et donc dZ ⊂ cZ.
Donc dZ = cZ. Comme on a pris d et c positifs, on a d = c

✔ Le théorème de Bézout ne devient alors qu’une conséquence de cette définition du pgcd

✔ Si a
∣

∣bc et pgcd(a, b) = 1. Il existe (u, v) ∈ Z2 tels que au+ bv = 1. Ainsi acu+ bcv = c. Or auc+ bcv est un multiple de a donc a

divise c
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• DEFINITION PGCD de n > 2 entiers

Soit n ∈ N, n > 2. Soit a1, a2, . . . , an n entiers relatifs non tous nuls. On appelle pgcd de la
famille (a1, a2, . . . , an) l’unique entier naturel d tel que l’idéal a1Z+ a2Z+ · · ·+ anZ soit dZ

• PROPRIETE Caractérisation du PGCD

Soit a1, a2, . . . , an n entiers relatifs non tous nuls et d le PGCD de cette famille.
Alors d = max

{

k ∈ N∗
∣

∣k divise tous les ai
}

Dem. Soit c = max
{

k ∈ N∗
∣

∣k divise tous les ai
}

et d le PGCD de (a1, a2, . . . , an). c étant un diviseur de a1, on a a1Z ⊂ cZ

. Ceci étant vrai également pour a2, . . . , an, on en déduit que a1Z+ a2Z+ · · ·+ anZ ⊂ cZ car la somme d’idéaux inclus dans un idéal I

est encore incluse dans cet idéal I. Ainsi dZ ⊂ cZ et donc c divise d.

De plus pour tout i ∈ [[1, n]], aiZ ⊂ a1Z+ a2Z+ · · ·+ anZ = dZ donc d divise ai. Donc d est un diviseur commun à tous les ai. Comme

c est le plus grand d’entre eux, on a d divise c.

Ainsi c et d sont associés. Or ils sont positifs donc c = d

• PROPRIETE Relation de Bézout

Soit a1, a2, . . . , an n entiers relatifs non tous nuls et d leur PGCD. Alors il existe
(u1, u2, . . . , un) ∈ Zn tels que d = a1u1 + a2u2 + · · ·+ anun

Dem. Cela provient directement de a1Z+ a2Z+ · · ·+ anZ = dZ

• DEFINITION Nombres premiers entre eux

Soit a1, a2, . . . , an n entiers relatifs non tous nuls. On dit que ces entiers sont
premiers entre eux (dans leur ensemble) si leur PGCD est 1

• THEOREME Théorème de Bézout

Soit a1, a2, . . . , an n entiers relatifs non tous nuls.
Alors a1, a2, . . . , an sont premiers entre eux si et seulement si il existe n entiers
relatifs (u1, u2, . . . , un) tels que 1 = a1u1 + a2u2 + · · ·+ anun

Dem. S’ils sont premiers entre eux, leur PGCD vaut 1 et d’après la relation de Bézout, il existe bien (u1, u2, . . . , un) ∈ Zn

tels que 1 = a1u1 + a2u2 + · · ·+ anun.

Réciproquement s’il existe (u1, u2, . . . , un) ∈ Zn tels que 1 = a1u1 + a2u2 + · · ·+ anun, alors 1 est dans l’idéal a1Z+ a2Z+ · · ·+ anZ.

Or le seul idéal de Z contenant 1 est Z lui-même et donc a1Z+ a2Z+ · · ·+ anZ = 1Z et donc le PGCD de (a1, a2, . . . , an) est 1

• PROPRIETE Irréductibles de Z

Les irréductibles de Z sont les nombres premiers et leurs opposés.

Dem. On rappelle qu’un élément irréductible d’un anneau intègre A est un élément non inversible de A n’ayant pour diviseurs

que les éléments qui lui sont associés et les éléments inversibles. Donc pour Z, il s’agit des nombres premiers et des opposés des nombres

premiers.

• PROPRIETE

Tout entier naturel n > 2 admet une décomposition en facteurs premiers de la
forme n = pk11 . . . pkrr où les pi sont des nombres premiers deux à deux distincts et
les ki des entiers naturels non nuls.

Dem. Vue en MPSI. Le principe de la démonstration repose sur une récurrence forte

DEFINITION Valuation p−adique

Si n ∈ Z \ {0} et p est un nombre premier, on appelle valuation p−adique de n , le plus

grand entier k tel que pk divise n. On la note vp(n) et, pour |n| > 2, il s’agit de la puissance
de p dans la décomposition de |n| en facteur premier.

• PROPRIETE
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Si n =
r
∏

i=1

pkii et q =
r
∏

i=1

plii avec ∀i, ki ∈ N et li ∈ N,

pgcd(n, q) =
r
∏

i=1

p
min(ki,li)
i et ppcm(n, q) =

r
∏

i=1

p
max(ki,li)
i

Dem. Vue en MPSI

2.2.3.2 L’anneau (K[X],+,×)

K est un sous-corps de C.
On rappelle les propriétés de K[X] vues en MPSI :

• PROPRIETE

(K[X],+,×) est un anneau intègre. Le groupe des inversibles est K\{0}. Les associés
d’un polynôme P 6= 0 sont donc les polynômes µP où µ est un scalaire non nul.

• PROPRIETE Division euclidienne

∀(A,B) ∈ K[X]× (K[X]\{0}), ∃!(Q,R) ∈ K[X]2
∣

∣ A = BQ+R et deg(R) < deg(B)

• PROPRIETE Idéaux de l’anneau des polynomes

Tout idéal I de K[X] est principal, c’est à dire : ∃P ∈ K[X] / I = P K[X]
Plus précisément, si I est un idéal de K[X] non réduit à {0} :

* Il existe un unique polynôme P unitaire tel que I = PK[X],
P est caractérisé par : P ∈ I, P unitaire, deg(P ) = min

Q∈I\{0})
{deg(Q)}

* Les générateurs de I sont les polynômes αP où α ∈ K et α 6= 0.

Dem. Soit I un idéal de K[X].

✔ Si I =
{

0K[X]

}

. Alors I = 0
K[X]

K[X]

✔ Si I contient un polynome non nul. Soit A =
{

deg(P )
∣

∣P ∈ I \
{

0K[X]

}}

. C’est une partie non vide de N. Donc elle possède un
plus petit élément p. Soit alors P un élément de I de degré p. On note λ son coefficient dominant. Comme I est un idéal de K[X],

on a
1

λ
P ∈ I. On pose P0 ce polynome : il est unitaire, de degré p et dans I, et aucun polynome non nul de degré strictement

inférieur à deg (P0) n’est dans I. Comme I est un idéal, P0K[X] ⊂ I.
Montrons l’inclusion inverse.
Soit alors A ∈ I. On effectue la division euclidienne de A par P0. Il existe deux polynomes Q et R tels que A = QP0 + R avec
deg(R) < deg (P0) = p. On a R = A−QP0 ∈ I car I est un idéal de K[X]. Ainsi, comme deg(R) < 0, on en déduit que R = 0K[X],
donc A = QP0 ∈ P0K[X] : I ⊂ P0K[X] .
Ainsi I = P0K[X]

• PROPRIETE PGCD, PPCM de deux polynomes
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Si A et B sont deux polynômes non nuls :

* Le ppcm (unitaire) de A et B est l’unique polynôme M unitaire tel que AK[X]∩
BK[X] = MK[X].

* Relation de Bézout : si D = pgcd(A,B), ∃(U, V ) ∈ K[X]2
∣

∣AU +BV = D

* Le pgcd (unitaire) de A et B est l’unique polynôme D unitaire tel que AK[X]+
BK[X] = DK[X].

* Le pgcd (unitaire) de A1, A2, . . .et An est l’unique polynôme D unitaire tel que
A1K[X] + A2K[X] + . . . AnK[X] = DK[X].

* Théorème de Bézout : A et B sont premiers entre eux si et seulement si
AK[X] + BK[X] = K[X] si et seulement si ∃(U, V ) ∈ K[X]2 |AU +BV = 1

* Théorème de Gauss : si A et B sont premiers entre eux et A divise BC, A
divise C.

* Deux polynomes A et B sont premiers entre eux si et seulement si A et B
n’ont pas de racine commune dans C.

• DEFINITION PGCD de n > 2 polynômes

Soit n ∈ N, n > 2. Soit P1, P2, . . . , Pn n polynomes non tous nuls.
On appelle PGCD de la famille (P1, P2, . . . , Pn) l’unique polynome unitaire engendrant l’idéal
P1K[X] + P2K[X] + · · ·+ PnK[X]

• PROPRIETE Caractérisation du PGCD

Soit P1, P2, . . . , Pn n polynomes non tous nuls et D le PGCD de cette famille. Alors
D est le polynome unitaire de plus grand degré divisant tous les Pi.
Plus précisément, si Q est un polynome divisant tous les Pi alors Q divise également
D

Dem. Soit m = max
{

deg(Q)
∣

∣Q divise tous les Pi

}

, Q0 un polynome divisant tous les Pi, de degré m et on peut le prendre

unitaire. Soit D le PGCD de (P1, P2, . . . , Pn). Q0 étant un diviseur de P1, on a P1K[X] ⊂ Q0K[X] . Ceci étant vrai également pour

P2, . . . , Pn, on en déduit que P1K[X]+P2K[X]+ · · ·+PnK[X] ⊂ Q0K[X] car la somme d’idéaux inclus dans un idéal I est encore incluse

dans cet idéal I. Ainsi DK[X] ⊂ Q0K[X] et donc Q0 divise D.

De plus pour tout i ∈ [[1, n]], PiK[X] ⊂ P1K[X] + P2K[X] + · · ·+ PnK[X] = DK[X] donc D divise Pi. Donc D est un diviseur commun à

tous les Pi. Comme Q0 est un des diviseurs communs aux Pi ayant le plus grand degré, on en déduit deg(D) 6 deg (Q0). Ainsi Q0 et D

sont de même degré alors que Q0 divise D : ils sont donc associés. Or ils sont unitaires donc Q0 = D

• PROPRIETE Relation de Bézout

Soit Soit P1, P2, . . . , Pn n polynomes non tous nuls et D leur PGCD. Alors il existe
(U1, U2, . . . , Un) ∈ (K[X])n tels que D = P1U1 + P2U2 + · · ·+ PnUn

Dem. Cela provient directement de P1K[X] + P2K[X] + · · ·+ PnK[X] = DK[X]

• DEFINITION Polynomes premiers entre eux

Soit P1, P2, . . . , Pn n polynomes non tous nuls. On dit que ces polynomes sont
premiers entre eux (dans leur ensemble) si leur PGCD est 1

• THEOREME Théorème de Bézout

Soit P1, P2, . . . , Pn n polynomes non tous nuls.
Alors P1, P2, . . . , Pn sont premiers entre eux si et seulement si il existe n polynomes
(U1, U2, . . . , Un) ∈ (K[X])n tels que 1 = P1U1 + P2U2 + · · ·+ PnUn

Dem. Même principe que dans Z

• DEFINITION Polynomes irréductibles
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Soit K un sous-corps de C. Soit P ∈ K[X]. On dit que P est irréductible dans K[X] s’il est
non constant et que ses seuls diviseurs sont les polynomes qui lui sont associés et les polynomes
constants non nuls

Remarque On retrouve la définition d’un élément irréductible dans un anneau intègre.

• PROPRIETE Caractérisation des polynomes irréductibles

Soit P ∈ K[X] non constant. Alors P est irréductible si et seulement pour tout
couple (A,B) ∈ (K[X])2 si A× B = P alors A ou B est un polynome constant

Dem. Soit P ∈ K[X] non constant.

✔ Si P est irréductible. Si A × B = P avec A,B 2 polynomes. Puisque P est non nul, on a A et B non nuls. On note a, b et p les
degrés respectifs de A,B et P . On a a + b = p avec a, b et p entiers naturels. A est un diviseur de P donc soit A est constant et
dans ce cas a = 0 et b = p et B associé à P , soit A est associé à P et donc B est constant.

✔ Si P vérifie la relation : ∀(A,B) ∈ (K[X])2, A×B = P =⇒ deg(A) = 0 ou deg(B) = 0. Soit D un diviseur non constant de P . Il

existe Q ∈ K[X] tel que QD = P . Donc d’après la propriété vérifiée par P , on en déduit que Q est constant (et non nul car P non
nul) donc D est associé à P . Ainsi P est un polynôme irréductible.

• Exemple : tout polynome de degré 1 est irréductible : en prenant la caractérisation, si A×B est
un polynome de degré 1, entre A et B, il y en a un de degré 1 et l’autre de degré 0.

• PROPRIETE

Deux polynomes irréductibles unitaires distincts sont premiers entre eux

Dem. Soit P1 et P2 deux polynomes irréductibles unitaires et distincts. Soit D leur PGCD.

Si D 6= 1. Alors D polynome non constant unitaire divisant P1, on a P1 = D. de même P2 = D et donc P1 = P2 ce qui est impossible.

Ainsi P1 et P2 sont premiers entre eux.

• PROPRIETE

Les irréductibles de C[X] sont les polynômes de degré 1.

Dem. Cela provient du théorème de d’Alembert-Gauss

• PROPRIETE

Les irréductibles de R[X] sont les polynômes de degré 1 et les polynômes de degré
2 sans racines réelles (i.e. dont le discriminant est strictement négatif).

Dem. On utilise encore le théorème de d’Alembert-Gauss, et on constate que si P est un polynome réel de degré supérieur ou

égal à 2 et ayant une racine a ∈ C non réelle, alors a est aussi une racine de P et dans ce cas (X − a) (X − a) divise P et donc P ne peu

être irréductible dans R[X] que si P = λ (X − a) (X − a) avec λ ∈ R∗, ce qui est un polynome réel de degré 2 à discriminant strictement

négatif

• Par contre les irréductibles de Q[X] sont plus difficiles à obtenir. Par exemple on peut montrer que
X3 −X + 1 est irréductible dans Q[X] . Il existe d’ailleurs des polynomes irréductibles dans Q[X]
de degré aussi grand que souhaiter.

• PROPRIETE

Tout polynôme P de K[X], non constant admet une décomposition en facteurs
irréductibles de la forme P = µP k1

1 . . . P kr
r où µ est un scalaire, les Pi des polynômes

unitaires irréductibles deux à deux distincts et les ki des entiers naturels non nuls.
Cette décomposition est unique à l’ordre près des facteurs.

Dem.
✔ Existence . Soit Pn la propriété : ” tout polynome non constant de Kn[X] possède une décomposition en facteurs premiers

irréductibles”.

➣ P1 est vraie. En effet Soit P ∈ K1[X] non constant. On a P = a (X − λ) avec a ∈ K∗ et λ ∈ K. Or le polynome X − λ est
irréductible et unitaire.

➣ Soit n ∈ N∗. On suppose Pn vraie. Montrons Pn+1 vraie. Soit P ∈ Kn+1[X] non constant. On note µ son coefficient domi-
nant et P0 unitaire tel que P = µP0

Si P0 est irréductible, on a bien la décomposition de P voulue.
Sinon, il existe deux polynomes non constants A et B tels que P0 = A×B. Or deg(A) et deg(B) sont des entiers naturels non
nuls de somme n+1. Donc ces deux degrés sont dans [[1, n]]. Ainsi puisque Pn est vraie, A et B possèdent une décomposition
en facteurs irréductibles unitaires. Et en utilisant P = µA×B, on obtient une décomposition de P en facteurs irréductibles
unitaires.
Ainsi Pn+1 est vraie.
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➣ Conclusion. On a montré P1 vraie et, pour tout entier n ∈ N∗, Pn vraie entraine Pn+1 vraie. Donc par théorème de
récurrence, on a pour tout n ∈ N∗, Pn vraie. En particulier, tout polynome non constant possède une décomposition en
facteurs irréductibles unitaires.

✔ Unicité . Soit P un polynome non constant. On suppose qu’il possède deux décompositions en facteurs irréductibles unitaires.
Quitte à rajouter dans une ou l’autre des décompositions des termes de la forme P 0

j et à réordonner les produits, on peut suposer
que l’on a l’existence de polynomes irréductibles unitaires P1, . . . , Pr distincts deux à deux, deux scalaires non nuls µ1 et µ2, et

deux familles d’entiers naturels (k1, . . . , kr) et (m1, . . . ,mr) tels que P = µ1

r
∏

j=1

P
kj

j = µ2

r
∏

j=1

P
mj

j .

Comme les Pj sont unitaires, en considérant le coefficient dominant de P , on trouve µ1 = µ2.
On veut montrer que pour tout j, mj = kj . Soit j ∈ [[1, r]]. Par symétrie des roles, on peut supposer que kj 6 mj . En simplifiant

par µ1P
kj

j , on a :
∏

i 6=j

P
ki
i = P

mj−kj

j

∏

i 6=j

P
mi
i . Or les Pi sont tous premiers avec Pj , donc

∏

i 6=j

P
ki
i est premier avec Pj donc

P
mj−kj

j

∏

i 6=j

P
mi
i est premier avec Pj donc mj − kj = 0. Ainsi on a bien l’unicité de la décomposition (à l’ordre près des facteurs

2.2.3.3 L’anneau
(

Z
/

nZ,+,×
)

Dans ce qui suit, n est un entier, n > 2

• PROPRIETE

La relation de congruence modulo n est compatible avec la multiplication des
entiers : ∀(a, b, c, d) ∈ Z4, a ≡ b mod n et c ≡ d mod n⇒ (a× c) ≡ (b× d) mod n

Dem. Vue en MPSI

• DEFINITION

On définit une loi de composition interne × dans l’ensemble Z
/

nZ en posant : ∀(̊a, b̊) ∈

(Z
/

nZ)2, å× b̊ = ˚a× b

• PROPRIETE

(Z
/

nZ,+,×) est un anneau commutatif, son élément neutre multiplicatif est 1̊ .

Dem. On a déjà vu les caractères ”groupe” et le fait que la multiplication soit interne, associative, commutative et distributive

à droite et à gauche par rapport à l’addition.

Il ne reste plus qu’à vérifier que 1̊ est élément neutre pour la multiplication, ce qui est immédiat.

• PROPRIETE Théorème chinois

Si m et n sont des entiers premiers entre-eux, si, pour tout k ∈ Z, on
note k̊, k̆ et k̂ les classes de k modulo respectivement n, m et nm. alors, φ :
(

Z
/

mnZ −→ Z
/

mZ× Z
/

nZ

k̂ 7−→
(

k̆, k̊
)

)

est un isomorphisme d’anneaux.

Dem. On constate d’abord que si k ≡ l mod [mn], on a k ≡ l mod [m] et k ≡ l mod [n] donc ϕ est bien définie.

On a φ
(

1̂
)

=
(

1̆, 1̊
)

.

Soit
(

k̂, ℓ̂
)

∈
(

Z
/

mnZ
)2

. On a φ
(

k̂ + ℓ̂
)

= φ
(

k̂ + ℓ
)

=

(

⌣
k + ℓ, ˚k + ℓ

)

=

(

⌣
k +

⌣
ℓ , k̊ + ℓ̊

)

= φ
(

k̂
)

+ φ
(

ℓ̂
)

.

De même on a φ
(

k̂ × ℓ̂
)

= φ
(

k̂
)

× φ
(

ℓ̂
)

.

Ainsi φ est un morphisme d’anneaux.

Soit k̂ ∈ Z
/

mnZ tel que ϕ
(

k̂
)

=
(

0̆, 0̊
)

. On a

{

k̆ = 0̆

k̊ = 0̊
donc







m
∣

∣

∣
k

n
∣

∣

∣
k

. Ainsi comme m et n sont premiers entre eux, on en déduit que

mn divise k donc que k̂ = 0̂. Ainsi ϕ est injective.

Or Z
/

mnZ et Z
/

mZ ×Z
/

nZ sont de même cardinal, donc ϕ est bijective.

PROPRIETE
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Généralisation Si m1, m2, . . ., mp sont p entiers premiers entre-eux 2 à 2, si, pour

tout k ∈ Z, on note k
(mj)

la classe de k modulo mj et k̂ la classe de k modulo
m1m2 . . .mp

Alors, φ :

(

Z
/

m1m2 · · ·mpZ −→ Z
/

m1Z× Z
/

m2Z× · · · × Z
/

mpZ

k̂ 7−→
(

k
(m1)

, k
(m2)

, · · · , k
(mp)

)

)

est un isomor-

phisme d’anneaux.

• Corollaire

Si m et n sont des entiers premiers entre-eux, si a et b sont des entiers, le système

de congruences

{

x ≡ a mod m
x ≡ b mod n

a des solutions. Si x0 est l’une d’elles, les autres

solutions sont les entiers x0 + kmn où k ∈ Z

.

• PROPRIETE

Les éléments inversibles (ou unités) de l’anneau (Z/nZ,+,×) sont les k̊ où k est un
entier premier avec n (ce sont aussi les générateurs du groupe cyclique (Z/nZ,+)).

Dem. On utilise le théorème de Bézout.

Si k est un entier premier avec n. D’après le Th de Bézout, il existe (u, v) ∈ Z2 tel que ku+ vn = 1. Ainsi k̊ů = 1̊ et donc k̊ est inversible

dans Z
/

nZ.

Réciproquement si k̊ est inversible dans Z
/

nZ. Alors il existe ů ∈ Z
/

nZ tel que k̊ů = 1̊. Donc k×u ≡ 1 mod n. Ainsi k est premier avec n

• PROPRIETE

Pour n entier n > 2,
Z
/

nZ est intègre ⇐⇒ Z
/

nZ est un corps ⇐⇒ n est un nombre premier.
Dans le cas où p est un nombre premier, on note Fp le corps Z

/

pZ

Dem.
✔ 1) =⇒ 2). Si Z

/

nZ est intègre. Pour montrer que c’est un corps il ne reste plus qu’à vérifier que tous les éléments non nuls sont

inversibles. Soit a un élément non nul de Z
/

nZ. L’application ϕa : x ∈ Z
/

nZ 7−→ a× x ∈ Z
/

nZ est injective (car si ax = ay on a

a(x − y) = 0, mais a non nul et Z
/

nZ intègre donc x − y = 0). Ainsi ϕa est une application injective entre deux ensembles finis

de même cardinal : c’est une bijection. En particulier il existe a′ ∈ Z
/

nZ tel que ϕa(a
′) = 1 et donc a est inversible.

✔ 2) −→ 3). Si Z
/

nZ est un corps. Soit k ∈ [[1, n− 1]]. On a k̊ 6= 0 donc k est inversible. Donc k est premier avec n d’aprè le résultat
précédent : n est donc premier avec tous les entiers naturels non nuls qui lui sont strictement inférieurs. Donc n est un nombre
premier.

✔ 3) =⇒ 1). Si n est un nombre premier. On sait déjà que Z
/

nZ est un anneau commutatif. Reste à établir qu’il ne possède pas de
diviseur de zéro.
Soit (a, b) ∈

(

Z
/

nZ
)2

tel que a× b = 0. Soit ka et kb deux entiers tels que k̊a = a et k̊b = b. On a ka× kb ≡ 0 mod n donc n divise

ka × kb. Or n est un nombre premier donc soit n divise ka soit n divise kb i.e. soit a = 0 soit b = 0 : Z
/

nZ est donc un anneau
intègre.

• DEFINITION

La fonction indicatrice d’Euler est ϕ définie sur N∗ par ϕ(1) = 1 et, pour n > 2, ϕ(n) est
le cardinal du groupe des inversibles de l’anneau Z

/

nZ :
ϕ(n) = Card{k ∈ [[1, n]] , k ∧ n = 1}

• Si p est un nombre premier, ϕ(p) = p− 1.

• Si p est un nombre premier et k ∈ N∗, ϕ(pk) = (p− 1)pk−1.

• THEOREME

Si m et n sont des entiers premiers entre-eux, alors ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n). (on dit que
ϕ est multiplicative)

Dem. Comme il y a un isomorphisme d’anneaux entre Z
/

mnZ et Z
/

mZ ×Z
/

nZ, il y a autant déléments inversibles dans les

deux anneaux. Or le groupe des éléments inversibles de l’anneau produit A×B est A× ×B× donc on a ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n)

• THEOREME
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Si n ∈ N, n > 2, a pour décomposition en facteurs premiers n = pk11 . . . pkrr ,

ϕ(n) =
r
∏

i=1

(pi − 1)pki−1i = n
r
∏

i=1

(1−
1

pi
)

Dem. Provient des propriétés précédentes

• THEOREME Théorème d’Euler

Si n ∈ N, n > 2, si a est un entier premier avec n, alors aϕ(n) ≡ 1 mod n.

Dem. Si a est un entier premier avec n. å est inversible dans Z
/

nZ donc appartient à
(

Z
/

nZ
)×

. Comme ce groupe est d’ordre

ϕ(n) et que dans un groupe fini, l’ordre d’un élément divise l’ordre du groupe, on åϕ(n) = 1̊ i.e. aϕ(n) ≡ 1 mod n.

• Corollaire Cas particulier : le petit théorème de Fermat

si p est un nombre premier, si a n’est pas multiple de p, alors ap−1 ≡ 1 mod p.

Dem. Si p est un nombre premier, on a ϕ(p) = p−1. Donc si a est premier avec p, comme aϕ(p) ≡ 1 mod p, on a ap−1 ≡ 1 mod p.
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2.3 Algèbres

2.3.1 Définitions, propriétés

K désigne un sous-corps de C

2.3.1.1 Structure d’algèbre sur le corps K

• DEFINITION

Une K-algèbre est un quadruplet (A,+,×, .) constitué d’un ensemble A, de deux lois internes
sur A (+ et × ) et d’une loi externe (.) dont les scalaires sont les éléments de K vérifiant les
axiomes suivants :

* (A,+,×) est un anneau.

* (A,+, .) est un K-espace vectoriel.

* ∀µ ∈ K, ∀(a, b) ∈ A2, (µ.a)× b = µ.(a× b) = a× (µ.b)

• DEFINITION

Une partie B d’une K-algèbre (A,+,×, .) en est une sous-algèbre lorsque (B,+,×) est un
sous-anneau de (A,+,×) et (B,+, .) un sous-espace vectoriel de (A,+, .) c’est à dire :

* ∀(x, y) ∈ B2, x+ y ∈ B et x× y ∈ B

* ∀x ∈ B, ∀µ ∈ K, µ.x ∈ B

* 1A ∈ B

• PROPRIETE

L’intersection d’une famille de sous-algèbres d’une K-algèbre A est une sous-

algèbre de A.

Dem. Vérification aisée

• DEFINITION

Si (A,+,×, .) est une K-algèbre, si B est une partie de A, on appelle
sous-algèbre de A engendré par B la plus petite sous-algèbre de A contenant B,
c’est l’intersection de la famille des sous-algèbres de A contenant B.

• Exemples :

* (K[X],+,×, .) est une K-algèbre commutative et intègre.

* Si E est un K-espace vectoriel, (L(E),+, ◦, .) est une K-algèbre.

* (Mn(K),+,×, .) est une K-algèbre.

* Si I est un intervalle de R, (C (I,R),+,×, .) est une R algèbre.

* Si X est un ensemble non vide, l’ensemble F(X,K) des applications de X vers le corps K est
une K−algèbre
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2.3.1.2 Morphismes d’algèbres

• DEFINITION

Si (A,+,×, .) et (B,+,×, .) sont des K-algèbres, si ϕ : A → B est une application, ϕ est
un morphisme d’algèbres si et seulement si c’est à la fois une application linéaire et un

morphisme d’anneaux i.e.

* ∀(a, b) ∈ A2, ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b) et ϕ(a× b) = ϕ(a)× ϕ(b)

* ∀a ∈ A, ∀µ ∈ K, ϕ(µ.a) = µ.ϕ(a)

* ϕ(1A) = 1B

• PROPRIETE

La composée de morphismes d’algèbres, la réciproque d’un morphisme d’algèbres

bijectif sont des morphismes d’algèbres.

• Exemple : si E est un K espace-vectoriel de dimension finie n et si B est une base de E, l’application

ϕ :

(

L(E) −→ Mn(K)
u 7−→ MatB(u)

)

est un isomorphisme d’algèbres.

• PROPRIETE

Si A et B sont des K-algèbres, si ϕ : A→ B est un morphisme d’algèbres :

* L’image directe par ϕ d’une sous-algèbre de A est une sous-algèbre de B.

* L’image réciproque par ϕ d’une sous-algèbre de B est une sous-algèbre de A.

• Attention : {0B} n’est pas une sous-algèbre de B et si ϕ : A → B est un morphisme d’algèbres,

Ker(ϕ) n’est pas une sous-algèbre de A, mais seulement un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel

A et un idéal de l’anneau A.

2.3.2 Sous-algèbre de L(E) engendrée par un élément

E est un K-espace vectoriel et u un endomorphisme de E.

2.3.2.1 L’algèbre K[u]

• DEFINITION

Si P = a0 + a1X + . . . + adX
d est un polynôme de K[X], on définit l’endomorphisme P (u)

par : P (u) = a0IdE + a1u + . . . + adu
d où uk est l’itéré de u pour la loi ◦ avec la convention

u0 = Id.

• PROPRIETE

ϕu :

(

K[X] −→ L(E)
P 7−→ P (u)

)

est un morphisme d’algèbres.

Dem. Par définition, on constate que ϕu(1) = IdE et que, si P et Q sont deux polynomes et α et β deux scalaires, on a

ϕu(αP + βQ) = αϕu(P ) + βϕu(Q).

Reste à établir ϕu(P × Q) = ϕu(P ) ◦ ϕu(Q). On note P =

n
∑

k=0

akX
k et Q =

m
∑

k=0

bkX
k. On a alors, par bilinéarité du produit de

polynomes, P ×Q =
∑

0 6 k 6 n

0 6 j 6 m

akbjX
k+j . Donc par linéarité de ϕu, on en déduit que ϕu(P ×Q) = (P ×Q)(u) =

∑

0 6 k 6 n

0 6 j 6 m

akbju
k+j .
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Or par bilinéarité de la composition (et linéarité de toutes les puissances de u), on a :

P (u) ◦ Q(u) =

(

n
∑

k=0

aku
k

)

◦





m
∑

j=0

bju
j



 =

n
∑

k=0



aku
k ◦





m
∑

j=0

bju
j







 =

n
∑

k=0



ak





m
∑

j=0

bju
k+j







 =

n
∑

k=0





m
∑

j=0

akbju
k+j



. Donc on

a bien P (u) ◦Q(u) = (P ×Q)(u)

• PROPRIETE

Im(ϕu) est une sous algèbre de L(E), c’est la sous algèbre de L(E) engendrée par

u et on la note K[u], cette algèbre est commutative.

Dem. C’est l’image d’une algèbre par unmorphisme d’algèbre. La commutativité provient du fait que (P ×Q)(u) = (Q×P )(u)

• PROPRIETE

∀P ∈ K[X], ker(P (u)) et Im(P (u)) sont stables par u.

Dem. Cela provient d’un résultat plus général : si u et v sont deux endomorphismes de E qui commutent, alors les noyaux et
images de l’un de ces endomorphismes sont stables par l’autre. En effet :

✔ Si x ∈ Im(v). Il existe t ∈ E tel que x = v(t). Donc u(x) = u(v(t)) = v(u(t)) car u et v commutent. Donc u(x) ∈ Im(v) : Im(v) est
stable par u

✔ Si x ∈ ker(v). On a v(u(x)) = u(v(x)) = u (0E) = 0E donc u(x) ∈ ker(v) : ker(v) est stable par u

2.3.2.2 Lemme de décomposition des noyaux

• DEFINITION

Deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont dits

✎ en somme directe si pour tout x ∈ F +G, l’écriture de x sous la forme x = y+ z avec

(y, z) ∈ F ×G est unique.

✎ supplémentaires si la somme F +G est directe et F +G = E. On note alors E = F ⊕G

• PROPRIETE

Deux sous-espaces vectoriels F et G sont en somme directe si et seulement si

F ∩G = {0}

Dem. laissé en exercice.

• PROPRIETE

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors :

E = F ⊕G⇐⇒ ∀x ∈ E, ∃!(y, z) ∈ F ×G; x = y + z

Dem. laissé en exercice.

• DEFINITION

Soient F1, . . . , Fn n sous-espaces vectoriels de E.

On dit que la somme F = F1 + · · · + Fn =
n
∑

i=1

Fi est directe si l’écriture de tout élément

de cette somme sous la forme x = x1 + · · ·+ xn avec pour tout i, xi ∈ Fi, est unique. On note

alors F = F1 ⊕ · · · ⊕ Fn =
n
⊕

i=1

Fi.

• PROPRIETE
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Soient F1, . . . , Fn n sous-espaces vectoriels de E de somme F =
n
∑

i=1

Fi . On a

équivalence entre :

1. la somme F =
n
∑

i=1

Fi est directe, i.e. F =
n
⊕

i=1

Fi

2. ∀ (x1, . . . , xn) ∈ F1 × · · · × Fn, x1 + · · ·+ xn = 0 =⇒ ∀i ∈ [[1, n]] , xi = 0

3. ∀i ∈ [[1, n]] , Fi

⋂

(

∑

j 6=i

Fj

)

= {0}

Dem. laissé en exercice.

Remarque : Attention : la relation ∀(i, j)
∣

∣i 6= j, Fi

⋂

Fj = {0} ne caractérise pas les sommes

directes. Par exemple R, iR et (1 + i)R vérifie la relation avec les intersections mais ne sont pas en

somme directe dans C

• THEOREME Lemme de décomposition des noyaux

Si P et Q sont deux polynômes premiers entre eux, alors :

ker((P ×Q)(u)) = ker(P (u))⊕ ker(Q(u)).

Dem. P et Q sont premiers entre eux donc il existe deux polynomes R et S tels que RP+SQ = I. On a alors [RP ](u)+[SQ](u) =

idE = P (R(u)) +Q(S(u)) = R(P (u)) + S(Q(u)).

Soit x ∈ ker((P × Q)(u)). On pose x1 = Q(S(u))(x) et x2 = P (R(u))(x). On a x = x1 + x2, x1 ∈ ker(P (u)) et x2 ∈ ker(Q(u)) :

ker((P ×Q)(u)) est la somme de ker(P (u)) et ker(Q(u)).

De plus si x ∈ ker(P (u))
⋂

ker(Q(u)). On a x = R(u)(P (u(x))) + S(u)(Q(u(x))) = 0E .

Ainsiker((P ×Q)(u)) = ker(P (u))⊕ ker(Q(u))

• Corollaire Lemme de décomposition des noyaux

Si r > 2 et si P1, . . . Pr sont r polynômes deux à deux premiers entre eux, alors :

ker

((

r
∏

k=1

Pk

)

(u)

)

=
r
⊕

k=1

ker(Pk(u)).

Dem. On procède par récurrence sur le nombre r . L’initialisation a été montrée au dessus.

Si la propriété est vraie pour r > 2, et si on a r + 1 polynomes premiers entre eux deux à deux, on pose Q =

r
∏

k=1

Pk. On a Q et Pr+1

premiers entre eux, donc d’après LDN pour deux termes on a ker((Pr+1 ×Q)(u)) = ker(Pr+1(u))⊕ ker(Q(u)). Puis pour ker(Q(u)), on

utilise l’hypothèse de récurrence

2.3.2.3 Idéal annulateur de u, polynôme minimal

• DEFINITION

ker(ϕu) est un idéal de l’anneau K[X], nommé idéal annulateur de u et noté Ann(u) :

Ann(u) = {P ∈ K[X], P (u) = 0L(E)}.

• PROPRIETE

Si Ann(u) = {0K[X]}, ϕu induit un isomorphisme de K[X] sur K[u], K[u] est donc de

dimension infinie et a pour base (un)n∈N.

Dem. Par de souci : ϕu est un isomorphisme car injectif et que l’on prend comme ensemble d’arrivée l’ensemble image

• PROPRIETE - DEFINITION

Si Ann(u) 6= {0K[X]}, Ann(u) admet un unique polynôme unitaire pour générateur :

ce polynôme s’appelle polynôme minimal de u et sera noté πu ou µu.
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Dem. On a vu que les idéaux non réduits à
{

0
K[X]

}

était engendré par un unique polynome unitaire

• PROPRIETE

Si P est un polynôme unitaire :

P = πu ⇔ ( P (u) = 0 et ∀Q ∈ K[X], Q(u) = 0⇒ P |Q )
⇔ P (u) = 0 et ∀Q ∈ K[X]\{0}, deg(Q) < deg(P )⇒ Q(u) 6= 0.

Dem. Cela provient de la caractérisation du polynome unitaire engendrant un idéal de K[X]

• PROPRIETE

πu existe si et seulement si K[u] est de dimension finie.

Si deg(πu) = d, K[u] est de dimension d et (IdE, u, . . . , u
d−1) en est une base.

Dem. La famille
(

uk
)

06k6d−1
est une famille libre de K[u] car aucun polynome non nul de degré strictement inférieur à d

n’annule u.

Montrons qu’elle est génératrice.

Soit v ∈ K[u]. Soit P ∈ K[X] tel que v = P (u). En effectuant la division euclidienne de P par πu, il existe deux polynomes Q et R tels que

P = Q×πu +R avec deg(R) 6 d− 1. En évaluant en u, sachant que ϕu est un morphisme d’algèbre, on a P (u) = πu(u) ◦Q(u)+R(u) =

R(u) ∈ Vect

(

(

uk
)

06k6d−1

)

: la famille est bien génératrice

• Si E est de dimension finie, πu existe.

2.3.3 Sous-algèbre de Mn(K) engendrée par un élément

n est un entier naturel non nul et A une matrice de Mn(K).

2.3.3.1 L’algèbre K[A]

• DEFINITION

Si P = a0 + a1X + . . . + adX
d est un polynôme de K[X], on définit la matrice P (A) par :

P (A) = a0In + a1A+ . . .+ adA
d.

• PROPRIETE

ϕA :

(

K[X] −→ Mn(K)
P 7−→ P (A)

)

est un morphisme d’algèbres.

Dem. Même démonstration que pour les endomorphismes

• PROPRIETE

Im(ϕA) est une sous algèbre de Mn(K), c’est la sous algèbre de Mn(K) engendrée
par A et on la note K[A]. Cette algèbre est commutative.

Dem. Même démonstration que pour les endomorphismes

2.3.3.2 Idéal annulateur de A, polynôme minimal de A

• DEFINITION

ker(ϕA) est un idéal de l’anneau K[X], nommé idéal annulateur de A et noté Ann(A) :

Ann(A) = {P ∈ K[X], P (A) = 0Mn(K)}

• PROPRIETE - DEFINITION

Ann(A) 6= {0Mn(K)}, Ann(A) admet un unique polynôme unitaire pour générateur :

ce polynôme s’appelle polynôme minimal de A et sera noté πA ou µA
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Dem. Même démonstration que pour les endomorphismes

• PROPRIETE

Une matrice et sa transposée ont le même polynôme minimal.

Dem. Si P annule A alors comme t(P (A)) = P
(

tA
)

, P annule aussi tA. Ainsi A et tA ont le même idéal annulateur et donc

le même polynome annulateur.

• PROPRIETE

Si deg(πA) = d, K[A] est de dimension d et (In, A, . . . , A
d−1) en est une base.

Dem. Même démonstration que pour les endomorphismes

2.3.3.3 Lien avec les endomorphismes

On suppose que E est un K espace vectoriel de dimension n muni d’une base B et que A est la matrice

dans B d’un endomorphisme u ∈ L(E).

• PROPRIETE

Pour tout polynôme P ∈ K[X], P (A) est la matrice dans B de P (u).

Dem. Cela provient du fait que l’application θ :

(

L(E) −→ Mn(K)
u 7−→ matB(u)

)

est un isomorphisme d’elgèbres

• PROPRIETE

Ann(u) = Ann(A) et donc πu = πA

Dem. Cela provient du fait que l’application θ :

(

L(E) −→ Mn(K)
u 7−→ matB(u)

)

est un isomorphisme d’elgèbres

• PROPRIETE

Deux matrices semblables ont le même polynôme minimal.

Dem. Si A = Q−1BQ avec Q inversible. Alors pour tout entier naturel k on a, par récurrence, Ak = Q−1BkQ puis par

linéarité, pour tout polynome P , P (A) = Q−1P (B)Q. Ainsi Ann(B) = Ann(A)
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