Chapitre 3

Révisions et compléments d’algébre linéaire

Contents
3.1 Généralités sur les espaces vectoriels . . . . . . . ... ... ... ..., 67
3.1.1 Espaces vectoriels. . . . . . . . . . 67
3.1.2 Sous-espaces vectoriels . . . . . . . . .. 67
3.1.3 Somme directe de sous-espaces vectoriels . . . . . . ... ... ... 68
3.1.4 Sous-espaces affines . . . . . .. ... 68
3.2 Applications linéaires . . . . . . . . . . L L e e e e e e e e 70
3.2.1 Définitions . . . . . . .. 70
322 NoyauetImage . . . . . . . . . 70
3.2.3 Structures sur les applications linéaires . . . . . . . . . ... ... ... ..... 70
3.2.4 Détermination d’une application linéaire . . . . . . . . . ... ... ... ... 71
3.2.5 Projecteur - symétrie . . . . . ... L 71
3.3 Famillesde vecteurs . . . . . . . . . . L L e e e e e e e e e 73
3.3.1 Combinaisons linéaires . . . . . . . . . . . ... 73
3.3.2 Sous-espace engendré par une partie . . . . . .. .. ... 73
3.3.3 Familles génératrices . . . . . . . . .. 73
3.3.4 Familles libres. . . . . . . . . . e 74
3.3.5 Bases ... e 74
3.4 Espaces vectoriels de dimension finie . . . . . . ... ... 0000000, 76
3.4.1 Notion de dimension . . . . . . . . . ... 76
3.4.2 Dimension d’un sous-espace vectoriel . . . . . . .. ... ..o L. 76
3.4.3 Rang d’une application linéaire . . . . . . . . . .. ... 77
3.4.4 Interpolation de Lagrange . . . . . . . . . .. .. L 78
3.5 Formes linéaires et hyperplans. . . . . . . . . .. ... ... . 0., 79
3.6 Equations linéaires . . . . . . . . . . . L o e e e e e e e e e e 79
3.7 Matrices . . . . . . e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 80
3.7.1 Matrices rectangulaires . . . . . .. ... Lo Lo 80
3.7.2 Matrices carrées . . . . . ... 80
3.7.3 Matrices inversibles . . . . . . . .. 81
3.7.4 Matrices d’une famille de vecteurs, d'une application linéaire . . . . .. ... .. 81

3.8

3.7.5 Formules de changement de bases, matrices équivalentes et matrices semblables . 82

3.7.6 Rang d'une matrice . . . . . . . . . .. 83
3.7.7 Matrice par blocs . . . . . . .. 84
3.7.8 Trace d’une matrice carrée, trace d’'un endomorphisme . . . . . . . ... ... .. 85

Déterminants . . . . . . . . L e e e e e e e e e e e e e e e 87
3.8.1 Déterminant d’une famille de vecteurs . . . . . . . . ... ... ... ... 87

65



Lycée Marceau Chap 3 : Révisions et compléments d’algébre linéaire MP 2024/2025

3.8.2 Déterminant d’'un endomorphisme . . . . .. ... Lo 87
3.8.3 Déterminant d’'une matrice carrée . . . . . .. ... oL 88
3.8.4 Exercices et résultats classiques . . . . . . ... L oL o 90

66



Lycée Marceau Chap 3 : Révisions et compléments d’algébre linéaire MP 2024/2025

3.1 Généralités sur les espaces vectoriels

3.1.1 Espaces vectoriels

E est un ensemble non vide, + une loi de composition interne (en abrégé l.c.i.), c’est a dire une application
de E x E vers E.

E est de plus muni d’une loi externe, notée ".", sur le corps K des scalaires (sous-corps de C), c’est a dire

d’une application de K x E vers E.
e DEFINITION

(E,+,.) est un K-espace vectoriel lorsque :

* (E,4) est un groupe abélien (on notera Og ou ﬁ I’élément neutre appelé vecteur nul).
* V(a,B,2,y) EKXxKx ExE:

™ a(rty =axr+ay

S (a+f)ax=ax+ P

™ . (f.x) = (af).x
S lx=x

e Exemples (& connaitre) :
* K"

* C est un C—espace vectoriel mais aussi un R— espace vectoriel

* K[X]

* Si F est un K-espace vectoriel, et si X est un ensemble quelconque, I'ensemble F(X, E) des
applications de X vers E, est un K— espace vectoriel. Les lois de F(X, E) étant obtenues a
partir de celles de E

x Si By, Es, ..., E, sont n K— espaces vectoriels, alors F; X --- X E, est un K—espace vectoriel
appelé espace produit.

3.1.2 Sous-espaces vectoriels

e DEFINITION

Soit F un K— espace vectoriel. On appelle sous-espace vectoriel de E toute partie F' de F
pour laquelle la restriction de 4+ et . & F' conférent & F' une structure de K— espace vectoriel |

e PROPRIETE Caractérisations d’un sous-espace vectoriel

Soit £ un K—espace vectoriel. Soit F' une partie de £ . Alors :

I est un sous-espace vectoriel de E sssi F' est non vide et stable par combinaison
linéaire
sssi
F est non vide et V(o, 3) € K:, V(z,y) € F?,ax+ By € F
sssi
F est non vide et Vo € K,V(z,y) € F*,z +ay € F

e PROPRIETE

Soit I un ensemble et (F;), ; une famille quelconque de sous-espaces vectoriels de

E. Alors ﬂE est un sous-espace vectoriel de E.
iel

Dem.
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3.1.3 Somme directe de sous-espaces vectoriels

On rappelle les définitions et propriétés suivantes :

e PROPRIETE - DEFINITION

Soit Fi,..., F, n sous-espaces vectoriels de E.
n

Alors D’ensemble ZE; = {xl 4+ 4 rn| (#1,...,2,) € Fy X -+ X Fn} est un sous-
i=1
espace vectoriel de E.

n
Ce sous-espace est appelé la somme des sous-espaces Fi,...,F, et est noté E F;
i=1

Dem.

e DEFINITION

Soient F1,..., F, n sous-espaces vectoriels de F.

n

On dit que la somme F' = F; +---+ F,, = Z F; est directe si ’écriture de tout élément
i=1

de cette somme sous la forme x = z1 + - - - + x,, avec pour tout i, x; € F;, est unique. On note

alorsF:Fl@---@Fn:®E.
i=1

e PROPRIETE

Soient [,...,[F, n sous-espaces vectoriels de F de somme [' = ZE . On a
i=1

équivalence entre :

1. la somme F' = ZFZ' est directe, i.e. F' = @Fi
i=1 i=1
2. V(x1,...,zp) EF X X Fy o1+ +x,=0=Vie[l,n],z; =0

3. Vie[l,n],Fi() <ZFJ> = {0}

i

Dem.

Remarque : Attention : la relation V(3, ])}z £ 7, FlﬂFj = {0} ne caractérise pas les sommes

directes. Par exemple R, iR et (1 + )R vérifie la relation avec les intersections mais ne sont pas en
somme directe dans C

3.1.4 Sous-espaces affines
e DEFINITION

Soit £ un K—espace vectoriel. On appelle sous-espace affine passant par a € E et dirigé par

un sous-espace vectoriel F' de E 'ensemble W = a + F' = {a + m‘m eF } F est alors appelé
la direction du sous-espace affine W

e DEFINITION

Soit deux sous-espaces affines W =a+ F et W =b+ G.
On dit que W est paralléle a W' sssi F' C G.
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e PROPRIETE
Si W =a+ F est un sous-espace affinede /. Sibe W =a+ F, alors W =b+ F

e PROPRIETE
L’intersection de deux sous espaces affines est soit vide soit un sous-espace affine.

Plus précisément si W =a+ ' et W' =b+ G, WN W est un sous-espace affine de
direction FNG. Deplus : WNW' 4 <=b—ac F+G<=abe F+G
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3.2 Applications linéaires

E et F' désignent deux K—espaces vectoriels .

3.2.1 Définitions
e DEFINITION

% On appelle application linéaire de E dans F' toute application v : E — F vérifiant :
V(z,y) € B2 Y(a, ) € K, u(az + By) = au(z) + Bu(y).
On peut aussi écrire : V(x,y) € E*, VA € K, u(z + \y) = u(z) + \u(y).

% On note L(E, F) 'ensemble des applications linéaires de E vers F.

g

Un endomorphisme de E est une application linéaire de F vers E. On note L(F)
I’ensemble des endomorphismes de E.

& Un isomorphisme est une application linéaire bijective

% un automorphisme est un endomorphime bijectif.
On note GI(E) 'ensemble des automorphismes de E

& une forme linéaire sur E est une application linéaire de E vers le corps de base K.

e PROPRIETE
La composée de deux applications linéaires est une application linéaire

e PROPRIETE
La bijection réciproque d’un isomorphisme est un isomorphisme

3.2.2 Noyau et Image
e PROPRIETE

Les images directes et réciproques d’un sous-espace par une application linéaire
sont des sous-espaces vectoriels

En particulier :
e PROPRIETE

siu € L(E,F) ker(u) =u" ' ({0r}) est un sous-espace vectoriel de d E et Im(u) = u(E)
est un sous-espace vectoriel de F'.

e PROPRIETE Caractérisation de 'injectivité

:siue L(E,F). Alors :
u est injective ssi ker(u) = {Og}

3.2.3 Structures sur les applications linéaires
e PROPRIETE

L(FE,F) est un K espace vectoriel

e PROPRIETE
(L(E),+,o0,.) est une K- algébre

¢ PROPRIETE - DEFINITION
(GI(E), o) est un groupe appelé groupe linéaire de E
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On remarquera que comme dans tout anneau, la formule du binome (sur deux éléments qui commutent)
s’applique dans L(F) : mais la multiplication est la loi o

3.2.4 Deétermination d’une application linéaire

THEOREME Détermination d’une application linéaire

Soient F et F' deux K—espaces vectoriels. Soient £, ..., F, n sous-espaces vectoriels

de F tels que : F = @Ei
i=1
Soient u, € L (F1,F), ..., u, € L(E,, F).
Alors il existe une unique application linéaire v € L(E,F) telle que pour tout
i € [1,n], u; soit la restriction de u a E;.

Dem.

3.2.5 Projecteur - symétrie

e DEFINITION

Soit F un K-espace vectoriel. On suppose que F' et GG sont supplémentaires dans E.

% On appelle projecteur (ou projection) sur F' parallélement & G' I'application :
p: E — E,x+— youy est la premiére composante de I'unique couple (y,z) € F' X G tel
que r =Yy + Z.

S On appelle symétrie sur F' paralléelement a GG 'application :

s:E— E xw y—zouyet z sont les composantes de l'unique couple (y,z) € F' x G
tel que x =y + z.

e PROPRIETE

Si p et s sont les projecteur et symétrie sur I’ parallélement & GG alors p et s sont
des endomorphismes de E et s =2p — [dg.

e PROPRIETE

Soit p un endomorphisme de E. Alors : p est un projecteur ssi pop = p.
Le cas échéant p est le projecteur sur Im(p) = ker(p — Idg) parallélement & ker(p) =
Im(p — Idg).

e PROPRIETE

Soit s un endomorphisme de E. Alors : s est une symétrie ssi sos = Idg.
Le cas échéant s est la symétrie sur Im(s + Idg) = ker(s — Idg) parallélement a
ker(s 4+ Idg) = Im(s — Idg).

e PROPRIETE - DEFINITION

n
Soient F,..., F,, n sous-espaces vectoriels de I de somme directe F = @ F;
i=1
Alors, pour tout i € [1,n], I’application p; : E — E qui & x € E associe z; € F; ou
xr=x+---+x, avec Vj,z; € I}, est le projecteur d’axe [; parallélement a @Fj.
J#i
Ces p; sont appelés les projecteurs associés a la décomposition de E sous la forme

E= éFZ
i=1

Remarquons que ’on a pour i # j, p;op; = Oy et Idg =pi +---+p,

71



Lycée Marceau Chap 3 : Révisions et compléments d’algébre linéaire MP 2024/2025

Dem.
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3.3 Familles de vecteurs

E désigne un K—espace vectoriel .

3.3.1 Combinaisons linéaires

e DEFINITION Combinaison linéaire d’une famille finie de vecteurs

Soit (2i),<;<, une famille de n vecteurs de E.
On appelle combinaison linéaire des (z;),_,, tout vecteur  de E pouvant s’écrire sous la

forme = = Z Niz; avee (A1, Az, ..., A\,) € K™

i=1

e DEFINITION Combinaison linéaire d’une famille quelconque de vecteurs

Soit I un ensemble quelconque, éventuellement infini. Soit (z;),.; une famille de vecteurs de

E.
On appelle combinaison linéaire des (z;),.; tout vecteur x de £/ pouvant s’écrire sous la

forme x = Z A;ix; avec J partie finie de I et pour tout i € J, \; € K
i
On peut aussi écrire : x combinaison linéaire des (azz)ze ; sl existe une famille de scalaires a
support fini tel que z = Z AT
iel

3.3.2 Sous-espace engendré par une partie

e PROPRIETE - DEFINITION

Soit A une partie de FE. Il existe un et un seul plus petit sous-espace vectoriel de
E (pour l’inclusion) contenant A.
On P’appelle sous-espace vectoriel engendré par A et est noté Vect(A)
Il s’agit de l’intersection de tous les sev de E contenant A. Il est inclus dans tous
les sev de F qui contiennent A

e PROPRIETE

Vect(A) est ’ensemble des combinaisons linéaires des éléments de A.

En particulier, si A = {z1,25,...,2,}, alors Vect(A) = {Z )\ﬂ:i‘ (A,...,\n) € K”}
i=1
De méme, A = (z;),.;, alors Vect(A) est ’espace des combinaisons linéaires des z;

3.3.3 Familles génératrices

e DEFINITION Famille génératrice finie.

Soit # = (7;),;c, une famille finie de n vecteurs de E. On dit que ¥ est génératrice si
E = Vect {xy,...,x,} i.e.si tout élément de E s’écrit comme combinaison linéaire des (z;)

i€[1,n]

e DEFINITION Famille génératrice quelconque.

Soit I un ensemble quelconque, (éventuellement infini ). Soit .# = (x;),., une famille de vecteurs de
E.

On dit que .7 est génératrice si F = Vect {xl|z el } i.e. si tout élément de F s’écrit comme
combinaison linéaire des (x;)

el
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e PROPRIETE

L’image d’une famille génératrice par une application linéaire surjective est gé-
nératrice.

Remarque : Si on ne sait rien de la surjectivité de 'application linéaire u, on peut juste dire que
I'image par u d’une famille génératrice est une famille génératrice de Im(u)

3.3.4 Familles libres
e DEFINITION Famille libre finie.

Soit F = (¥;),,, une famille finie de n vecteurs de E. On dit que .7 est libre si
V()\l,...,)\n) EK”, )\11’1+)\21’2+...,)\n$n:OE:>)\1 =g =+ :)\n:OK

e DEFINITION Famzlle libre quelconque.

Soit I un ensemble quelconque, (éventuellement infini ). Soit . = (x;),., une famille de vecteurs de
E

On dit que .Z est libre si toute sous-famille finie est libre i.e. pour toute sous-famille finie
(5);c5 de (zi);cps on a Z)\ja:j =0 =VjeJ =0

jeJ

e DEFINITION
Une famille liée est une famille qui n’est pas libre

e PROPRIETE

Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
Toute sur-famille d’une famille liée est liée.

e PROPRIETE
L’image d’une famille libre par une application linéaire injective est libre.

3.3.5 Bases
e DEFINITION

Une base est une famille libre et génératrice

e PROPRIETE - DEFINITION

Soit (e¢;);.; une base de vecteurs de £. Alors pour tout vecteur x de [, il existe
une unique famille presque nulle ();),.; de scalaires (i.e. les ); sont tous nuls sauf

éventuellement un nombre fini d’entre eux) telle que = = Z A\i€;
icl

Les )\; s’appellent les coordonnées de z dans la base (¢;),,

¢ THEOREME Détermination d’une application linéaire.

Soient I et I' deux K—espaces vectoriels. Soient (¢;),., une base de E et (f;),.; une
famille de vecteurs de F'.
Alors il existe une unique application linéaire u de F vers F vérifiant : Vi € I, u (e;) =

fi

e COROLLAIRE

Pour montrer que deux applications linéaires sont égales, il suffit de démontrer
qu’elles coincident sur une base de E.
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e PROPRIETE

Soient E et [' deux K—espaces vectoriels et u une application linéaire de E verskF'.
Soit (e;),.; une base de E. Alors :

% u est injective <= (u(e;)),.; est une famille libre de F

% u est surjective <= (u(e;)),.,; est une famille génératrice de F

% u est bijective <= (u(e;)),.; est une base de F
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3.4 [Espaces vectoriels de dimension finie

3.4.1 Notion de dimension

e DEFINITION

On dit qu'un K—espace vectoriel E est de dimension finie s’il posséde une famille génératrice
finie.

e PROPRIETE - DEFINITION

Un K—espace vectoriel E est de dimension finie posséde au moins une base.
Toutes les bases de E ont alors le méme nombre d’éléments. Ce nombre commun
est appelé dimension de FE.

e THEOREME Théoréme de la base incompléte

Soit (ei,...,e,) une famille libre d’un K—espace vectoriel £ de dimension fi-
nie n. Alors il existe n — p vecteurs de E, (ey;1,...,e,), tels que la famille
(€1,...,€p,€pt1,...,€,) soit une base de E.

e PROPRIETE

Soit F un K—espace vectoriel £ de dimension finie n et soit % = (e1,...,¢e,) une
famille de n vecteurs de E. Alors :
7 est une base de ' <= % est une famille libre <= .% est une famille
génératrice

3.4.2 Dimension d’un sous-espace vectoriel

e THEOREME
Soit £ un K— espace vectoriel de dimension finie n. Alors :

& Tout sous-espace vectoriel F' de E est de dimension finie p < n

% Si F est un sous-espace vectoriel de F, alors : dim(F) = dim(F) <= F = FE

e THEOREME

®» Tout sous-espace vectoriel ' d’un K— espace vectoriel £ de dimension finie
admet au moins un supplémentaire G.

% Une base de E obtenue en complétant une base de F' par une base de G est
appelée ”base adaptée” a la décomposition de F en la somme directe £ = F&G

% On généralise : si I, ..., F, sont g sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel
q

E de dimension finie tels que F = @E alors la réunion d’une base de F},
i=1

d’une base de Fj, ..., une base de I, est une base de IV appelée ”base adaptée”

a la décomposition de E en somme directe des F;

e PROPRIETE Formule de Grassmann

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de dimension finie d’un K—espace vectoriel
E. Alors :
F + G est de dimension finie et dim(F' + G) = dimF' + dimG — dim(F' N G)
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e COROLLAIRE C(aractérisation des sous-espaces supplémentaires en dimension finie

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de £ un espace de dimension finie. Alors :
E=F&G<+< FNG = {0} et dim(F) = dimF + dimG <= E = F 4+ G et dim(E) =
dim /" + dimG

e PROPRIETE
Soient [7,...,F, q sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel £/ de dimension

q q
finie. Alors : dim (Z E) < Zdim (F).
i=1

i=1

q q q
De plus : dim Z EF | = Zdim (F;) <— la somme Z F; est directe.
i=1 i=1

=1

Dem.

3.4.3 Rang d’une application linéaire

e DEFINITION

Soit w une application linéaire. Si Im(u) est de dimension finie, on appelle rang de u la
dimension de I'image de v : rg(u) = dim(Im(u))

e THEOREME

Soient F et F' deux K—espaces vectoriels, u : E — F une application linéaire. Alors
si H est un supplémentaire dans £ du noyau de u, la restriction de v & H est un
isomorphisme de H vers Im(u)

e THEOREME Théoréme du rang

Soient E et F deux K—espaces vectoriels avec £ de dimension finie. Soit u une
application linéaire de E vers F. Alors : dimFE = dim(ker(u) + rg(u)

e THEOREME Caractérisation des isomorphismes en dimension finie

Soient E et F' deux K—espaces vectoriels de dimension finie avec dimFE = dimF.
Soit u une application linéaire de E vers F. Alors : u est un isomorphisme <=
u est injective <= u est surjective
< e L(F,E);uov=1Idp <= Jwe L(F,E);wou=Idg

e PROPRIETE

Soit E, F, G trois K—espaces vectoriels et soient u € L(E, F) et v € L(F,G) de rang
fini. Alors rg(vowu) < min(rg(u),rg(v)) .

e PROPRIETE Invariance du rang par composition par un isomorphisme

7



Lycée Marceau Chap 3 : Révisions et compléments d’algébre linéaire MP 2024/2025

Si u et v sont deux applications linéaires avec u de de rang finie.
Si v isomorphisme alors u o v est de rang fini et rg(uov) = rg(u).
Si w isomorphisme alors w o u est de rang fini et rg(w o u) = rg(u).

3.4.4 Interpolation de Lagrange

On considére (ag, ay, ..., a,) € K" n+1 scalaires distincts 2 & 2 et (yo, y1, - - ., ¥n) € K" n+1 scalaires
quelconques. On cherche & savoir §'il existe un/des polynomes P € K[X] tels que Vi € [0,n], P (a;) = ;.

e THEOREME

Soit (ag,ay,...,a,) € K" n+ 1 scalaires distincts 2 a 2. Alors
K,[X] — Krt+t
P —  (P(ao), P(a1),. .., P(a,

Papplication ¢ : est un isomorphisme.
; )

En particulier :
il existe un et un seul polynome F, € K,,[X] tel que Vi € [0,n], P, (a;) = y;-

e DEFINITION

Soit (ag, ay,...,a,) € K™ n + 1 scalaires distincts 2 a 2.
X —a;
On pose pour i € [0,n], L; = | | . les polynomes (Lg,Ly,...,L,) sont appelés
a. — a .
gAY
polynomes interpolateurs de Lagrange associés a la famille (ag, aq, ..., a,)

e PROPRIETE
La famille (Lg, L1, ..., L,) est une base de K, [X]

e PROPRIETE
L’unique polynome polynome P, € K,[X] tel que Vi € [0,n], Py (a;) = y; est :

Py = Z yi L.
=0

e Ezxercice : Déterminer tous les polynomes P vérifiant Vi € [0,n], P (a;) = v
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3.5 Formes linéaires et hyperplans

Soit E un K—espace vectoriel.
e DEFINITION
Le dual de E est l'espace E* = L(F,K) des formes linéaires sur FE.

Remarque Si E est de dimension finie, E* est aussi de dimension finie et on a dim(E£*) = dim(F)

e DEFINITION
On appelle hyperplan de E le noyau d’une forme linéaire non nulle.

e PROPRIETE Définition équivalente

Un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel de £ de codimension 1 i.e. un
sous-espace vectoriel de £ admettant un supplémentaire de dimension 1.

e PROPRIETE

Si E est un K—espace vectoriel de dimension finie, les hyperplans de E sont les
sous-espaces vectoriels de £ de dimension dim(FE) — 1

e PROPRIETE

Soient ¢ et # deux formes linéaires non nulles sur £. On suppose qu’elles ont le
méme noyau. Alors elles sont proportionnelles

3.6 Equations linéaires

e DEFINITION

Une équation linéaire est une équation du type u(z) =0 (£) ou :

v u est une application d’un espace vectoriel £ dans un espace vectoriel F'
v b est un élément de F'
v linconnue z est dans F

Le vecteur b est appelé second membre de ’équation linéaire.
L’équation & : u(x) = 0 est appelée I’ équation homogéne associée a €

e PROPRIETE

1. L’ensemble S, des solutions &, est un sous-espace vectoriel de F

2. L’ensemble S des solutions de £ est soit vide soit un sous-espace affine de
direction Sj.
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3.7 Matrices

3.7.1 Matrices rectangulaires

On note ., ,(K) I’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K
e PROPRIETE - DEFINITION

M, ,(K) est un K—espace vectoriel de dimension finie : n x p.

Plus précisément, une base est la famille (E;;) iep. constituée des
Tojeltp]
matrices élémentaires , cette base étant appelée la base canonique de .7, ,(K).

e DEFINITION produit de matrices.
Soient A € A, ,(K) et B € #,,K) avec A = (a;;)

matrice C' = A x B est la matrice C' = (¢;;)

p
Cij = E Qi bk, j
k=1

e PROPRIETE

On note respectivement F;;, F;,; et Ej; les matrices élémentaires de ./, ,(K),
My ,(K) et A, ,(K). Alors : on a : E;; E,’i,?é =k E;’Z

et B = (b@j) i;i . Alors la
1

p
q
e M, ,(K) on, pour tout i et j, on a :

e DEFINITION
Soit A = (ai,j) 1
AT — ! -,

iyj
J

<i<n

<Ji<p

<» € Mp,uy(K) ou, pour tout (z,5), on a : a;’j = a;,
<n

€ M, ,(K). On appelle transposée de A, la matrice

Remarque Une "ancienne” notation pour la transposée est ‘A = A"

PROPRIETE

La transposition est linéaire et vérifie : VA € ., ,(K),VB € 4, ,K), (AB)" = BT AT
De plus : VA € 4, ,(K), (AT)T = A.

3.7.2 Matrices carrées
e PROPRIETE

L’ensemble .7, (K) des matrices carrées d’ordre n est une K—algébre de dimension

finie : n2.

e Sous espaces particuliers de 4, (K)

% L’ensemble S, (K) des matrices symétriques (A" = A) est un sous-espace de .#,(K) de dimen-
. nn+1)
sion ——
% L’ensemble A, (K) des matrices antisymétriques (A" = —A) est un sous-espace de ., (K) de
n(n—1)
2 .
Remarquons que ces deux sous-espaces sont supplémentaires dans ., (K)

dimension

L’ensemble D,,(K) des matrices diagonales est une sous-algébre de ., (K) de dimension n

g 0

L’ensemble 7,’(K) des matrices triangulaires supérieures est une sous-algébre de ., (K) de
. . n(n+1)
dimension ——=

% L’ensemble T)(K) des matrices triangulaires inférieures est une sous-algébre de ., (K) de
n(n+1)

dimension 5
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3.7.3 Matrices inversibles

¢ DEFINITION

Soit A € ., (K). On dit que A est inversible si il existe B € .#,,(K) telle que AB = I,, = BA.
Le cas échéant, B est unique, est appelée inverse de A et est notée A~

e PROPRIETE - DEFINITION

L’ensemble GIl,(K) des matrices inversibles d’ordre n est un groupe, appelé
groupe linéaire d’ordre n .

e PROPRIETE
Pour Aet B dans Gl,,(K),on a : (AB)' =B 'A! et (AT)f1 = (A”)T.

e PROPRIETE

Soit A € #,(K). Alors :
Ainversible <= 3B € #,(K)|AB=1, <= 3C¢€ #,(K)|CA=1I,

3.7.4 DMatrices d’une famille de vecteurs, d’'une application linéaire
e DEFINITION

Soit & = (ey,...,e,) une base de E. Soit x € E.

€y
. . x2

On appelle matrice de = dans la base % , la matrice colonne X = | " | = matg(x) avec
Ty

(x1,22,...,x,) les coordonnées de = dans la base A

e DEFINITION Matrice d’une famille de vecteurs

Soit # = (e1,...,e,) une base de E. Soit .# = (uy,us,...,u,) une famille de p vecteurs

de E. On appelle matrice de .# dans la base & , la matrice A d’ordre (n,p) définie par

A= (a;;) 1<i<n = maty(F) ou pour tout j € [1,p], u; = Zamei, i.e., la matrice d’ordre

1<j<p

i=1
(n,p) dont la j—iéme colonne est constituée des coordonnées de u; dans la base % pour tout

7.
e DEFINITION Matrice d’une application linéaire.

Soit # = (e1,...,¢€p) une base de E et € = (ey,...,e,) une base de F' Soit u une application
linéaire de E vers F.
On appelle matrice de u dans les bases & de E et ¥ de F' , la matrice A d’ordre (n,p)

définie par A = (a; ;) <n = matye(u) oit pour tout j € [1,p], u(e;) Za”el, ie., la

St
SJi<rp

1

1
matrice d’ordre (n,p) dont la j—iéme colonne est constituée des coordonnées de u (g;) dans la
base ¢

e DEFINITION Matrice d’un endomorphisme.

Soit B = (e1,...,6,) une base de E et u un endomorphisme de FE. On appelle
matrice de v dans la base & de E , la matrice A carrée d’ordre n définie par A =

(@ij)1<; j<pn = Maty(u) = maty z(u) ot pour tout j € [1,n], u(e;) = Z a; j€;, i.e., la matrice

carrée d’ordre n dont la j—iéme colonne est constituée des coordonnées de u (£;) dans la base

i
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e PROPRIETE

Etant données une base % de E et une base ¥ de F. Soit x € FE, y € F et u une
application linéaire de E versF'. On pose X, Y et A les matrices respectives de =z, y
et u dans les bases # et ¥ : X = matg(x) , Y = maty(y) et A = matyzy(u). Alors on
a I’équivalence suivante :

y = u(x) = Y =AX

e PROPRIETE

Etant données une base % de F et une base ¢ de F, ’application qui a u € L(E, F)
associe maty ¢ (u), est un isomorphisme de L(E, F') vers .#,,(K)

e PROPRIETE

Soient une base 4 de E, une base ¥ de F et une base ¥ de (. Soient u une
application linéaire de E vers F', et v une application linéaire de F' vers G. Alors
matyg (v ou) = maty o(v) X matyg 4 (u).

3.7.5 Formules de changement de bases, matrices équivalentes et matrices
semblables

DEFINITION

Soit B et %A’ deux bases de E. On appelle matrice de passage de % vers %' , la matrice
Pg/ = matgg(@/).

Remarque La matrice de passage de & vers %' est aussi la matrice de Idg dans les bases &’ et &

e PROPRIETE Formule de changement de bases pour les vecteurs

Soit # et %' deux bases de E. On pose P matrice de passage de %4 vers %'. Soit
x € E. On note X la matrice de x dans la base Z et X’ la matrice de = dans la base
A. Alors | X =PX'|

e PROPRIETE Formule de changement de bases pour les applications linéaires

Soient % et %' deux bases de E, € et ¢’ deux bases de F. On note P la matrice de
passage de % vers %' et () la matrice de passage de ¢ vers €. Soit v une application

linéaire de £ vers F. On note A = matg«(u) et A’ = maty ¢ (u). Alors |A'=Q 'AP

e PROPRIETE Formule de changement de bases pour les endomorphismes

Soient % et % deux bases de E. On note P la matrice de passage de % vers
%#'. Soit u un endomorphisme de E. On note A = maty(u) et A" = maty (u). Alors

A =P AP

e DEFINITION

& Soit (A, B) € (M,,(K))>. On dit que A et B sont équivalentes s'il existe P € GI,(K)
et Q € Gl,(K) telles que B=Q'AP

2= Soit (A, B) € (,(K))>. On dit que A et B sont semblables s'il existe P € GI,,(K)
telle que B=P'AP

Remarque : les relations d’équivalence des matrices de .4, ,(K) et de similitude des matrices de
A, (K) sont des relations d’équivalence.
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e PROPRIETE

Soient (A, B) € (#,(K))” et P € GI,(K) telles que B = P 'AP . Soit Q € K[X].
Alors Q(B) = P'Q(A) P

3.7.6 Rang d’une matrice

e DEFINITION

Soit A € A, ,(K). On note %, la base canonique de K" et %, la base canonique de K” et u
'application linéaire canoniquement associée & A i.e A = maty, »,(u). On appelle rang de A
(et on note rgA) le rang de u. C’est aussi le rang de la famille des vecteurs colonnes de A.

e PROPRIETE

Si u est une application linéaire et A une matrice qui représente u dans deux
bases quelconques. Alors rg(A) = rg(u).

e THEOREME
Soit A € 4, ,(K). Soit r le rang de A. Alors il existe U € GI,(K) et V € GI,(K) telles

¥y ] (IT) ‘ (Or‘.pfr) )
ue A=UJ,V ou J, est la matrice J, = ’ .
4 ( (On-r) | Onrpr)

e COROLLAIRE

Si A est une matrice, alors rg (AT) =rg(A).

e PROPRIETE

Soit A € #,(K). Alors :
AeGl,(K) <= 1gA=n <= A estla matrice d’'un automorphisme de K"

e DEFINITION Opération élémentaire

On appelle opération élémentaire sur une matrice A € .7, ,(K) I'une des six opérations

suivantes :
C; +— M\C; ()\ 7& O) Dilatation Multiplication de C; par un scalaire non nul
C; +— C} Transposition Echange des colonnes C; et C;
Ci+— Ci+XC; (AeK) Transvection Ajout a C; d'un multiple de C; (avec i # j)
L; +— \L; (AN #£0) Dilatation Multiplication de L; par un scalaire non nul
Li<+— L; Transposition  Echange des lignes L; et L;

Li<— L;+)XL; (Ae€K) Transvection Ajouta L; d'un multiple de L; (avec i # )

e PROPRIETE

2 Effectuer une opération élémentaire sur une ligne ou une colonne d’une ma-
trice revient a multiplier celle-ci par une matrice inversible.

% On ne change pas le rang d’une matrice en effectuant des opérations élémen-
taires sur les lignes ou les colonnes de celle-ci

e PROPRIETE

Une matrice T carrée triangulaire est inversible si et seulement si ses coefficients
diagonaux sont tous non nuls.
Le cas échéant ’inverse de T' est une matrice triangulaire (de méme ”coté&” que 7))
dont les coefficients diagonaux sont les inverses des coefficients diagonaux de 7.
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e PROPRIETE

Une matrice D diagonale est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux
sont tous non nuls.

Le cas échéant I’inverse de D est la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux
sont les inverses des coefficients diagonaux de D.

3.7.7 Matrice par blocs

e DEFINITION
Une matrice par blocs , décomposée en 2 x 2 blocs, est une matrice de la forme

CL171 e alyp b171 Ce qu
M = Al B _ Ap1 .. Qpp bn,l e bn,q
C|D 11 .- Cip d1,1 ... qu
cm,l e Cm,p dm,l . dm,q
A et B ayant méme hauteur, tout comme C' et D. A et C' ayant méme largeur, tout comme B

et D.

e DEFINITION

Une matrice par blocs , décomposée en n x p blocs, est une matrice de la forme
Avg | Ay

M = : : ou les différentes matrices A; ; ont les "bonnes” dimensions
Api |- | Ay

Pour des matrices par blocs de tailles compatibles, on peut effectuer une combinaison linéaire
de telles matrices ainsi que calculer la transposée. A titre d’exemples, on a si a et [ sont deux

!/ !
scalaires et M et M’ sont les matrices M = ( g IB; ) et M' = ( é, ZB)’ ), alors aM + SM' =

aA+ A ‘ aB + B’
aC +pC" | aD +BD" )

AT CT
B' | D )
e PROPRIETE Produit matriciel par blocs

Soient M et M’ deux matrices par blocs (décomposées en 2 x 2 blocs), avec

des blocs de tailles compatibles avec les produits matriciels, M = < é IB; > et

A | B
e (A1),
AA/+BC’\AB’+BD/
Y //:
Alors M M (CA’+DC’CB’+DD/>

Avec les mémes notations, on a M ' = (

¢ PROPRIETE Produit matriciel par blocs

Soient M et M’ deux matrices par blocs (décomposées en blocs compatibles avec les produits matriciels), M =

Ara Alﬁp Bi1, Blﬁq CLl Cl,q
: : et M' = : : . Alors M M’ = : : avec VY(i,j) € [1,n] x
An,l cee An,p Bp,l ce Bp,q Cn,l ce Cn,q

P
[1,q],Ci; = Z A; kB, ;
k=1

Exercice - Si A= ( 0 | =1n >, calculer A2

I,| 0O
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e PROPRIETE Matrice triangulaire par blocs

Soient P € .#,(K),Q € #,K) et A € #,,K). On pose M = <%‘%> € My q(K). Si

P et () sont inversibles, alors M est également inversible et on a M~ de la forme
= (B
— oo

Dem.

e PROPRIETE Matrice diagonale par blocs

Soient A € #,(K),B € #,K) et M = ( 161 g ) € Mpi4(K). On suppose que A et

B sont inversibles. Alors :

-1
1. M est inversible d’inverse M ' = ( AO Bql )

2. SiPeK[X],P(M):<P(A) v )

e Remarque Ces résultats se généralisent sans peine pour les matrices avec plus de blocs

3.7.8 Trace d’une matrice carrée, trace d’un endomorphisme

e DEFINITION
Soit A = (ai’j)ng.’jgn € %n(K)

On appelle trace de A le scalaire tr(A) défini par : tr(A) = Z a;; (somme des coefficients
i=1

diagonaux)

e PROPRIETE

My(K) — K
A — tr(A)

2. VA € #,(K),tr (AT) = tr(A)
3. Y(A, B) € (M, (K))? ,tr (AB) = tr(BA)

4. Deux matrices semblables ont la méme trace

1. L’application tr: < ) est une forme linéaire

Dem.

e DEFINITION

Soit F un K—espace vectoriel de dimension finie. Soit u € L(FE). tr (matg(u)) ne dépend pas
de la base de E choisie. On appelle cette valeur commune la trace de u .

e PROPRIETE

L’application qui & un endomorphisme associe sa trace est une forme linéaire.

e PROPRIETE
Soit £ un K—espace vectoriel de dimension finie et p un projecteur de F. Alors
rg(p) = tr(p)
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Dem.
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3.8 Déterminants

3.8.1 Déterminant d’une famille de vecteurs

e THEOREME Théoréme fondamental sur les déterminants .

Soit £ un K—espace vectoriel de dimension finie n.

1. L’ensemble des formes n—linéaires alternées sur E" est un K—espace vectoriel
de dimension finie 1.

2. Soit &4 = (ej,ey,...,6,) une base de FE. Alors l'application qui a la fa-

n

mille .7 = (z1,29,...,2,) telle que Vj € [l,n], z; = Zamei, asso-
i=1
cie dety (r1,79,...,2,) = Z8(0’)@0(1)_’1...a(,(n)’,,,/ est une forme n—linéaire
gESy
alternée sur E" non nulle. Cette valeur dety(x1,2s,...,7,) est appelée
déterminant de la famille (zy,z,,...,7,) dans la base # .

On rappelle que e(0) est la signature de la permutation o.

e PROPRIETE

% On ne change pas le déterminant en ajoutant & un vecteur une combinaison
linéaire des autres vecteurs

& Le déterminant d’une famille liée est nul

2 Une famille .# de n vecteurs de F est une base de FE ssi dety (%) # 0

e PROPRIETE Formule de changement de bases

Soient # et ¢ deux bases de E. Alors |dety = dety (#) x dety = x dety

1
det(@ (cg)

3.8.2 Déterminant d’un endomorphisme

e DEFINITION

Soit F un K—espace vectoriel de dimension finie n. Soit v € L(E). Il existe un unique sca-
laire noté det(u), appelé déterminant de u, tel que pour toute base & de E et toute famille
(x1,...,2,) de E, on ait :

dety (u(zy),...,u(x,)) =det(u) x dety (x1,...,2,)

e PROPRIETE

V(u,v) € (L(E))*, YA € K,
1. det (Idg) =1

2. det (Au) = A\"det(u)

3. det(uowv) = det(u)det(v)
4

1
det(u)

. u est un automorphisme <= det(u) # 0. Dans ce cas, det (zfl) =
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3.8.3 Déterminant d’une matrice carrée

e DEFINITION

Soit A = (ai;),; j<n € #x(K). On appelle déterminant de A le déterminant de la famille
des vecteurs colonnes de A dans la base canonique de K".

a1 ... Q1pn

Ainsi det (A) = = Z 8(U)aa(l),l <o Uo(n)n

Qp1 .. GQpnp o€Sn

e PROPRIETE

Si A est une matrice triangulaire, det(A) est le produit des coefficients diagonaux.

e PROPRIETE
Soit # est une base de F et u € L(E). Alors det (matg(u)) = det (u).

e PROPRIETE
(A, B) € (M,(K))*, VA €K,

1. det (AA) = A"det(A) 4. A est inversible <=  det(A) # 0.
1
2. det(AB) = det(A)det(B) Dans ce cas, det (A_l) =
det(A)

3. det (A7) = det(A)

e COROLLAIRE

Deux matrices semblables ont le méme déterminant

e PROPRIETE Opérations sur les lignes et les colonnes d’un déterminant

% Le déterminant d’une matrice ayant deux colonnes (ou lignes) proportion-
nelles est nul

% Le déterminant d’une matrice dont une colonne (resp . ligne) est combinaison
linéaires des autres colonnes (resp. lignes) est nul

% Faire subir 4 une matrice une transposition multiplie son déterminant par —1

g

Faire subir 4 une matrice une transvection laisse invariant le déterminant.

% Faire subir & une matrice une dilatation de rapport A\ multiplie son détermi-
nant par A\

Remarque On peut également effectuer des transvections par blocs qui consistent en des trans-
vections usuelles faites simultanément mais ot les rangées ajoutées ne sont pas parmi les rangées
transformées. Par exemple pour une matrice 2n x 2n constituée de 4 blocs (n,n), les opérations
C; < C; + \Ciyyp, pour i;n [1,n] forment une transvection par blocs.

Le déterminant est également invariant par transvection par bloc.

e PROPRIETE Développement par rapport a une ligne ou une colonne.
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Soit A = (ai,j) S .%,L(K)

1<i,g<n

2 Développement par rapport a la i—iéme ligne : |det(A) = Z a; j (—1)" A

J=1

% Développement par rapport a la j—iéme colonne : |det(A) = Z a; (—1)7"4”' A
i=1

ou A;,; désigne le déterminant de taille (n — 1) x (n — 1) obtenu a partir de A en
supprimant la i—iéme ligne et la j—iéme colonne de A.

e DEFINITION

&S A, ; s’appelle le mineur d’indice(7,j) de A

& (—1)" A; ; s’appelle le cofacteur d’indice(7, j) de A

% On appelle comatrice de A, notée com(A), la matrice des cofacteurs de A

e PROPRIETE
VA € M,(K), | Ax (com(A))" = (com(A))" x A=det(A) I,

e COROLLAIRE

1
Si VA € #,(K) est inversible, |A™! = det(A) (com(A))"
oo fa b . . 1 d —b
En particulier, si A = (c d) est inversible, A™" = e <—c a >
e PROPRIETE
Al,l . Al,p
Si A est une matrice triangulaire par blocs de la forme A = e alors
0 Ay

det(A) = ﬁ det (A;;)
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3.8.4 Exercices et résultats classiques

1 a; a? ar!
. . . 1 ay a as
1. Déterminant de Vandermonde : Déterminer le déterminant V' (a4, ..., a,) = ,
1 a, a> ... a!
On montrera |V (ay,...,a,) = H (a; — a;)
1<i<j<n
2 1 0 0
1 2 1

2. Déterminants tridiagonaux : Calculer le déterminant n xn : A, =|90 1 2

N = O

On cherchera une relation de récurrence liant A, o, Apiq et A,

3. Formules de Cramer : On considére le systéme linéaire n x n s’écrivant matriciellement : AX = B

by T
ouB=| :|,X=1]:|.Onsuppose que A est une matrice inversible. Montrer que ce systéme
by, Tn
I
(dit systéme de Cramer) posséde une unique solution et que cette solution X = i | est telle
Ty
que : Vj € [L,n], |z; = detl(A) x det (Cy,...,Cj_1,B,Cj4q,...,Cy) | ot les Cy sont les colonnes

de A
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