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4.1 Eléments propres d’'un endomorphisme, d’une matrice carrée

E est un K espace-vectoriel (K =R ou C), et u un endomorphisme de E.

4.1.1 Sous-espaces stables par u

4.1.1.1 Deéfinitions

e DEFINITION
Un sous-espace vectoriel F' de E est dit stable par u lorsque u(F) C F.

e DEFINITION

F

Si I sev de E est stable par u, up : ( =
r — ux

) ) est un endomorphisme de F' appelé

endomorphisme induit par u sur F'.

qui est un endomorphisme de F' (et qui n’est défini que si F' est un sev de E stable par u) avec la
restriction de u a F :

(F — FE
Urel g — u(z
sev F' de E).

. . , . . . F — F
e Attention a ne pas confondre 'endomorphisme induit par w sur F' : up : ( )

) ) qui est une application linéaire de F' vers E (et qui est définie pour tout

e Exemple : Si F = F @ G et p est la projection sur F' parallelement a G, alors F' = Im(p) et
G = ker(p) sont stables par p et p;r =Idp et pje = Orc).

4.1.1.2 Propriétés
e PROPRIETE

Si v € L(F) et commute avec u, alors ker(v) et Im(v) sont des sev de F stables par
Uu.

Dem.

e PROPRIETE

Pour tout polynéme P de K[X], ker(P(u)) et Im(P(u)) sont des sev de E stables par
Uu.

Dem.

4.1.1.3 Lien avec les matrices

Désormais E est supposé de dimension finie n, F' est un sev de E de dimension p avec 1 <p<n—1et
Br = (e1,..,€,) une base de F. G est un supplémentaire de F' dans E et Bg = (€p41, .., €,) une base de
G. Rappel : B = (ey,..,€,) est une base de £ = F & G.
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e PROPRIETE

F est stable par u si et seulement si A = Matg(u) est triangulaire par blocs de la
forme < ? g ) avec B € My(K), D € M,,_,(K). B est la matrice de ur dans la
base Bf.

Dem.

e Réciproquement, si dans une base B’ = (ef, .., ¢}) de E, A’ = Matp (u) est triangulaire par blocs de

! /
la forme ( 0 D ) avec B' € M,(K), D" € M, _,(K), alors I = Vect(e}, .., e},) est un sev de £

stable par u, et B’ est la matrice de u)p dans la base (€}, ..,e,) de F”.

e PROPRIETE
F et GG sont stables par u si et seulement si A = Matg(u) est diagonale par blocs de

la forme g 109 avec B € M,(K), D € M,,_,(K). Dans ce cas, B est la matrice de

u)r dans la base Br et D la matrice de v dans la base Bg.

e Réciproquement, si dans une base B’ = (e}, ..,¢),) de B, A’ = Matg (u) est diagonale par blocs

/
de la forme < Z; l())’ ) avec B' € M,(K), D' € M,_,(K), alors F' = Vect((e},..,€}) et G' =

p

Vect((e;,,1, .., €,) sont deux sev de E stables par u (et supplémentaires dans E). De plus B’ est la
matrice de ujp dans la base (€}, .., ¢,) de F' et D' est la matrice de uje dans la base (¢}, ,, .., €},)

de G’

e Ces deux propriétés se généralisent a la décomposition de E en somme directe d’un nombre fini de
sev de E stables par u.

4.1.1.4 Polyndémes d’un endomorphisme induit

E est un K espace-vectoriel, © un endomorphisme de E et F' un sous espace-vectoriel de E stable par u.
e PROPRIETE

Pour tout polynéme P de K[X], F est stable par P(u) et (P(u))r, endomorphisme
induit par P(u) sur F est P(up).

Dem.

e PROPRIETE
Ann(u) C Ann(u)r).

Dem.

e PROPRIETE

Si v a un polynéme minimal (ce qui est toujours le cas lorsque E est de dimension
finie), alors u|r @ un polynéme minimal et Ty p divise m,.

Dem.
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4.1.2 Vecteurs propres, valeurs propres de u

4.1.2.1 Droites stables, vecteurs propres

e PROPRIETE

Soit d € F, d # 0g, et D = Vect(d) : D est stable par u si et seulement si 3y € K,
u(d) = pd.

Dem.
e DEFINITION
Un vecteur x de E est dit vecteur propre de u lorsque x # Og et la droite Vect(z) est stable

par u c’est a dire lorsque : I € K, u(z) = px. Le scalaire p est alors unique, c’est la valeur
propre associée au vecteur propre .

4.1.2.2 Valeurs propres
e DEFINITION

Un scalaire o € K est dit valeur propre de u lorsque 3z # 0p /u(x) = px c’est a dire lorsque
ker(uly —u) # {0g}. Les vecteurs x # O tels que u(x) = pa sont les vecteurs propres associés
a la valeur propre pu.

4.1.3 Sous-espaces propres de u

4.1.3.1 Définitions
e DEFINITION

L’ensemble des valeurs propres de u se nomme spectre de u et sera noté Sp(u).

e DEFINITION

Pour i € Sp(u), le sous espace propre associé a la valeur propre ;1 est 'espace E,(u) =
ker(uly — w). Il se compose de Op et des vecteurs propres associés a la valeur propre p. Si E
est de dimension finie, dim(£,(u)) = dim(E) — rg(puly — )

4.1.3.2 Propriétés
e PROPRIETE

Si v commute avec u, les sous espaces propres de u sont stables par v.

Dem.

e PROPRIETE

Si 1 € Sp(u), E,(u) est stable par u et ’endomorphisme induit par u sur E,(u) est
I’homothétie de rapport .

Dem.

95



Lycée Marceau Chap 4 : Réduction des endomorphismes MP 2024/2025

e PROPRIETE

p
Si p1, ..., 1, sont p valeurs propres distinctes de u, alors Z E, (u) = @E,,,k(u)

k=1 k=1
Dem.
e PROPRIETE
Si xz1,...,x, sont p vecteurs propres de u, associés a des valeurs propres distinctes,
alors (z1,...,x,) est un systéme libre.
Dem.

o COROLLAIRE

si £ est de dimension fine n, alors v admet au maximum n valeurs propres
distinctes.

4.1.4 Propriétés
4.1.4.1 Eléments propres des polynémes de u

Soit P un polyndéme non nul & coefficients dans le corps K.

e PROPRIETE

Si ;1 est une valeur propre de u et z un vecteur propre associé a y, alors [P(u)](x) =
P(u).x donc P(u) est valeur propre de P(u), et = est un vecteur propre de P(u) pour
cette valeur propre.

Dem.

e PROPRIETE

Si P est un polyndéme annulateur de u, les valeurs propres de u sont parmi les
racines du polynéme P.

Dem.

e PROPRIETE

Si u admet un polynéme minimal (ce qui est toujours le cas lorsque E est de
dimension finie), il a un nombre fini de valeurs propres car {t € K, 7,(¢t) = 0} est un
ensemble fini.

Dem.
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4.1.4.2 Exemples

On suppose que £ = F & G avec F' # {0g} et G # {0g}
e Si u est ’homothétie de rapport k alors, Sp(u) = {k} et Ex(u) = E.
e Si u est la projection sur F' parallélement a G : Sp(u) = {0,1}, Ey(u) = F et Ey(u) = G.
e Si u est la symétrie sur F parallelement a G : Sp(u) = {—1,1}, Ey(u) = F et E_;(u) = G.

4.1.5 Eléments propres d’une matrice carrée

Soit n € N* et A € M,,(K)

4.1.5.1 Définitions

e Rappel : ’endomorphisme canoniquement associé & A est 'endomorphisme u de K" dont
la matrice dans la base canonique (ey,...,&,) de K" est A.

e Si A= (aij)(

i el W est défini par : Vj € [1,n], u(e;) = Zaijei
i=1

e DEFINITION

Les valeurs propres de A sont celles de u, leur ensemble, le Spectre de A , est noté Spg(A)
(ou seulement Sp(A) si aucune confusion n’est possible). Spx(A) a donc au plus n éléments

dans K.

e PROPRIETE
€ Spx(A) < Jx #0 ‘ u(z) = pr & il existe une colonne X # 0 telle que AX = pX.

Cela signifie que le systéme linéaire AX = uX ou (ul, — A)X = 0 n’est pas un systéme de Cramer,
que la matrice pl, — A n’est pas inversible, que rg(ul, — A) < n, que det(ul, — A) = 0.

e PROPRIETE

Les vecteurs propres de A sont les colonnes qui représentent les vecteurs propres
de u dans la base canonique : Si X est une colonne de n scalaires du corps K, c’est
un vecteur propre de A si et seulement si : X #0 et Jue K | AX = puX.

e PROPRIETE

Si pn € Spk(A), le sous-espace propre de A associé a pu est E,(A) =
{ colonnes X ‘ AX = /LX}, c’est donc le "noyau" de ul, — A, qui, d’aprés le théo-
réme du rang a pour dimension n — rg(ul, — A).

Attention , R est un sous corps de C, A, matrice de M, (R) est aussi une matrice de M,,(C) et
on a seulement Spr(A) C Spc(A).

PROPRIETE
Deux matrices semblables ont le méme spectre

Dem.
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4.2 Polyndéme caractéristique d’un endomorphisme en dim. finie,
d’une matrice carrée

On se donne :

ou bien E un K espace-vectoriel de dimension finie n > 1, muni d’une base B, v un endomorphisme de
E et on pose A = Matg(u).

ou bien A € M, (K) et u désigne "'endomorphisme de K" canoniquement associé & A. On est alors dans
le premier cas avec F = K" et B sa base canonique.

4.2.1 Caractérisation des valeurs propres

4.2.1.1 Polyndéme caractéristique

e PROPRIETE

Soit p € K, u € Sp(u) < Jz #0 ‘ u(z) = pr < pld — u n’est pas injectif < pld —u
n’est pas bijectif < rg(uld —u) < n < det(puld —u) =0

Dem.

e DEFINITION

(K — K (K — K . fvome. On |
X p — det(puld —u) — Xa p — det(ul, — A) est un polynome. Un le

nomme polyndme caractéristique de u (ou de A), les valeurs propres de u (ou A) sont les
racines de x, (de x,) qui sont dans le corps K.

e PROPRIETE
Deux matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique.

Dem.

e PROPRIETE
X. = X, est de degré n et unitaire. y, = X" — tr(u) X" " + ... + (—1)"det(u).

Dem.

Exemple :si A= (aij); jyep g2 st triangulaire (ou mieux, diagonale),
Xa = (X — CLH)(X — a/22) R (X — am)

4.2.1.2 Multiplicité des valeurs propres

e DEFINITION
Soit 1 € Sp(u). La multiplicité de p est sa multiplicité en tant que racine de y,.

e PROPRIETE

1 est valeur propre de u avec une multiplicité égale a m si et seulement si :
(1) : (X — )™ divise x, et (X —p)™"" ne le divise pas.
ou (2) : Vk e [0,m—1], x®(u) =0 et XE’”)(,U,) # 0.

u

Dem.
e On peut ainsi donner deux présentations des valeurs propres de w :

* Sans répétition : p,..., 1, ; les p; étant deux a deux distincts, p; ayant pour ordre de
multiplicité m;.
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* Avec répétition : \{,..., A\y; une valeur propre d’ordre m figurant m fois dans la liste.
e PROPRIETE

Si x, est scindé sur le corps K (ce qui sera toujours le cas si K = C), on a avec les
notations précédentes :

* N=n=m;+...+m,
n p

« x, = [J(X =) = [[(X — m)™

k=1 =1

* tr(u) = z”: e = zp:mi/ti
k=1 i=1

* det(u) = ﬁ A = ﬁ/f/;m
k=1 i=1

Dem.

4.2.1.3 Polynéme caractéristique d’un endomorphisme induit

e PROPRIETE
Si I’ est un sous espace vectoriel de £ stable par u, alors X divise y,,.

Dem.

e PROPRIETE
Si F=1F®...0F, ou les I; sont des sous espaces vectoriels de F stables par u,
alors x, = Xuyjpy X0 X X,
1 k

Dem.

e COROLLAIRE

* Si p € Sp(u), avec la multiplicité m(p) : 1 < dim(E,(u)) < m(p).

* Si p1 est valeur propre simple de u, E,(u) est une droite vectorielle.

* Si x, est scindé sur K et a racines simples yq, ..., u,, alors F = EB E, (u)
i=1

p
* Si y, n’est pas scindé sur K, alors £ # @ By (u)

=1

Dem.

4.2.2 Liens avec le polynéme minimal

u étant un endomorphisme d’un espace de dimension finie, I’existence de 7, est assurée.
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4.2.2.1 Valeurs propres

e PROPRIETE
Ve K, pe Sp(u) < m,(u) =0

Dem.

e \, et m, ont dans K les mémes racines : les valeurs propres de w.

e La multiplicité d'une valeur propre, est son ordre de multiplicité en tant que racine de Yy, .

4.2.2.2 Théoréme de Cayley-Hamilton
THEOREME Théoréme de Cayley-Hamilton (admis)

o x.(u) =0g)-
e \, € Ann(u).

e 1, divise x,,.

Remarque : Ces trois formulations sont équivalentes.

4.2.2.3 Corollaires
PROPRIETE

o deg(m,) < n.

e dim(K[u]) < dim(E).

e Si u a pour valeurs propres distinctes p;,...,u,, avec p; de multiplicité m,,
alors : Vi € [1,p] u; est racine de 7, avec une multiplicité n; € [1,m;].

e Si x, est scindé a racines simples, alors 7, = x,,.

Dem.
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4.3 Reéduction des endomorphismes en dimension finie, des ma-
trices carrées

On se donne :

ou bien E un K espace-vectoriel de dimension finie n > 1, muni d’une base B, u un endomorphisme de
E et on pose A = Matp(u).

ou bien A € M,,(K) et u désigne 'endomorphisme de K" canoniquement associé a A.

1, - .., f4p sont les valeurs propres distinctes de u (i.e. les valeurs propres de A dans K), p; ayant pour
multiplicité m;.

4.3.1 Diagonalisation

4.3.1.1 Diagonalisation

4.3.1.2 Définitions
e DEFINITION

u est dit diagonalisable lorsqu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est une
matrice diagonale. Si une telle base existe, elle est constituée de vecteurs propres.

e DEFINITION

B = (eq,...,e,), base de E, est une base propre pour u si et seulement si ey, ..., e, sont
des vecteurs propres pour u (c’est a dire si et seulement si Matg (1) est une matrice diagonale).

Exemples Les projecteurs et les symétries dans un espace de dimension finie sont diagonalisables.

4.3.1.3 Caractérisations

e PROPRIETE

p
u est diagonalisable si et seulement si £ = @ E,, (u)
i=1

Dem.

e PROPRIETE

p
u est diagonalisable si et seulement si I = Z E, (u)
i=1

Dem.

e PROPRIETE

P
u est diagonalisable si et seulement si dim(F) = z dim(E,, (u))
i=1

Dem.
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e PROPRIETE

u est diagonalisable si et seulement si
X, est scindé dans K[X]| et Vi € [1,p], dim(E,,(u)) =my,

Dem.

o COROLLAIRE

Si y, est scindé a racines simples alors u est diagonalisable

Attention : On n’a pas la réciproque : tous les projecteurs, toutes les symétries, tous les endomor-
phismes possédant une base propre sont diagonalisables mais, dés que la dimension d’un sous-espace
propre est supérieure ou égale a 2, le polynome caractéristique n’est pas a racines simples

Dem.

e DEFINITION

A est diagonalisable si et seulement si
A est semblable dans M,,(K) a une matrice diagonale de M,,(K)

e PROPRIETE

A est diagonalisable si et seulement si ’endomorphisme canoniquement associé a
A est diagonalisable.

Dem.

e PROPRIETE

A est diagonalisable si et seulement si
X, est scindé dans K[X] et Vi € [1,p], dim(E,,(A4)) = m,

Dem.
¢ PROPRIETE

A est diagonalisable si et seulement si
X, est scindé dans K[X] et Vi € [1,p], rg(pil, — A) =n —m;,

Dem.
e PROPRIETE

u est diagonalisable si et seulement si
I’idéal annulateur de u contient un polyndéme scindé a racines simples de K[X].

Dem.
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e PROPRIETE

u est diagonalisable si et seulement si
7. est un polynéme scindé a racines simples de K[X].

Dem.

e PROPRIETE

A est diagonalisable si et seulement si
I’idéal annulateur de A contient un polyndéme scindé a racines simples de K[X].

Dem.
e PROPRIETE

A est diagonalisable si et seulement si 74 est scindé a racines simples dans K[X].

Dem.

4.3.1.4 Exemples et conséquences

e Si u est un projecteur, alors u est diagonalisable et rg(u) = tr(u).

Si u est une symétrie, alors u est diagonalisable.

Si x, est un polyndme scindé a racines simples de K[X]| alors u est diagonalisable.
p

u est diagonalisable si et seulement si 7, = H(X — 1)
i=1

p
u est diagonalisable si et seulement si H(X — p;) est un polynéme annulateur de u.

i=1
Si u est diagonalisable, les endomorphismes induits par u sur des sous espaces de E stables par u
sont diagonalisables.

4.3.2 Trigonalisation

4.3.2.1 Définitions

e DEFINITION

u est dit trigonalisable lorsque il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est
triangulaire supérieure.

e DEFINITION

A est trigonalisable dans M, (K) si et seulement si A est semblable dans M,,(K) & une
matrice triangulaire supérieure de M, (K).
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4.3.2.2 Caractérisations

e PROPRIETE

A est trigonalisable dans M, (K) si et seulement si ’endomorphisme u de K"
canoniquement associé a A est trigonalisable.

Dem.
e PROPRIETE
u est trigonalisable si et seulement si il existe des sous espaces Fi,...,[F, de F
stables par u et tels que : F} C F;, C ... C F,sont stables par u et Vk € [1,n], dim(F) =
k.
Dem.

e PROPRIETE

u est trigonalisable si et seulement si x, est scindé dans K[X].

e PROPRIETE

A est trigonalisable dans M, (K) si et seulement si x, est scindé dans K[X].

Dem.

e PROPRIETE

Si u est un endomorphisme d’un C espace vectoriel de dimension finie, alors u est
trigonalisable '

Dem.
¢ PROPRIETE

Toute matrice de M, (C) est trigonalisable dans M,,(C). En particulier, une matrice
de M, (R) sera au moins trigonalisable dans M,,(C).

Dem.
e PROPRIETE

Si u est trigonalisable, det(u) = H ) et tr(u) = Z mault () .
neSp(u) neSp(u)

e PROPRIETE
Si A est trigonalisable dans M, (K),

det(A) = H P et tr(A) = Z mult(p) .

pneSpr(A) peSpr(A)

Dem.
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e PROPRIETE
Pour toute matrice A de M,,(R), det(A) = H i) et tr(A) = Z mult(p)p.

pneSpe(A) HESPc(A)

Dem.

4.3.2.3 Endomorphismes nilpotents, matrices nilpotentes

e DEFINITION
u endomorphisme de E est dit nilpotent lorsque : dp € N*

u” = Og(m)

e DEFINITION
Si u est nilpotent, {p € N*

u” = 0g(py} a un minimum N (u), 'indice de nilpotence de w.

e DEFINITION
A matrice de M,,(K) est nilpotente si et seulement si Ip € N*

AP = 0.

e PROPRIETE

A est nilpotente si et seulement si ’endomorphisme canoniquement associé a A
est nilpotent.

Dem.
On a les mémes définitions et les mémes propriétés pour les matrices que pour les endomorphismes.

PROPRIETE

Si A est une matrice triangulaire supérieure stricte de ., (K) alors A est nilpotente

Dem.

e PROPRIETE

u est nilpotent d’indice N si et seulement si 7, = X”'. On a donc N < dim(E)

Dem.

e PROPRIETE

u est nilpotent si et seulement si u est trigonalisable et Sp(u) = {0}.
A est nilpotente si et seulement si A est semblable & une matrice triangulaire
supérieure stricte.

Dem.
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e PROPRIETE

u est nilpotent si et seulement si y, = X" (ou n = dim(F)).

Dem.

4.3.2.4 Sous-espaces caractéristiques et trigonalisation

e PROPRIETE

u est trigonalisable si et seulement si Ann(u) contient un polynome scindé

Dem.

e PROPRIETE

u est trigonalisable si et seulement si son polynome minimal est un polynome
scindé

Dem.
e DEFINITION

p
Soit v un endomorphisme de E tel que x, soit scindé . On note y, = H (X — ;)™ Les

i=1
sous-espaces Fj, = ker (u — pupldg)™ sont appelés les sous-espaces caractéristiques de u

e PROPRIETE

v Les sous-espaces caractéristiques de u sont stables par u.

v E est la somme directe des sous-espaces caractéristiques
vV Vk e [1,p],dim (Fy) = my

Dem.
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4.4 Applications de la réduction

4.4.1 Puissances et exponentielle d’'une matrice diagonalisable

A € M, (K) est supposée diagonalisable.

4.4.1.1 Utilisation d’une matrice diagonalisante

aq 0 0
e A étant supposée diagonalisable, 3P € GL,(K) / P*AP = D = 0 a
SO
0 0 a,
a¥ 0 ... 0
k kp-1 k 0 aj
o Vk e NJA® = PD"P™" avec D" =
SR
0 0 af
k
> ral 0 0

s
Il
=)

k
1 .
-VkeN,Skzzz_—,A%:P.

=0

]
S|
>
N—
B
Il
o

(@)
i
:
v

0 0 > +a}

Par continuité de M — PM P! (linéaire en dimension finie), on obtient :

e 0 ... 0
. -1 0 e*? : -1
Exp(A) = kh—g)lo Sy = PExp(D).P™" =P . P
0 ... 0 e™

4.4.1.2 Utilisation d’un polyndéme annulateur scindé a racines simples

q

e A étant diagonalisable, il existe un polynome P = H(X — ) scindé a racines simples (i.e. les
k=1

oy, sont distincts) tels que P(A) soit la matrice nulle. Si on connait 114, on prendra de préférence

P =1y, car son degré est minimum.

e * Soit k € N, la division euclidienne de X* par P s’écrit X* = Q;.P + Ry, avec deg(Ry) < ¢ et
I'on a AF = Qi (A).P(A) + Rp(A) = Ri(A) (car P(A) = 0). Il nous suffit donc de déterminer
Ry.

* Ona:Vje<l,q>, (ozj)’C = Ry (a;). D’apreés le théoreme d’interpolation de Lagrange, Ry est
donc I'unique polynéme de K, ;[X] prenant pout valeur (;)* en les points a;. On peut alors
exprimer Ry :

> Dans la base canonique : Ry = pgo + 1 X + ..,uk,q_qu_l, le calcul des coefficients
{ix; nécessitant la résolution du systéme de Cramer (Van der Monde) : Vj €< 1,q >, (a;)" =

qg—1
Fe,0 Mo 10 =+ - Hg,g—100
J
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On a alors A* = trol 4+ p1 A+ ..ukyq,lAq’l.

> Dans la base des polynémes interpolateurs de Lagrange aux points «; : (L1, ..., L,) ol
Vie<1,q>,deg(L;) < qet Lioj) = 0sj. Ry = oLy + .. + ok L.
On a dans ce cas A¥ = afLi(A) + .. + a’;Lq(A).

e Avec les notations précédentes, Vk € N, A* = afL;(A) + ...+ akL,(A) donc :

k k k
I I 1 .
Vk eN, S, = Al = ( E Z,—'o/1> Liy(A)+ ...+ ( E 50/2) L,(A) d’ott on déduit :

7!
i=0 i=0 i=0

Exp(A) = kh_)rgo Sp=e"Li(A)+ ...+ e L, (A).

4.4.1.3 Puissances et exponentielle d’une matrice seulement trigonalisable

4.4.1.4 Cas particulier ou A posséde une seule valeur propre

e On suppose que A a une seule valeur propre p on a donc x4 = (X — u)" et, d’aprés le théoréme
de Cayley-Hamilton, I14 est de la forme (X — p)? avec d < n. La matrice B = A — ul,, est alors
nilpotente (B = (A — ul,)* = 0).

e On a A = B + ul, avec B nilpotente (Bd = 0) qui commute avec ul, on peut donc utiliser la
formule du binoéme :

k
k o
Vk e N, AF = Z < ,),uk’B2 somme dont les termes d’indice ¢ > d (s’il y en a) sont nuls :

- 1
=0
d—1 k
VEEN k>d= AP =)" <,),ﬁ—i3f

: i
=0
iy
e Pour N > d, posons Sy = Z EA’“. On a ainsi :
k=0
-1 kg Ny (B
_ L k—i i 4 k—i i . )
Sy = Z o (Z (Z),u B> + Z ] ( (Z>,u B) ce qui, en réordonnant selon les

k=0 =0
puissances de B devient :

=0 \ k=i =0 \ k=i
. Nk ~ = 1.,
Or pour tout i € [0,d — 1], Z =] = Z — converge vers e! donc Exp(A) = Z e”EB
k= m=0 ’ =0 ’

4.4.1.5 Cas général

e A étant trigonalisable, u, canoniquement associé & A est annulé par un polynéme scindé dans K[X],
donc E est somme directe de sous espaces stables par u sur lesquels I’endomorphisme induit est
la somme d’une homothétie et d’'un endomorphisme nilpotent : ces sous-espaces stables sont les
ssous-espaces caractéristiques .
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A 0 ... 0
e A est donc semblable & une matrice diagonale par blocs A’ = 0 4 . AP est alors
: 0
0 ... 0 A4
AP0 ... 0
Y 0 Ab ' ) ) . .
semblable a A” = . Chaque Ay étant la somme d’une matrice scalaire et
: 0
0o ... 0 A

d’une matrice nilpotente, on est ramené pour chaque A, au premier cas, celui d’'une matrice ayant
exactement une valeur propre.
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