Chapitre 7

Suites et séries de fonctions
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E et F sont des K-espaces vectoriels (K=R ou C) de dimensions finies, normés par des normes notées
Npg et Np. Dans la pratique, F sera R ou C.

7.1 Suites de fonctions

On fixe A une partie de E et on étudie ici les suites a valeurs dans I'espace vectoriel F4 des fonctions
définies sur A et a valeurs dans F.

On étudie donc des suites (f,), oy avec : Vn €N, f, : AC E — F.

L’espace vectoriel F'4 n’étant pas un espace vectoriel normé (seul son sous espace B(A, F) I'est avec la norme
N..), nous ne sommes pas dans le contexte du chapitre "Suites a valeurs dans un espace vectoriel normeé".
Si w est une fonction de A C E vers F', Np(u) est la fonction définie par : Vo € A, (Np(u))(z) = Np(u(zx))

7.1.1 Les divers modes de convergence d’une suite de fonctions

(fn)nen €t une suite de fonctions, toutes définies sur une méme partie A de E et a valeurs dans F'.

7.1.1.1 Convergence simple

e DEFINITION

Soit B une partie de A. (fy),y est dite simplement convergente sur B lorsque pour tout
point = de B, la suite (f,,(z)),cy est convergente (dans (F, Ng)).

e DEFINITION

Si (fn),en st simplement convergente sur B C A, on définit la fonction f: B C & — F par :
Vz € B, f(z) = lim f,(z). f s’appelle limite simple de la suite (f,),cy sur B.
n—oo

En résumé : la suite de fonctions (f,), oy converge simplement vers f sur B signifie :
Vo e B, Vee R, IN(z) e N|Vn €N, n> N(z) = Np(fu(z) - f(z)) <e

e PROPRIETE

Si la suite (f,),.y converge simplement vers f sur B alors (Np(f,)),cy converge
simplement vers Ng(f) sur B.

e PROPRIETE

Si (fn),en converge simplement vers f sur B, si (g,), .y converge simplement vers g
sur B, si a et b sont deux scalaires, (af, + bg,), oy converge simplement vers af + by
sur B.

e PROPRIETE

Lorsque (F,Np) est une algébre normée, Si (f,), .y converge simplement vers f
sur B, si (gn),cy converge simplement vers g sur B, alors (f, X g,),.y converge
simplement vers f x g sur B.

e PROPRIETE

Si B = (e1,...,eq) est une base de F, et si pour tout k € [1,d] on note ¢ la k°
composante d’une fonction g dans cette base : (f,), .y converge simplement vers f

sur B si et seulement si : Vi € [1,d], (fr[Lk})neN K]

converge simplement vers ' sur B.
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7.1.1.2 Convergence uniforme

Soit D une partie de A et f : D — I une fonction définie sur D.

e DEFINITION

La suite (f;),cy converge uniformément vers f sur D lorsque :

Ve R}, INEN|VneN, n>N=Vze D, Np(fu(z)— f(z)) <e

e Autres formulations équivalentes :

* La suite (fy), oy converge uniformément vers f sur D si et seulement si :

Ve €RY, INEN|VneN, n> N = sup Np(fu(z) — f(z)) <e

zeD

* La suite (fy,), oy converge uniformément vers f sur D si et seulement si la suite de réels

(sup Np(folz) = f (a:))) est définie au moins au dela d’un certain rang et converge vers 0.

* PROPRIETE Critére de convergence uniforme

la suite (f,), .y converge uniformément vers f sur D si et seulement si il existe une
suite (a,),.y de réels qui converge vers 0, et un rang ny € N, tels que :
Vn =ng Vo € D, Np(fo(x)— f(z)) < a,

PROPRIETE

Si (fn),en converge uniformément vers f sur D, alors : Vo € D, (f,(x)), .y converge

vers f(r), c’est a dire : (f,),.y converge simplement vers f sur D.

La seule fonction f qui puisse étre limite uniforme sur D est celle qui est déja limite simple sur D,
on commencera donc par étudier la convergence simple.

PROPRIETE
Si (fn),eny converge uniformément vers f sur D, alors : V(z,),.y €

DN, (fa(2,) — f(2n)),cy converge vers 0.

PROPRIETE

S’il existe une suite (z,),.y de vecteurs de D telle que la suite (f,(z,) — f(2n)),cn
ne converge pas vers 0, alors la suite (f,), .y ne converge pas uniformément vers f
sur D.
PROPRIETE

Si (fy),en converge uniformément vers f sur D, alors (Np (f,)),cy converge unifor-
mément vers Np(f) sur D

7.1.1.3 Liens avec la norme de la convergence uniforme

Cas général : (f,), .y est une suite de fonctions de A vers F' et D C A.
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e PROPRIETE

La suite (f,), .y converge uniformément vers f sur D si et seulement si : Iny € N, tel
que la suite (f — f,),,, est une suite convergente vers 0 dans ’espace (B(D, F), NZ).

e PROPRIETE

Si (fn),eny converge uniformément vers f sur D, si (g,), .y converge uniformément
vers g sur D, si a et b sont des scalaires, (af, + bg,), .y converge uniformément vers
af + bg sur D.

e PROPRIETE

On n’a en général aucun résultat sur le produit de deux suites de fonctions uni-
formément convergentes.

Cas particulier : (f,), .y suite de fonctions sur A et chaque fonction f, est bornée sur D C A

e PROPRIETE

Si la suite (f,),cy converge uniformément vers f sur D, alors f est bornée sur D
et (f,),oy converge vers [ dans I’espace vectoriel normé (B(D, F),NZ).

e PROPRIETE

Si f € B(D,F) et si (f,),.y converge vers f dans l’espace vectoriel normé
(B(D,F),NZ), alors (f,),cy converge uniformément vers f sur D.

e PROPRIETE

Dans ce contexte, le produit de deux suites uniformément convergentes sur D est
une suite qui converge uniformément sur D vers le produit des limites.

7.1.2 Plan d’étude d’une suite de fonctions

(fn)nen est une suite de fonctions, toutes définies sur une méme partie A d'un espace vectoriel normé
(E, Ng) de dimension finie et a valeurs dans un espace vectoriel normé (F, Nr) de dimension finie.

e Déterminer I'ensemble B inclus dans A et f: B — F tels que :
* r € B = lasuite (f,(2)),cy de vecteurs de F' converge vers f(x) dans (F, Np).
* v ¢ B = lasuite (f,(x)), oy est divergente.

* On a ainsi I’ensemble B maximal sur lequel il y a convergence simple et la limite simple f de
la suite (f,),cy sur B.

e Etudier la convergence uniforme de (f,), oy vers f sur B :

* Pour montrer que la convergence de (fy), oy est uniforme sur B : calculer ou majorer M, =
sup {Nr (fn(x) — f(x)), x € B} et montrer que la suite (M,),  converge vers 0. Lorsque
E = F = R, I'évaluation de M, se fera le plus souvent par ’étude des variations de f,, — f
puis de | f, — f| sur B.

* Pour montrer que la convergence de (f), oy sur B n’est pas uniforme :

o Calculer ou minorer M,, = sup {Ng (f.(x) — f(z)), x € B} et montrer que la suite
(M,,), ey ne converge pas vers 0. Lorsque E' = F' = R, I'évaluation de M, se fera le plus souvent
par 'étude des variations de f,, — f puis de | f, — f| sur B.

o Exhiber (z,,),.y € B telle que (f, (2,) — f (¥4)), oy nE converge pas vers Op.
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e Si la convergence de (fy),cy Vers f n’est pas uniforme sur B :

* Déterminer un sous ensemble de B, le plus grand possible sur lequel la convergence de (fy),,cx
vers f est uniforme.

x Plus précisément, on cherchera les points de B pour lesquels il existe un voisinage sur lequel
la convergence de (fy,), oy est uniforme.

7.1.3 Propriétés de la limite d’une suite de fonctions

7.1.3.1 Prolongements immeédiats résultant de la convergence simple

Soit (fn),en une suite de fonctions convergeant simplement vers une fonction f sur une partie B de
I’espace de départ £

e PROPRIETE
Si les fonctions f, sont paires (respectivement impaires, respectivement 7-
périodiques), alors f est paire (respectivement impaire, respectivement T7T-
périodique).

e PROPRIETE
Si F' =R, si les fonctions f, sont positives, alors f est positive.

e PROPRIETE

Si £ = F =R, si les fonctions f, sont croissantes (respectivement convexes), alors
f est croissante (respectivement convexe).

7.1.3.2 Propriétés de limites et continuité de la limite uniforme d’une suite de fonctions

Soit (fn),en une suite de fonctions convergeant simplement vers une fonction f sur une partie B de
I’espace de départ F

¢ PROPRIETE Continuité de la limite uniforme d’une suite de fonctions continues

Soit a € B. Soit (f,), .y une suite de fonctions définies sur B et continues en a. On
suppose que (f,), .y converge uniformément sur B vers f. Alors f est continue en
a

Dem.

¢ PROPRIETE Continuité de la limite uniforme d’une suite de fonctions continues

Soit (f,),cy une suite de fonctions définies sur B et continues sur 5. On suppose
que (f,),cy converge uniformément sur B vers f. Alors f est continue sur B

Remarque : Dans le cas ou B est une partie de R, ce résultat reste vrai si la convergence n’est
uniforme que sur tout segment de B ou sur une famille croissante d’intervalles d’union B
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¢ PROPRIETE Théoréme de la double limite

Si a est un point adhérent a B, si la suite (f,),.y converge uniformément vers f
sur B, et si chaque fonction f, a une limite finie L, au point a. Alors :

* La suite (L), est convergente dans (F, Np), soit L sa limite.
* La fonction f a une limite finie au point a et celle-ci est L.

On a ainsi, sous réserve de vérifier les hypothéses le théoréme dit "de la double

limite" :
lim (lim fn(x)) = lim (lim fn(x))
n—oo \r—a r—a \n—oo
Dem.
e Ce résultat demeure valable lorsque F = R, avec a = +00 (ou a = —00) lorsque la partie de R sur

laquelle la convergence est uniforme est non majorée (respectivement non minorée).

o Ce résultat demeure valable lorsque la convergence de (f;,),,cy est uniforme seulement sur V'N B ot
V' est un voisinage de a.

e si K est une partie compacte de E, ¢°(K, F) est une partie fermée de (B(K, F), NX).
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7.2 Approximations uniformes

7.2.1 Fonctions associées a des subdivisions

I est un intervalle de R. [a, b] est un segment de R (avec a < b) et F' est un espace vectoriel de dimension
finie,

normé par une norme Ng.

7.2.1.1 Subdivisions de [a, b]

e Etant données deux subdivisions (%) ;c(o,, €t (45)jcq0,1 de [a, 0], il existe une subdivision (2)ep0 4
de [a,b] & la fois plus fine que ces deux subdivisions. (Il suffit, pour en obtenir une, d’indexer par

DEFINITION

Une subdivision de [a, b] est une suite finie (2;),., strictement croissante de points de [a, b]
telle que g = a et z,, = 0.

DEFINITION

Une subdivision (yj)jeﬂo,p]]
contient {z;, i € [0,n]}.

de [a,b] est dite plus fine que (xi)iemn] lorsque {y;, j € [0,p]}

une numérotation strictement croissante 'ensemble {z;, ¢ € [0,n]} U {y;, j € [0,p]}.

7.2.1.2 Fonctions en escalier

DEFINITION

f:]a,b] = F est en escalier s'il existe une subdivision (2;),co,, de [a, b] telle que, pour tout
i dans [0,n — 1], la restriction de f a I'intervalle ouvert |x;, z;11[ est une fonction constante. f

est alors dite associée a la subdivision (2;),c(o, -

Si f est en escalier sur [a, b] associée a (2;),co,, » elle est associée & toute subdivision plus fine.

PROPRIETE

Si f est en escalier sur [a,b], Np(f):x — Np(f(z)) est en escalier sur [a,b].

PROPRIETE

E([a,b], F'), ensemble des applications en escalier de [a,b| vers F est un sous espace

vectoriel de B([a,b], F'), ev des applications bornées sur [a,b] & valeurs dans F.

PROPRIETE

Si (F,Np) est une Kalgébre normée, &([a,b], F) est alors une sous algébre de
B([au b]>F)

PROPRIETE

f est en escalier si et seulement si ses fonctions composantes dans une base de F
le sont.
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7.2.1.3 Fonctions continues par morceaux

e DEFINITION

f:]a,b] — F est dite continue par morceaux s'il existe une subdivision (z;);y,; de [a, b]
telle que, pour tout i dans [0,n — 1], la restriction f; de f a l'intervalle ouvert ]I[xi,a?iﬂ[ est
continue et a une limite finie en x; (& droite) et une limite finie en x;,1 (& gauche) (i.e. f; est
prolongeable par continuité au segment [z;, z;41]).

e PROPRIETE

€y ([a,b], F), ensemble des applications continues par morceaux sur [a, b] et & valeurs
dans F' est un sous-espace vectoriel de B([a,b], F') contenant £([a,b], F)). C’est une
sous-algébre lorsque (F, Np) est une algébre normée.

e Pour que f soit continue par morceaux, il faut et suffit que ses fonctions composantes dans une
base de F' le soient.

7.2.2 Approximation uniforme par des fonctions définies par morceaux

Dans la suite, || ||, désigna la norme de la convergence uniforme sur [a, b] (notée jusqu’ici N2).

7.2.2.1 Approximation d’une fonction continue sur un segment.

e THEOREME Théoréme 1
Si f:[a,b] = F est continue :

Ve >0, 3p € E([ab).F) | 1If ol <<

Dem.

¢ THEOREME Théoréme 1%

Si f:[a,b] — F est continue, il existe une suite (y,), . de fonctions en escalier sur
[a,b] qui converge uniformément vers f sur [a,b|.

e PROPRIETE
Dans ’espace vectoriel normé (B([a,b], F), || |..), €°([a,0], F) C &([a,b], F).

7.2.2.2 Approximation d’une fonction continue par morceaux sur un segment.

THEOREME Théoréme 2

Si f:[a,b] - F est continue par morceaux :

Ve >0, 3 € £(ab). F) | If —vll,. <c

¢ THEOREME Théoréme 2%

Si f:[a,b] — F est continue par morceaux, il existe une suite (¢,), .y de fonctions
en escalier sur [a,b] qui converge uniformément vers f sur [a,b)].
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e PROPRIETE

Dans l’espace vectoriel normé (B([a,b],F), | .), £([a,b],F) est dense dans
@h([a, 0], F)

g([av b]vF) - ng(\)f([abLF) - 5([a,b],F)

7.2.3 Approximation uniforme par des polyndémes

e THEOREME Théoréme de Weierstrass

Si f:[a,b] — C est continue, il existe une suite (F,), . de fonctions polynémiales
sur [a,b] qui converge uniformément vers [ sur [a,b].

Dem.

e Cette assertion est équivalente & : PROPRIETE
Ve>0, IPeR[X]| ||[f - Pl <e

e PROPRIETE

Dans I’espace vectoriel normé (B([a,b], F),|| |, ), 'ensemble des fonctions poly-
némes sur [a,b] est dense dans €°([a,b], F)
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7.3 Séries de fonctions

Comme pour les suites de fonctions, on considére des fonctions f,,, toutes définies sur une méme partie
A d’un espace vectoriel normé E de dimension finie et a valeurs dans un espace vectoriel normé F' de
dimension finie.

Comme pour les séries de vecteurs, on étudiera la série Z fn en étudiant la suite de fonctions (S5y,),,cx

n
ol, pour tout entier n, S, = Z fr.
k=0
7.3.1 Convergence simple, convergence uniforme

7.3.1.1 Convergence simple

e DEFINITION

La série de fonctions Z fn est simplement convergente sur une partie B de A lorsque

la suite de fonctions (S,),cy est simplement convergente sur B soit encore lorsque Vr € B,

(Sn(7)), ey converge, ce qui signifie que pour tout = de B, la série Z fn(z) est convergente

(dans (F, Np)).

e DEFINITION

Si Z fn converge simplement sur B, on appelle somme de cette série de fonctions, la fonction

o0 (e o]
notée Z fn qui & tout vecteur x de B associe le vecteur Z fn(x).

n=0 n=0

e Pour que la série E fn soit simplement convergente sur B, il est nécessaire mais pas suffisant que
la suite (f,),cy converge simplement vers la fonction nulle sur B.

e DEFINITION

Si la série Z fn est simplement convergente sur B, on définit pour tout x de B et tout entier n :

R,(x) = Z fr(x). On définit ainsi une suite de fonctions (R,), .y, suite des restes partiel
k=n+1

s de la série Z fn, et cette suite de fonctions converge simplement vers la fonction nulle sur
B.

e PROPRIETE

Si g fn converge simplement sur B, si E g, converge simplement sur B, si a et
b sont deux scalaires, alors :

Z (af, + bg,) converge simplement sur B et Z (af,+bgn) =a Z fo+b Z Gn-
n=0 n=0

n=0

7.3.1.2 Convergence uniforme

On suppose avoir déja établi la convergence simple de la série Z fn sur une partie B de A, et donc avoir

défini sur B la suite (R,), .y des restes partiels.
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e DEFINITION

La série E [n est uniformément convergente sur A inclus dans B lorsque la suite (S,), o est
uniformément convergente sur A.

e PROPRIETE

La série g fn est uniformément convergente sur A inclus dans B lorsque la suite

(Ry),cy des restes partiels est uniformément convergente vers la fonction nulle sur

e Pour que la série E fn soit uniformément convergente sur A, il est nécessaire mais pas suffisant
que la suite (f,,), oy soit uniformément convergente sur A vers la fonction nulle.

e PROPRIETE

Si g fn converge uniformément sur A, si g gn, converge uniformément sur A, si

a et b sont deux scalaires, Z (af, + bg,) converge uniformément sur A.

7.3.2 Convergence normale d’une série de fonctions bornées
7.3.2.1 Définition

e DEFINITION

Si 5 fn est une série de fonctions, toutes bornées sur une partie D de leur ensemble
de définition commun A, E fn est normalement convergente sur D lorsque la série

Z sup (Nr (fn(x))) est convergente.
zeD

e On a donc convergence normale de E fn sur D lorsque la série de terme général f,, est une série

de vecteurs de l’espace (B(D, F), NODO), qui est absolument convergente dans cet espace vectoriel
normeé.

7.3.2.2 Propriétés

e PROPRIETE

Si an converge normalement sur D, alors, pour tout x de D la série an(a:)
est absolument convergente dans (F, Np) (i.e. ZNF(fn(x)) converge). I’ étant de

dimension finie, g fn converge donc simplement sur D, ce qui permet de définir
o.)

les fonctions R, = Z fr (restes partiels de la série de fonctions) et la fonction
k=n-+1

S = Z fn (somme de la série de fonctions).

n=0
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e PROPRIETE

Si E fn converge normalement sur D, alors E fn converge uniformément sur D.

Dem.

e PROPRIETE

o0

Si Z fn converge normalement sur D, alors la fonction S = Z fn est bornée sur

D et N2 (i f> < iNoDo(fn)-
n=0 n=0

n=0

Dem.

7.3.2.3 Critére de convergence normale

e PROPRIETE

Pour que la série Z fn soit normalement convergente sur D, il faut et il suffit
qu’il existe une suite (o), .y de réels positifs et un rang n, tels que :
Vn = ng, Yo € D, Np(fu(z)) < a, et Zan converge.

7.3.3 Plan d’étude d’une série de fonctions

Pour tout entier n, f, est définie sur A C E, a valeurs dans F.

7.3.3.1 Convergence simple

e Déterminer B = {x €A } Z fn(z) converge } B est le domaine de convergence simple, c¢’est

I’ensemble de définition de la fonction somme et aussi des restes partiels de la série.

e Si possible, repérer I'ensemble C' = {x €B | Z fn(z) converge absolument } qui sera ’ensemble

maximum sur lequel la convergence pourra étre normale.
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7.3.3.2 Convergence normale (lorsque les fonctions f, sont bornées)

e Evaluer la norme uniforme de f, sur C, sur des sous-ensembles de C' afin de déterminer D C C| le
plus vaste possible, tel que Z sup Ng(fn(z)) soit convergente.
zeD

e La convergence de Z sup Ng(f.(z)) sera mise en évidence
zeD

* Soit par calcul de ce sup (résultant d’une étude de variations lorsque E = F = R).

* Soit en exhibant une série convergente Z ap, telle que : Vo € D, Np(fn(x)) < «, (au moins

au dela d'un certain rang).

7.3.3.3 Convergence uniforme

e Etudier la convergence uniforme de E fn sur A C B i.e. la convergence uniforme vers la fonction

nulle sur A de la suite (R,,) des restes partiels.

* Rappel : pour que la série de fonctions E fn converge uniformément sur A | il est nécessaire

mais non suffisant que la suite de réels sup Ng(f,(x)) converge vers 0.
EHSAN

* Si pour tout x de A, Z fn(x) est une bonne série alternée de réels, on a la majoration :
Vo € A, | Bu(@) |S] fara(2) IS sup Np(fu(@)).
xe

Dans ce cas la convergence vers 0 de la suite (sup Np(f,(z))) est suffisante pour que Z fn
TEA

converge uniformément sur A.

7.3.4 Propriétés de la somme d’une série de fonctions

Pour tout entier n, f, est définie sur A C E, a valeurs dans F. On suppose que la série Z fn converge
simplement sur B C A et on note S sa somme.

7.3.4.1 Continuité en un point

e PROPRIETE

Si en un point a de B chaque fonction f, est continue et si la série g fn converge
uniformément sur B, alors S est continue au point a.

e Ce résultat demeure valable lorsque la convergence de Z fn est uniforme seulement sur V N B ot
V' est un voisinage de a.
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7.3.4.2 Continuité

e PROPRIETE

Si la série E fn converge uniformément sur B, si chaque fonction f, est continue
sur B, alors S est continue sur B.

e Si chaque fonction f,, est continue sur C' C B, si la série Z fn converge uniformément au voisinage
de tout point de C', alors S est continue sur C'.

e Si £ =R et si C est un intervalle de R. Si chaque fonction f, est continue sur C' C B, si la série
Z fn converge uniformément sur tout segment inclus dans C, alors S est continue sur C.

7.3.4.3 Limite en un point

e PROPRIETE

Si a est un point adhérent & B, si la série Z fn converge uniformément sur B, et
si chaque fonction f, a une limite finie L, au point a. Alors :

*x La série ZL" est convergente dans (F, Ng), soit L sa somme.
* La fonction S a une limite finie au point a et celle-ci est L.

On a ainsi, sous réserve de vérifier les hypothéses le théoréme dit "d’interversion
d’une limite et d’une série" :

ZO lim f, () = lim ZO fu()

e Ce résultat demeure valable lorsque F = R, avec a = +00 (ou a = —00) lorsque la partie de R sur
laquelle la convergence est uniforme est non majorée (respectivement non minorée).

e Ce résultat demeure valable lorsque la convergence de Z fn est uniforme seulement sur VN B ot
V' est un voisinage de a.

7.3.4.4 Exemples

On suppose ici que (F, Ng) est une algébre normée de dimension finie et on note 1 son neutre multipli-
catif.

e PROPRIETE

La fonction u — (15 —u)~" est continue sur B(0,1)

e PROPRIETE
La fonction exponentielle est continue sur F.

173



Lycée Marceau Chap 7 : Suites et séries de fonctions MP 2024/2025

7.4 Annexe : Démonstrations non exigibles

7.4.1 Théoréme d’interversion des limites ou th de la double limite
. THEOREME

Pour tout entier n, f, est une fonction définie sur une partie D d’un espace vectoriel normé
(E,Ng) et a valeurs dans un espace vectoriel normé de dimension finie (F, Ng). (F, Nr) est donc
un espace de Banach (i.e. espace dans lequel une suite de Cauchy converge).

Si la suite (f,) converge uniformément sur D vers une fonction f, si en un point a adhérent a D
chaque fonction f, a une limite finie L,,.

Alors : La suite (L,,) est convergente, notons L sa limite.

La fonction f a une limite au point a et celle-ci vaut L

1- Montrons la convergence de la suite (L, ) en prouvant que c’est une suite de Cauchy dans (F, Ng).

Fixons € > 0, puisque (f,,) converge uniformément vers f sur D :

AN eN / VkeN, k=2 N=Vaee D, Np(fr(z)— f(z)) <e

Soient alors n et p deux entiers avec n > N et p > N. On a donc :

Vz € D, Np(fp(z) = fo(x)) < Ne(fp(x) — f(2)) + Ne(fn(z) — f(z)) < 2¢

De plus fy(z) a une limite finie L, lorsque z tend vers a et f,(z) a une limite finie L, lorsque z tend vers a, donc
Np(fp(x) — fu(z)) a pour limite Ng(L, — L,,) lorsque z tend vers a. L’inégalité Np(f,(x) — fn(z)) < 2¢, valable pour tout
x de D, peut donc étre prolongée & la limite lorsque = tend vers a et on obtient : Np(L, — L) < 2e.

finalement on a prouvé :
Ve >0, INEN, Y(n,p) N> n >N et p> N = Np(L, — L,) < 2¢
(Ly,) est donc de Cauchy dans (F, Nr), et donc, puisque (F, Np)est complet, (L,,) converge vers une limite L € F'.

2- Montrons maintenant que f admet L pour limite au point a.

Pour tout € D et pour tout n € N, on a :

Np(f() - L) = Ne(F(@) — fa(@) + fa@) — Lo + Lo — L)

done Np(f(z) — L) < Np(f(2) = fu(@)) + Np(fu(2) — Ln) + Np(Ln — L)

donc : Np(f(z) — L) < Noo(f — fn) + Nr(fn(z) — Ln) + Np(Ly, — L)

étant donné e > 0, on peut choisir un entier n pour lequel on aura a la fois Noo(f — fn) < € (puisque (f,) converge
uniformément vers f sur D) et Np(L, — L) < ¢ (puisque (L,,) converge vers L dans (F, Np)). Cet entier n étant fixé, on a
donc :

Vo € D, Np(f(x)— L) < Np(fu(z)— L) + 2e.

La fonction f,, ayant pour limite L,, au point a : 3o >0 / 2 € D et Ng(x —a) < a = Np(fa(z) — L,) <€

Finalement on a :

Ve>0, Ja>0 / z€D et Ng(x —a) <a= Np(f(zr)— L) < 3¢ et donc f admet pour limite L au point a.

7.4.2 Théoréme d’approximation des fonctions

¢ THEOREME Théoréme 1 : Approximation de f par des fonctions en escalier

Ve >0, Ip € E(a b, F) / If — ¢l <e

Démonstration :

* On appelle subdivision pointée de [a,b] tout couple (s, y) ot s est une subdivision (x;)ic<0.n> de [a,b] et o y
est une suite finie (y;)ic<on—1> telle que : Vi €< 0,n — 1>, y; € [x;, Ti41].

* Le pas de s = (2;)ic<0,n> de [a,b] est p(s) = Max{z;+1 —x;, 1 €<0,n—1>}.

* a f€€°(a,b],F) et a (s,y) subdivision pointée de [a, b], on associe la fonction ¢y, € Es([a,b], F) définie par :

Vi e<0,n >, @) = f(20)
Vie<0,n— 1>, Vt €|z, wia], psy(t) = (i)

* Montrons que : Ve >0, In >0/ p(s) <n=|f — osyl, <e.
Soit € > 0. f étant continue sur le compact [a, b], elle est uniformément continue, donc :
I >0/ V¥(u,v) € [a, 0% [u—v|<n=|flu) - fv)] <e
Soit alors (s,y) une subdivision pointée de [a, b] telle que p(s) < 7.

174



Lycée Marceau Chap 7 : Suites et séries de fonctions MP 2024/2025

Quel que soit t € [a,b] :

o ou bien ¢t € {z;,7 €< 0,n >} et alors @y, (t) — f(t) =0

o ou bien ¢ est dans un intervalle |z;, zi41] et @5 (t) — f(t) = f(yi) — f(t) et alors, ayant | t — y; |<
Tiy1 — 2 <p(s) <m, on a flpsy(t) — f(E)] < e
On a donc finalement Vt € [a,b] ||f(t) — @y (t)]| < e clest adire : || f — gyl <€

¢ THEOREME Théoréme 17

Il existe une suite (¢,,) de fonctions en escalier sur [a,b] qui converge uniformément vers f sur

[a, b].

Démonstration : Ce théoréme est équivalent au précédent :
* D’aprés le théoréme 1 : Ve >0, Jp € E([a,b], F) / || f — ¢l <€
En particulier : Vn € N, 3¢, € E([a,b], F) / ||f — onll < %_’_1 (pn) est alors une suite de fonctions en
escalier sur [a,b] qui converge uniformément vers f sur [a,b] (d’aprés le théoréme des gendarmes).

* Si f est limite uniforme sur [a,b] d’une suite (¢, ) de fonctions en escalier sur [a,b] :
Ve >0, IN, € N, Vn € N, n > N, = ||f —¢nll, < €. 1l suffit alors de choisir ¢ = ¢y, pour avoir

If =l <e

¢ THEOREME Théoréme 3

Si f:[a,b] — F est continue par morceaux :
Ve >0, 3 e &([a,b], F) / || f -9, <e

Comme précédemment, cette assertion est équivalente i : il existe une suite (¢,,) de fonctions en
escalier sur [a,b] qui converge uniformément vers f sur [a,b].

Démonstration :
* Soit f € €y;([a,b], F) et s une subdivision (z;);c<0.n> de [a,b] associée a f. Pour tout i de < 0,n — 1 >, la
restriction f; de f a lintervalle ouvert ]z;, ;1] est prolongeable en une fonction g; continue sur [x;, 2:;11].
* Soit € > 0, d’apres le théoreme 1 : Vi €< 0,n —1 >, J¢; € E([zi, 1], F) / |lgi — ¢ill o <e.
* Soit alors ¢ € Es([a, b], F) définie par :
Vie<0,n >, ¥(z;) = fz;)
Vie<0,n—1>, Vt €|z, zipa], ¥(t) = pi(t)
* Soit ¢ € [a, ] :
o ou bien t € {z;, 1 €< 0,n >} et alors ¥(t) — f(t) =0
© ou bien t est dans un intervalle |a;, z;11[ et ||(t) — f(&)| = |lp:(t) — g:(t)|| < e.
On a donc bien ||f — 9| <e.

7.4.3 Théoréme de Weierstrass
THEOREME Théoréme de Weierstrass

Si f: [a,b] — C est continue, il existe une suite (P,) de fonctions polynémiales sur [a,b] qui

converge uniformément vers f sur [a,b].
Comme précédemment, cette assertion est équivalente a :

Ve>0,3PeR[X]/ ||f - Pl <e

Démonstration lorsque [a, b] = [0, 1]

* On appelle polynémes de Bernstein les polynémes B, = (Z) Xk(l — X)"_k oun € Net ke<0,n >. Ils vérifient

les propriétés suivantes :
* VneN,Vze[0,1] :
Vk €< 0,n > Bui(r) =0

Z Bnp(z) =1 (Formule du binéme)
k=0
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“ k k
Z ﬁBnk(z) =z (car pour k > 0, ﬁBnk(x) =aB,_1k-1(x))
k=1

= k? -1 1
Z —5 Bni(z) = L (démarche analogue) ;

n n n

k=1

= 1
Z(k —nz)?Bui(z) = nx(l —z) < % (égalité résultant des précedentes et z(1 — z) < Z)
k=0

* Pour tout entier n, on définit P, par : P, = Z f(=)Bnk. Montrons que (P,) converge uniformément vers f sur
n
k=0
[0,1] :
Quel que soit € > 0 :
> f étant continue sur le segment [0,1], elle est uniformément continue donc : 3u > 0 / V(z,y) € [0,1)%, |z —y |<
p=|flz) - flyl<e
> D’autre part, f est bornée : IM >0/ Va € [0,1], | f(z) |< M.

Converge vers 0 donc : IN e N/ n> N =

M
> Enfin, la suite g2 5 < e

2np

Soit z € [0,1], notons A ={k / | k—nz |>nu} et B={k/ | k—nz|<nu} . Les ensembles A et B forment une
partition de < 0,n >

Pala) — F@) = [ C) — @Bl (e Y Busla) =
k=0

k= 0
Z 1 S 2) | Bun(z)  (car Bu(a) > 0)
k
Z\fg z) | Buk(x +Z|f ) | Bnk(z)
keA keB

o Sike B, \%—prdonc\f(%)—f(x)stoncz|f(%) f(@) | Bur(x) <€ Bup(z)

kEB keB

(car Z Bpi(x) < Z Bur(z) =1)

keB ke<0,n>

Sike A, k—no ?>1d B k—na | B (k= na)? <
oSike 22\ —nx|“>1 oncz s ( 2Z| —nz |* B Z (w)\4nu2
keA keA k=0
M
D P, ( 2M B, ( .
onc | ];4 k( 2n2 +e

Et finalement, Ve > 0 Vn € N, n > N = Vz € [0,1], |P,(z) — f(z)] < 2e. Clest a dire que (P,) converge
uniformément vers f sur [0,1].

Démonstration dans le cas général

Si g est continue sur un segment [a,b] et & valeurs dans C

* f définie sur [0,1] par f(t) = g(tb + (1 — t)a) est continue sur [0, 1] donc f est limite uniforme sur [0, 1] de la suite
(P,) précédemment définie.

* Posons Q,(z) = P”(Z — a) (les @, sont bien des polynomes).
—a
On a alors :

# o € [a.b], g(x) ~ Qulx) = f(5
réciproque t — tb+ (1 — t)a) on a :
Sup{| g(x) = Qn(2) |, « € [a,b]} = Sup{| f(t) = Pu(?) |, t € [0,1]}

quantité ayant pour limite 0 quand n tend vers 400 donc (Q,,) converge uniformément vers g sur [a, b].

Z) - PH(Z:Z) et 'application ¢ : ( [

ea ) étant bijective (de
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