Lycée Marceau MP 2025/2026 Pour le jeudi 11 septembre 2025

DEVOIR EN TEMPS LIBRE N° 01

Ce devoir est constitué de deux petits problémes.

Veillez & soigner la copie tant pour l’écriture, la propreté que pour la rédaction, la rigueur et ’argumentation. Vous
numeéroterez vos copies et ferez apparaitre clairement sur la premiére page le nombre de copies.

PROBLEME 1

Etude de fonctions

Pour tout z € R, on pose : flx)=(1—-2)vz et g(z) = —zn(x)
On note €y et &, les courbes représentatives de f et de g.
Partie I : Tracés de ¢ et ¢, et positions relatives

1. Etudier les fonctions f et g. On veillera aux limites aux bornes du domaine de définition.

2. Tracer, sur deux graphes différents les courbes €; et €.

3. On pose : ¢(z) = M

factorisée de ¢'(z) pour z € RY.

pour tout x € R’ . Justifier que ¢ est dérivable sur x € R et déterminer une expression

4. Calculer ¢(1) et en déduire les positions relatives de €y et €.
Partie II : Calcul d’intégrales

1 1
Pour tout a € R, on pose : I(a) = / f(z)dz et J(a) = / g(x)dx

1. Calculer I(a) pour tout a € R7.

2. On pose ¥(z) = x2In(z) pour tout z € R’ . Justifier que 9 est dérivable sur R et calculer sa dérivée. En déduire une
primitive de g sur R puis la valeur de J(a) pour tout a € R.

Int
3. On rappelle que . ligl 2% — 0. Montrer que lim ¥(z) =0.
—

oo ¢ z—0t

4. En déduire la valeur de la limite lim (I(a)— J(a)).

a—0t

Partie III : Résolution approchée d’une équation

1. Justifier que Péquation  g(x) = —24 admet une unique solution sur R’ que 'on notera a et montrer que « € [9,11].

24
2. On pose h(z) = s Pow tout » € RY.
nzr

2.a) Montrer que, pour tout = € [9,11], h(z) € [9, 11].

2
2.b) On pose K = ————. Montrer que, pour tout t € [9,11], |h'(t)| < K

3 (In3)

2.c) En déduire que pour tout z € [9,11], |h(z) — h(a)| < K |z — af.
3. On définit la suite (uy),,o
3.a) Montrer que pour tout n € N, u,, € [9,11] puis que |up+1 — o] < K |u,, — a| pour tout n € N

y bar ug =9 et Vn € N, u, 1 = h(uy).

3.b) En déduire que |u, —a| <2 K" pour tout n € N puis que la suite (u, ),y converge vers a
3.c) En utilisant ce qui précede, écrire un algorithme permettant de déterminer une valeur approchée de « a € preés
ou € € R’. Utiliser cet algorithme pour déterminer une valeur approchée a 1073 preés de o
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PROBLEME 2

Racines 11¢ de 'unité

1. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On note U,, = {z eC|z2"= 1} I’ensemble des racines n-iémes de 1'unité.

1.a) Montrer que (U, x) est un groupe commutatif (les propriétés de la multiplication dans C sont supposées connues) .
1.b) Déterminer les éléments de U,,. Montrer que leur somme est nulle.

2. Soitu:e%.OnposeS:u+u3+u4—|—u5+u9 et T=u?+ub +u” +ud+u!°

2.a) Montrer, sans calculs, que S et T sont conjugués (utiliser ull =1 et que w = l) .
u
2.b) Mountrer que la partie imaginaire de S est positive (sans calcul numérique) .

2.c) Démontrer que S+ 7T = —1 et S x T'= 3. En déduire les valeurs de S et T.

3 31 e 2
Z_d) Montrer que : 7 tan (111-) = ZS ) = —kZ:l (—U3)k puiS que : 47 sin (;{) =2 (U — ulo)

2
2.e) En déduire que : tan <371r) + 4sin (71T> =i(T—-8)=V11
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Corrigé : Etude de fonctions

Pour tout z € R, on pose : fl@)=0—-2)vz et g(x) = —zln(x)
On note €y et &, les courbes représentatives de f et de g.

Partie I : Tracés de ¢y et ¢, et positions relatives

1. Les fonctions f et g sont dérivables sur R} comme produit de fonctions dérivables sur cet intervalle. On a : Vo € R,
1l =3
() —

Par ailleurs, en comparant les limites des fonctions usuelles, on a :

et g'(z) = — (1 +In(z))

li =— li =— li =0et li =0]. ‘en étudiant les limites d
x;glmf(x) 00, Zirilmg(x) a9y lm, f(z)=0e i g(xz) = 0|. Remarquons qu’en étudiant les limites de
flx)  g(x)

et —— en 0 et en 400, on trouve que les deux courbes admettent une branche parabolique d’axe (Oy) en +oo,
T x

et une demi-tangente verticale en 07 .
On obtient les tableaux de variation :

"

[}

=
0
SN—
+
O Wl
|
Q\
—
8
S~—
+
o
|

V)
=

2. Tracer, sur deux graphes différents les courbes € et €.

axe y axe y

gl t@=a-av _4 gl f@=a-ove

x)—g(x
3. On pose : ¢(x) = w pour tout z € R’}. ¢ est dérivable sur x € RY comme quotient de fonctions dérivables
dont le dénominateur ne s’annule pas sur R’ .

2
1—/x

De plus : Vo € R}, ona: | ¢'(z) = _(Qx\\/Ff)
=

4. Comme ¢(1) = 0 et que ¢ est décroissante, on en déduit que ¢ est positive sur ]0,1] et négative sur [1,+oo[. Donc

%r est au dessus de ¢, sur |0,1] et en dessous sur [1,+o0[

Partie II : Calcul d’intégrales

1 1
Pour tout a € R, on pose : I(a) = / f(x)dx et J(a) = / g(x)dx

4 2 . 2
.Donc | I(a)=— — 232 4 24572

15 3 5

1
1. I(a) = [gt?’/z — §t5/2

a
2. On pose ¥(z) = 2*In(x) pour tout = € R . 1) est dérivable sur RY comme produit de fonctions dérivables sur R .
2?2 2?In(x)

De plus | ¢/'(z) =22 In(x) + z|. Donc | une primitive de g est z — 0 5

o X
. Ainsi pour tout a € R,

1 f a®In(a)
4 4 2

+

Int
et en utilisant lim — =0, on a lim ¢(xz) =0
t—4oo z—0+t

3. En posant t =

Sl-
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4 1
4. I(a) et J(a) tendent respectivement vers — et — lorsque a tend vers 0. Donc lim (I(a) —J(a)) = —
15 4 a—0+ 60

Partie III : Résolution approchée d’une équation

1. g est positive sur ]0, 1] et est continue, strictement décroissante sur [1, +oo[ avec la valeur 0 en 1 et la limite —oo en
+o00. Ainsi, par théoréme d’homéomorphisme,

g est une bijection de [1,+o0] vers |—o0,0] | . En particulier

léquation g(z) = —24 admet une unique solution sur R’} que ’on note «

Comme g(9) = —19.78 4 1072 prés et g(11) = —26.38 & 1072 prés, on a : g(9) > g(a) = —24 > g(11) donc par
décroissance de g, ona | « € [9,11]

24
2. On pose h(z) = s Pow tout » € RY.
nx

2.a) Par positivité et croissance de In sur [9,11], h est décroissante sur [9,11]. Or h(9) = 10.92 & 10~2 prés et
h(11) = 10.01 & 102 prés sont dans [9,11]. Ainsi | Vo € [9,11], h(z) € [9,11]
24 2
—————. Ainsi |h/| est décroissante sur [9,11]. Comme |h'(9)] = ——— = K,
x In*(z) 3(In3)
ona: | Vte9,11], [N ()| <K

2.b) Pour tout z € [9,11], b/ (z) =

2.c) Soit z € [9,11]. On a : |h(z) — h(a)| =

/ h’(t)dt‘ <

/ |h'<t>|dt\ <

/ Kdt’. Ainsi, pour tout z € [9,11],

|h(z) — he)| < K|z —af

3. On définit la suite (uy), oy par uo =9 et Vn € N, upy1 = h(uy).

3.a) Comme on a ug € [9,11] et [9,11] stable par h, on a: | pour tout n € N, u,, € [9,11]|. Ensuite, on remarque
que, comme g(a) = —24, alors h(a) = a. Donc en appliquant l'inégalité obtenue en 2.c) & £ = uy, on a :
pour tout n € N, |up+1 — o < K |uy, — ¢

3.b) Par récurrence immédiate, on en déduit que Vn eN, |lu, —a| <2K"| avec K < 1. Ainsi, par le théoréme

des gendarmes, la suite (u,), .y converge vers «

3.c) On peut proposer 'algorithme suivant (on suppose importé numpy avec l’alias np) :

def approchalpha(epsilon):
"""calcul d’une valeur approch\’ee de \alpha \‘{a} epsilon pr\‘{e}s """
resultat , maj , K = 9 , 2 , 2/(3*x(np.log(3))**2)
while maj > epsilon
resultat = 24/np.log(resultat)
maj *= K
7 return resultat

Bw N e

o o

On trouve avec epsilon = 1076, a =10.293673 4 10°% prés

Corrigé : Racines 11° de 'unité

1. SoitneN,n>2.0nnoteUn:{ZE(C‘z”:I}.

l.a) Il est clair que U, est non vide (contient 1), stable par multiplication (le produit de deux solutions de z" =1
vérifie encore cette équation), multiplication qui reste associative, commutative, posséde un élément neutre 1
qui est dans U, et tout élément de U,, posséde un inverse qui est encore une racine n-iéme de 'unité. Ainsi

(Un, X) est un groupe commutatif

n—1
1.b) | U, = {6215” i kelo,n— 1]]} . On pose w = v . La somme des racines n-iémes de I'unité vaut : Zwk =
k=0
1—w" —
1 =0: | la somme des éléments de U,, est nulle | .
—w

2im

2. Soit u =eT1

.Onpose S=u+ud4+ut+u’+u’ et T=u?+u® +u” +ud+u!°

2.a) Les conjugués de u, u?, ut, u® et u® sont respectivement u'?, w8, u”, u® et u?.

Donc | S et T sont conjugués
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2.b)

2.c)

2.d)

2m 6m 8 . (107 . (187 . (6w
La partie imaginaire de S est Yg = sin (11) + sin <11> +sin (11> + sin ( 11 ) +sin <11) Or sin (11) +

. (187 _9g 127 6m >0 127 <0 <12 < 9 et 6m <0 <6 <
sin 11 sin EEE cos 5 car sin o car m 11 m et cos Tl car2 11

27 6 10
w. D’autre part sin (11 ), sin (11) et sin (1177) sont positifs car les angles sont dans [0, 7]. Ainsi Yg > 0 :

| la partie imaginaire de S est positivel

S+T=u+u?>+u>+u*+u°+u®+u" +u®+u” 4+ u'” est la somme de toutes les racines 11° de 1'unité sauf
1. Donc .

En développant S x T, on trouve : S x T =

(US +u7 +u8 +u9 +u11)+(u5 +u9 +u10 +ull +u13)+(u6 +u10 +u11 +u12 +u14)+(u7 +u11 +u12 +u,13 +u15)+(u11 +u15 +u16 +u17 +u19)
= (u3+u7+u8+u9+1) + (u5+u9+u10+1+u2)+(u6+u10+1+u+u3) + (u7+1+u+u2+u4) +(1+u4+u5+u6+u8)

:5+2(u+u2+u3+u4+u,5+u6+u7+u,8+u9+u10):5+2(S+T). Donc SxT=3]|.

On en déduit que S et T sont les racines de 'équation : 22 + z + 3 = 0. Les solutions de cette équation

—1+1v11 -1 —-14V11

sont 5 et 5 . Comme on sait que la partie imaginaire de S est positive, on en déduit :
—1+1iV11 —1—4y11
S = % et T = +

e
Soit 6 un réel non congru a 5 modulo 7. On a :
il _ o—if 2i6
—e es —1
itan (9) = = T 0 c2ib 41

En appliquant ce résultat 4 6 = S~ on t bien : i tan [ o e -1 _uw-1
n a 1quant ce resultat a = ——, Oon trouve bien : Z an .
PPid 11’ )% 1 w1

D’autre part, en utilisant la formule donnant la somme des premiers termes d’une suite géométrique, on a :

i (7u3)k P 1- (—u3)10 i e e Vi

Pt 14+u3  1+ud  14ud
3 Sl = ap
Ainsi, on a bien itan (171T> Z?’ | = 7];1 (,ud)k

2
Par ailleurs : 2 (u — u'%) = 2 (u — @) = 4iIm(u) donc | 4isin (171T> =2 (u—u')

3 2
ztan(n +4ZSID 11 = u3—u6+u9—u12+u15—u18+u21—u24+u27—u30+2u—2u10

10 2

3 27
donc itan<ﬁ>+4isin<ﬁ)=u3—u6+u9—u+u4—u7+u —u?+uf

—u8+2u—2u10=

<u+u3+u4+u5+u9)—(uz—uﬁ—u7—u8—u10):S—T

Donc | tan (?{7{) + 4sin (?T) =i(T-8)=V11




