Lycée Marceau MP 2025/2026 Pour le lundi 01 septembre 2025

DEVOIR EN TEMPS LIBRE N° 00

Instructions générales :

Les candidats sont invités a porter une attention particuliére & la rédaction : les copies illisibles ou mal
présentées seront pénalisées.

PROBLEME 1

Dans tout ce probléeme, a désigne un réel.
On se propose d’étudier les suites réelles (uy),, oy Vvérifiant une relation de récurrence du type :

pour tout n de N, Upt1 = auy, + P(n)

ou P est un polynome.
Le R-espace vectoriel des suites réelles est noté RY. Un élément de RY est noté indifféremment (u,,)
ou u.

neN

La partie I étudie le cas ou P est constant.
La partie II étudie le cas ou a # 1.
La partie III étudie le cas ot a = 1.

Partie 1
Dans cette partie, on pose EO(LO) = {u eRY, IeR; VneN, upy =au, + b}.

1. Soit u € E(go). Il existe donc b réel tel que pour tout n de N :  w, 1 = au, + b.
Montrer P'unicité de b. On notera b = b, pour u € E©.

2.
(0)

2.a) Déterminer E; .
2.b) Déterminer E(()O).

Dans le reste de cette partie, a est supposé différent de 1.

w

. Montrer que EL(IO) est un R-espace vectoriel.

4. Soit x la suite constante égale a 1 (pour tout n de N, x,, = 1) et soit y la suite définie, pour tout n
de N, par : y, = a".
Montrer que (z,y) est une famille libre de E*). On précisera les valeurs de b, et by.

9. Soit u € E(go).

5.a) Montrer qu’il existe (A, i) € R? unique tel que

ATo + (Yo = Uo
Axy + py; = wy

5.b) Montrer que, pour \ et p définis & la question précédente, pour tout n de N,
Up = ATp + [Yn

5.c) Que peut-on en conclure ?

6. Déterminer EC(LO). On donnera en particulier la dimension de E(go).

1
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Partie 11

Dans cette partie, on suppose que a # 1.

On fixe un entier naturel p. On note R,[X] le R-espace vectoriel des polynomes a coeflicients réels de
degré inférieur ou égal a p.

On pourra confondre polynéme et fonction polynomiale.

On pose B = {ueR";, IPeR,X]; VneEN, uu =au,+ P(n)}.

1. Soit u € EW). Tl existe donc P € R,[X] tel que :
Vn eN, u,y = au, + P(n)

Montrer I'unicité de P (on pourra étudier I'application ¢ de R,[X] dans RP*! définie par : p(P) =

(P(0), P(1), ..., P(p)))-
On notera P = P, pour u € EP.

2. Montrer que E(gp) est un R-espace vectoriel.

3. Montrer que 'application 8 définie sur E?) par §(u) = P, est une application linéaire de E dans
R,[X].

4. Déterminer ker 6 (noyau de 6).

5. Pour k € N, on pose Qr = (X + 1) — aX*.

5.a) Quel est le degré de Q. 7
5.b) Montrer que la famille (Qo, @1, ..., Q)p) est une base de R,[X].

6.a) Montrer que pour tout k dans {0, 1, ..., p}, Qx est dans I'image de 6, notée Im 6.
6.b) Que peut-on en conclure ?

7. Déduire des questions précédentes la dimension de E(gp).

8. Pour k € {0,1,...,p}, on pose ™ 1a suite définie, pour tout n de N, par : xg“) =nk.
On rappelle que y est la suite définie, pour tout n de N, par : 1y, = a”.
Montrer que (@, ..., 2" 1) est une base de EP.

9. Application : déterminer la suite (uy), oy vérifiant :

{VnEN, Upyl = 22Uy — 20+ 7

UO:—2

Partie 111

Dans cette partie, on suppose que a = 1.

1. En adaptant les résultats obtenus a la partie précédente, déterminer :
EY ={ueRY, FPeR,X]; VneN, wu,=u,+Pn)
2. Application : déterminer la suite (u,), oy vérifiant :

Vn € N, Upr1 = Uy, — 6N+ 1
’LL():—2
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PROBLEME 2

Dans ce probléme ¢ désigne une fonction continue strictement positive sur R, sauf éventuellement en un
nombre fini de points.
On suppose par ailleurs que ¢ posséde une limite ¢ (finie ou infinie) en +o0.

Le but de ce probléme est d’étudier la fonction f ou f(z) est défini, pour = réel, comme étant I'unique
solution de I’équation (E,) d’inconnue y :

La partie I est consacrée a un exemple ot I’'on détermine explicitement f.
La partie IT permet d’aboutir a 'existence de f si ¢ # 0.

La partie III étudie des propriétés de la fonction f.

La partie IV illustre les parties II et III sans calcul explicite de f.

Partie I

Dans cette partie, la fonction ¢ est la fonction exponentielle exp.
1. Prouver que pour tout z réel 'équation (E,) posséde une unique solution notée f(z).
On montrera que f(x) = In(1 + €®).
2. Etudier les variations de f sur R. Déterminer les limites de f aux bornes de I'intervalle d’étude.
3. Montrer que la droite D d’équation y = x est asymptote a la courbe C représentant f. Préciser la
position de celle-ci par rapport a I’asymptote.

4. Déterminer un développement limité & l'ordre 2 pour la fonction f au voisinage de 0.
En déduire 'équation de la tangente en 0 a C et la position locale de la courbe C par rapport a
celle-ci.

5. Tracer lallure de la courbe C dans un repére orthonormé, en utilisant les résultats des questions
précédentes.

Partie 11

u

Pour z réel, on pose ¢, (u) = /gp(t) dt.

On rappelle que ®, est dérivable sur R et que pour u réel, ®! (u) = p(u).
1
1. Dans cetet question seulement, ¢ est définie, pour tout ¢ réel, par :  ©(t) = m
T
y
1.a) Montrer que pour z et y réels, /gp(t) dt < 1.

1.b) En déduire que pour tout x réel, 'équation (£,) n’a pas de solution.

1.c) Que vaut ¢? Dans tout le reste de ce probléme, on suppose que { # 0.

2. Exprimer I'équation (E,) a I'aide de la fonction ®,.

3.

3.a) Montrer que @, est continue strictement croissante sur R. Que peut-on en conclure ?

3.b) Montrer qu’il existe ¢y réel et A > 0 tels que pour tout ¢t > to, p(t) > A.
On pourra distinguer les cas £ = +oco et £ réel.
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3.c) En déduire que pour tout z réel, il existe u > z tel que &, (u) > 1.
3.d) En remarquant que ®,(z) = 0, montrer que ’équation (E,) posséde une solution unique.

Jusqu’a la fin de ce probleme, f(x) désigne pour x réel, l'unique solution de [’équation (E,).

Partie I11
1. Montrer, en justifiant I’écriture, que pour tout x réel, f(x) = ®5" (Pg(z) + 1)
(on pourra admettre les résultats de la question II.3).

2. En déduire que f est continue strictement croissante sur R.

3.

3.a) On suppose dans cette question a), que ¢ ne s’annule pas. Montrer que f est de classe C' sur

R et pour x réel, montrer que :
()

Fw) = -2
¢ (f(z))
3.b) On suppose dans cette question b), qu’il existe z( réel tel que p(zg) # 0 et tel que ¢ reste

strictement positive sur un voisinage de f(x¢) sauf en f(zo) ot ¢ s’annule.
Montrer que f n’est pas dérivable en xy mais que la courbe représentant f posséde au point

d’abscisse zy une tangente verticale.

4. On se propose d’étudier la branche infinie de f au voisinage de +o0o dans le cas ou £ = +oco.
Soit € € RY.
s 1
4.a) Montrer qu’il existe a € R tel que pour t > a, p(t) > —.
€
4.b) En déduire que si z > a, |f(z) — 2| < e. Que peut-on en conclure ?
5. Etudier de méme la branche infinie de f au voisinage de +oo dans le cas ou £ € R7.
6. Dans cette question, on suppose ¢ paire. On note I' le graphe de f.

6.a) Soit (z,y) € R% Montrer que (z,%) € T si et seulement si (—y, —z) € T.
6.b) En déduire que la courbe représentant f posséde un axe de symétrie & déterminer.

Partie IV
Dans cette partie, ¢ est la fonction définie, pour tout z réel, par ¢(z) = z* — 22 + 1.

1. Justifier que ¢ vérifie les hypothéses du probléme.

2. Sans calculer f(z) et en utilisant les résultats des parties précédentes, esquisser le graphe de la
fonction f, en précisant les éléments remarquables (asymptotes, axe de symétrie, points a tangentes

horizontales ou verticales).
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Solution

Mines sup 2001 : épreuve spécifique

PROBLEME 1

Partie I

1.

. Or on a vu au 4. que cette famille est libre. On en conclut que la famille (z, y) est une base de E(g ,

dbeR, Vn € Nju, 1 = au, + b

: ©0) g
Soit u € E, -Sl{ ' €R, Vn € Nyu,1 = au, + b

b=1".

alors Vn € N, au,, +b = au, + b’ c’est a dire

.2.a) B = {u e RY/Ib € R, Vn € N, upy 1 = u, + b}. E'” est donc Iensemble des suites arithmé-

tiques.
Donc u € EY <= 3\, u € R tel que ¥n € N, u,, = An + p.
2.b) Eéo) ={uecR}/IeR, Vn €N, u,y1 = b}. E(SO) est donc I'ensemble des suites stationnaires
a partir du rang 1.
Donc u € Ej <= 3u € R tel que Vn € N*, u,, = p.

. Soit u et v dans E” et soit A et p deux réels.
Vn € N, (Au+ pv)pi1 = MNpgr + pop = Aau, + by) + plav, + by) = a(Au+ po), + (Aby + uby).
Donc A\u + pv € E((IO) avec bayypuw = Aby + [iby. EC(LO) étant stable par combinaisons linéaires est un
sous-espace vectoriel de RY.
> :L‘GE(SO) avec by =1 —acarVn e Nz, =1 =ax, + b, =a.l+ (1 —a).
=2 yc EY avec by =0 car Vn € Ny, 41 = a"t = ay, + by = a.a" + 0.
© (z,y) est une famille libre. En effet :
Va,8 € Riax + fy =0 <= Vn € N,a + fa" = 0. Cette égalité étant vraie pour tout n est
vraie en particulier pour n = 0 et n = 1. Ceci conduit au systéme { ;_:_ 5@2_00 avec a # 1,
d’ot o = =0.
5.a)
AT + pyo = Uo A+ p=ug
<~
{A$1+My1=U1 A+ pa = uy
Ml —a) = —aug + uy = —aug + (aug + by,) = by
p(l—a) = wy—uy =ug— (aug + b,) = ug(l —a) — by,
avec a # 1
. b,
Donc le systeme { ii? i Z z(l) _ Z(l) admet pour unique solution le couple (X, u) = (1 —— ., Up —

5.b) Raisonnons par récurrence : la propriété annoncée est vraie pour n =0 et n = 1.
Supposons qu’au rang n, u, = Ax, + uy,. Alors

Api1 + fynt1 = MNaxy, + by) + pay, = a(Ax, + pyn) + A(1 — a)
= a(Az, + pyn) + by = au, + by = Upg.

La propriété est donc vraie pour tout n.
5.c) Donc, Vu € EO, I\ p € R, u = \z + py.

La famille (z,y) est donc une famille génératrice de E(.

0)

et que EC(LD) est un espace vectoriel de dimension 2.

5

by
1—a
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Partie 11

1.

. 6.a) Soit u la suite définie par Vn € N, u,, = n".

Supposons que le polynéme P n’est pas unique.
Ainsi 3(P, Q) € R,[X]? tels que Vn € N, Unt1 =ty + P(n) Alors Vn € N, P(n) = Q(n),

c’est a dire, Vn € N, (P —Q)(n) = 0.
Le polynéme P — @ de R,[X] admet une infinité de racines (tous les entiers naturels). C’est donc
le polynéme nul, d’ou P = Q.

. V(u.v) € (B2, V(A ) € R,

A+ p0)psr = Ntpgr + popsr = Mawy, + Pu(n)) + plav, + Py(n))
= a(Auy + pvy) + (AP, (n) + uP,(n)) = a(Au + pv), + (AP, + puP,)(n).

AP, + uP, € R,[X], donc A\u+ pv € E((lp) avec Pyyipw = AP, + pP,.

E¥) est donc un sous espace vectoriel de RY.

. On vient de voir que P4,y = AP, + pP, ce qui s’écrit : 0(Au + pv) = A(u) + pé(v)

0 est donc une application linéaire de B dans R,[X].

. u€ker(d) <= 6(u) =0<«<= P, =0.

Donc u € ker(f) <= Vn € N, u,11 = au,.
ker(#) est donc I'ensemble des suites géométriques de raison a |.

Remarquons que la suite (y) du .4. est non nulle, appartient a ker(f) et est génératrice de ker(6)
car toute suite géométrique u de raison a est telle que : IX € R, Vn € N, u,, = Aa". Donc ker(6)
est le sous-espace vectoriel de E®) engendré par (y), d’ou dim(ker(6)) = 1.

. 5.a) Le coefficient de X* dans @}, est égal & 1 —a avec a # 1. Il est donc non nul, d’ott deg(Q;) = k.

5.b) Les polynémes Qo, Q1, -., ), sont des polynoémes non nuls de degrés distincts 2 a 2. Ils forment
donc une famille libre de R,[X].
Or dim(R,[X]) = p+ 1 et la famille libre (Qo, @1, ..., @,) de R,[X] a p+ 1 éléments. On en
conclut que (Qo, Q1, ..., @) est une base de R,[X]
k

Alors, Vn € N, au, + Qr(n) = a.n® + (n + 1) —an® = (n 4+ 1)* = upy1.
Donc u € EW) et §(u) = Qx, d’ott Qi € Im(6).
6.b) L’application linéaire # est donc surjective, i.e. Im(#) = R,[X], et donc dim(Im(f)) =p + 1.

on a vu au I1.4. que ker(é) est de dimension 1, et on a vu au IL.6. que Im(6) est de dimension p+ 1.
L’image et la noyau de 6 étant de dimension finie, on déduit que Eflp) est de dimension finie, et par
applation du théoréme du rang :

dim(EP)) = dim(ker(0)) + dim(Im(9)) = p + 2.

(Rappel 77 : montrons que Eép) est de dimension finie.

Notons v un antécédent de Q; par 6.

Soit u € EP, alors I\, .., A, € RPT tel que O(u) = \gQo + .. + \,Qp = O Mov® + .. + )\pv(p)). Donc

O(u— N0 — ... — )\pv(p)) =0,ie u— Z Ao € ker(6). Donc o € R tel que u = oy + Z Ao,
=0 =0

Donc (y, A9, ..\, v")) est une famille génératrice finie de EP, c’est a dire E) est de dimension

finie.)

. La famille (:L‘(O), ...,:E(p),y) a p + 2 éléments dans E((lp) espace vecoriel de dimension p + 2. Pour

montrer que c¢’est une base, il suffit donc de montrer que c¢’est une famille de E((lp) et qu’elle est libre.

= On a montré au 6.a. que pour tout k, ) est élément de EP.



Lycée Marceau MP 2025/2026 Pour le lundi 01 septembre 2025

= Cette famille est libre. en effet :

aerZ)\ix(i) =0 < VneN, )\on0+)\1n1+...+/\pn”+aa":0
i=0
—= VneN+An+.. .+ +aa” =0
— VneN, a "+ na "+ ...+ \nfa"+a=0
Or,Vk €N, lim nfa™ =0.

n——+oo

Alors lim (Apa ™™ +Mna ™"+ ...+ \nfa™" +a) =0= a =0.

n—-+o0o

Donc Z )\Z‘ZL‘(i) =0.
i=0

p
Soit R le polynome de R,[X]| défini par R = Z)\iXi. Alors Vn € N, R(n) = 0, donc R a

i=0
une infinité de racines, c¢’est donc le polynéme nul. Donc tous ses coefficients sont nuls, c’est &
dire : Vi, \; = 0. Ainsi la famille (m(o), oz y) est libre; c’est donc une base de E((lp).

9. uec B\ avec P, = —2X + 7.
Donc da, 8,7 € R tels que Vn € N, u, = a + fn + y2". Il nous faut donc trouver les coefficients

a?ﬁ?’y'
Uy = —2 a+y=-2 a+y= -2 o= -5
U =3 <= a+pB+2y=3 <+ B+y=5 <= B =
uy =11 a+20+4y =11 26+ 3y=13 v =

Donc \vn €N, u, =—-5+2n+3.2" \.

Partie 111
1. = Lesrésultats des questions I1.1., I1.2., I1.3. restent valables, car on n’avait pas utilisé I’hypothése
a # 1.

2 u € ker(f) <= Vn € N,u,1 —u, = 0 i.e. ker(0) est 'espace vectoriel des suites constantes,
c’est & dire I'espace vectoriel de dimension 1 engendré par la suite (x) définie au 1.4.

© FEn reprenant la définition de Qy, alors Qg = 0 et pour k > 1,deg(Qy) = k — 1.
On démontre alors de la méme maniére que (@1, Qa, ..., @Qp+1) est une base deR,[X].

= Pour k € {1,2,...,p+ 1}, Q) = #(z™) (méme démonstration qu’au IL.6.a.)
Donc la encore Im(6) = R,[X] et donc dim(EP) = p+2.

= (W 2@ 2Pt 2) est une base de E%p) (c’est clairement une famille libre de p+2 éléments)
Donc Yu € E{p), (A1, s Apr1, @), V€ Nyuy, = a + An + Agn? + A, qnP

2. ue BV avec P, = —6X + 1.
Donc Ja, 3,7 € R tels que Vn € N, u,, = o + fn + yn?. 1l nous faut donc trouver les coefficients

a, B,
Uy = —2 o= -2 o= -2 a=—2
u=-1 <= a+f+2yv=-1 <— B+y=1 — B =4
us = —6 a+28+4y=—-6 20+4y=—4 v=-3

Donc |Vn € N, u, = =2+ 4n — 3n?|.




Lycée Marceau MP 2025/2026 Pour le lundi 01 septembre 2025

PROBLEME 2
Partie I

v
1. L’équation (FE,) s’écrit / eldt = 1.

y
Or/etdtzl<:>ey—e“":1<:>ey:1+e“”<:)y:ln(1—|—e””)car1+e””>0.
Donc | f:a — In(1+4¢€%)|.

xT

e
2. ®VzeR, fl(z)= >0
(@) 14 e
Donc f croit strictement sur R.

= Quand z tend vers —oo, alors e¢” tend vers 0. Donc lim f = In(1) = 0.

© Quand z tend vers 400, alors e” tend vers 4+o00. donc lJirmf = +00.

3. VzeR, f(z) =In(1+¢€") =ln(e"(e ™ +1)) =z +In(l+e)
Donc lirf (f(x)—2) = lir+n In(1+4e ") = 0. La droite D est donc asymptote a C au voisinage de
T—>+00 T—>+00
+00.

De plus, 1 + e >1=1In(1+4¢"*) > 0. Donc C est AU-DESSUS de D pour tout réel z.

flx) = 1n(1+(1+x+%2+00(x2))>:ln<2+x+—+oox )

2 2

= In(2)+1In (1 + g + % + 00@2)) =In(2) + ((g + "%) — % g + %)2) + 0g(2%)
Donc | f(x) = In(2) + g + % + op(2?) |.

2
On en déduit que la droite d’équation y = g + In(2) est tangente a C. De plus, % est positif, et
donc C est AU DESSUS de la tangente au voisinage de 0.
9.

Partie 11

1. 1.a) /zy (t)dt = /z a j_ ) = %(arctan(y) — arctan(z)). Or Vz, arctan(z) € }—E' T [

1/ T
DO“CL sz <2 (3-3)
Donc/ o(t)dt < 1.

y
1.b) Donc Vx € R, il n’existe pas de réel y tel que / p(t)dt = 1.
1.c) hm o(t) =0.

2.y solutlon de (E;) <= P,(y)=1

3. 3.a) ¢ est continue sur R donc @, est de classe C' sur R et Yu € R, & (u)
strictement positive sauf éventuellement en un nombre fini de points.

Donc @, est strictement croissante sur R. On en déduit que ®, admet une limite, finie ou
infinie, en 4o0.

3.b) = 1% cas

= p(u). Or ¢ est

: £ = 4+00. Alors, écrivons la défnition de limgp = 400,
VA > 0,3ty € RVt t >ty = o(t) > A.
Donc dans ce cas, A et t, existent.
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3.d)

= 2" cas : ¢ € R. On sait que ¢ est positive sur R, donc £ > 0. Or par hypothése ¢ # 0 donc

?>0.

Prenons, par exemple ¢ = /2 dans la définition de lim p ="/

I
3ty € R, VA, t>t0:>€—§<g0(t)<€+§.
14

Il suffit alors de prendre A = 5

Dans tous les cas, 3A > 0, 3ty € R, Vi, t > tg = ¢(t) > A.
On peut supposer ty > x. Prenons u > .

Alors @, (u )_/ ()dt//u o(t)dt > Alu — to).

x to
1
Donc pour avoir ®,(u) > 1 il suffit que A(u —ty) > 1 c’est a dire u > 1 +tp > .
Ainsi, il existe u > z tel que ®x(u) > 1.

x

O, (x) = / (t)dt = 0.

On a vu au IL3.a. que P, est continue et strictement croissante sur R. Elle est donc bijective
de R sur son image.

Or 0 = ®,(x), donc 0 est dans 'image de @, ;

De plus @, (u) est dans I'image de de @, ;

Enfin, ®, étant continue, alors son image est un intervalle de R. Cet intervalle contient 0 et
®, (u) réel strictement supérieur a 1, il contient donc 1.

®, étant bijective sur R, et 1 étant dans son image, on en déduit que 1 admet un et un seul
antécédent par ®,, c’est a dire que I'équation (£,) admet une et une seule solution.

Partie III
1. On a donc @,(f(z)) = 1.

Or @, (u) = /u et)dt = [ p(t)dt + /Ou o(t)dt = — /Ox o(t)dt + Po(u) = —Dg(x) + Po(u). Donc

D,(f(2)) =1 <= —Py(x) + Do(f(z)) = 1 <= Do(f(2)) = 1+ Bo(z) <= f(z) = O5 (1 + Po())

car @y est bijective sur R.

2. ®; est continue et strictement croissante sur R (I1.3.a.) et bijective sur R, donc ®;" est continue sur
Im(®y) et de méme monotonie que ®q. 1+ Py est strictement croissante sur R (somme de fonctions
croissantes), donc f, composée de fonctions continues et strictement croissantes, est continue et
strictement croissante sur R.

3. 3.a)

3.b)

¢ ne s’annule pas sur R et est positive entraine ¢ > 0 sur R, donc & = ¢ # 0.

Par application du théoréme de dérivation des fonctions réciproques :

D elst dérivable sur R et Vo € R, ®)(z) # 0 = &, de classe C' sur ®y(R) et (®;') =
Pl odyt

Ainsi, f est de classe C' sur R comme composée de fonctions de classe C* et :

Vo€ R, () = (@-1Y(o(x) + 1) x Bh(z) = gp(q)oléi”zi) 5 - @z@]gg)) |

Notons V' le voisinage de f(xg) mentionné dans I’hypothése. f étant continue sur R, il existe
un voisinage U de zg tel que f(U) C V.
Alors par application du théoréme de dérivaition des fonctions réciproques,

Vo € U, © # xy = f dérivable en zg et f'(z) = ———
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limp = @(zg) > 0 et limp(f(z)) =0 avec Vo € U, o(f(u)) = 0= lim f’ = +o0.
x0 x0o o
Donc f n’est pas dérivable en xy, mais sa courbe représentative admet une tangente verticale

en xg.

1
4. 4.a) Prenons A = = dans la définition de lim ¢ = ~00.
9 0o

Alors Ja > 0, Vt, t > a = p(t) >
4.b) Remarquons tout d’abord que 1+ ®g(z) > ®o(z) = f(x) > &5 (Po(2)) = f(z) > z.

™| =

AlOfo>a=>f(l’)>ad’°ﬁ/ %D(t)dt>/ gdt>—f($>5 =
flo) =2
Donc 1 > ————— c’est a dire f(z) —x < e avec f(z) — 2z > 0. Donc |f(z) — x| < ¢

£
On en conclut liril (f(z) —x) = 0 et donc la courbe de f admet la droite d’équation y = x
T—>1+00
pour asymptote au voisinage de +oc.
5. lim ¢ = ¢ <= Ve >0, 3a>0, Vt, tza=l—ec<p(t)<l+e.
Alors pour u 2 x > a, ({ —¢)(u—x) < / e(t)dt < (0 +¢)(u—x).
Dotuzzr>a= ({—¢)(u—x) < Py(u) < ({+¢)(u—x).
Alors, pour = > a, sachant que f(x) > x on déduit :
(5—5)(/‘"( ) — )<<I>x(f( )< (U+e)(f(x) —x), avec @,(f(x)) = 1 par définition de f.

D <fla)—z < ——
onc o — flz) —x 7
1
On en déduit | lim (f(z) —z) = —|
T—+00 f

6. 6.a) (xy)€F<:><I>()—1<:>/ t)dt = 1. Posons u = —t. Alors

(r,y) €T /__y —u)(—du) = 1 > — / uzl(z)/_jgp(u)du:

= Py(—z)=1=(-y,—

6.b) Ainsi, (z,y) €' <= (—y,—z) €T et donc‘la droite d’équation y + x = 0 est axe de symétrie de -

Partie IV

1. p(z) = (2* — 1)?, donc ¢ est continue sur R, et strictement positive sur R sauf en —1 et 1.
o vérifie donc les hypothéses du probléme.
Remarquons, en outre, que ¢ = lim p = +00 et que ¢ est paire.

2. © [ est continue et strictement croissante sur R (II1.3.a)
® La droite d’équation y + x = 0 est axe de symétrie de la courbe de f, car ¢ est paire (II1.6.b.)
© La droite d’équation y = x est asymptote a I' (I11.4.b.)

& La courbe admet des tangentes horizontales aux points d’abscisse 1 et -1.
Posons f(1) = yo (on sait yo > 1 I11.4.b.) et f(—1) =z (d'ott xy > —1.).
Alors f(—z9) =1 et f(—yo) = —1, qui sont les points de I' & tangentes verticales (II1.3.b.).
1 2 8

1
= On peut encore remarquer que / et)ydt=-—-+1=— < 1.
0 5 3 15
f(0)

Donc f(0) qui vérifie / o(t)dt =1 est tel que f(0) > 1
0
Donc f(—xz¢) =1 = —17 < 0i.exy >0, dou f(—1) > 0.
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= Avec Maple :
> phi=x— >zt —2%x2”+1:
> Phi:= (xz,y)— > int(phi(t),t = z..y) :
> f:=x— > fsolve(Phi(x,y) = 1,y) :
> plot(f,—3..3);
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