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DEVOIR SURVEILLE N° 06 (4 HEURES)

Ce devoir est constitué d’un seul probléme.

Veillez & soigner la copie tant pour I'écriture, la propreté que pour la rédaction, la rigueur et 'argumentation. Vous numé-
roterez vos copies et ferez apparaitre clairement sur la premiére page le nombre de copies.
La calculatrice est autorisée.

PROBLEME : SUITES DE CAUCHY, ESPACES COMPLETS

Partie I : Suite de Cauchy

On considére dans cette partie, un espace vectoriel normé E muni de la norme H H
Une suite (), oy est dite de Cauchy si et seulement si :

Ve > O7E|n0 € I\I| v(pa Q) € Nap Zng = pr-&-q _mPH Se€
1. Montrer qu’une suite de E convergente est nécessairement une suite de Cauchy.

2. Montrer qu'une suite de Cauchy est bornée

w

. Montrer qu'une suite de Cauchy possédant une valeur d’adhérence est convergente

4. Soit E et F sont deux espaces vectoriels normés. Montrer qu'une suite de E x F est de Cauchy si et seulement si ses
composantes sont des suites de Cauchy.

Partie II : Parties complétes d’un espace vectoriel normé

Si A est une partie de F, on dit que A est une partie compléte de E si toute suite de Cauchy d’éléments de A est convergente
dans A.

On dit que E est complet (ou E est un espace de Banach) si toute suite de Cauchy d’éléments de E' est convergente dans
E.

5. Si N; et Ny sont deux normes sur E équivalentes, montrer que toute partie compléte dans (F, Ni) est compléte dans
(E, N2)

6. Montrer qu'une partie compléte d’un espace vectoriel normé est fermée.
7. Montrer qu’une partie fermée d’une partie compléte est compléte
8. Montrer quune partie compacte d'un espace vectoriel normé est compléte

9. Montrer que le produit de deux parties complétes est complet

Partie III : Exemples d’espaces de Banach, exemple d’espaces vectoriels normés non com-
plets

10. En utilisant le fait qu'une suite de Cauchy est bornée, montrer que R est un espace vectoriel normé complet.
11. Montrer que pour tout n € N*, I'espace K™ est complet (avec K = R ou C)
12. On considére X un ensemble non vide quelconque et (E, Ng) un espace vectoriel normé complet. On considére Z(X, F)
Pespace des applications de X vers E bornées et on le munit de la norme N, définie par Ny (f) = sup Ng(f(x)).
zeX
Montrer que pour cette norme, #(X, E) est complet.

13. Montrer que si [a,b] est un segment de R, I'espace % ([a, b], R) muni de la norme || || est complet
1
14. Soit E = €([-1,1],R) muni de la norme | ||; définie par || f||, = / |f(t)] dt.
-1

14.a) Pour n € N*, on considére la fonction f,, définie sur [0,1] par f,(x) = min(nz, 1) et sur [—1,0] par f,(z) = 0.
Tracer sur un méme dessin les graphes de f1, fo et f3.
Montrer que f, est dans F.
14.b) Montrer que la suite (f})
pour la norme || ||;
14.c) Montrer que (fy,),,cn-
14.d) Qu’en déduit-on?

n’est pas une suite de Cauchy pour || ||s mais qu’il s’agit d’une suite de Cauchy

I;)

neN*

n’est pas une suite convergente dans (E, |
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Partie IV : Théoréme du point fixe dans un espace de Banach

On considére dans cette partie, que (E, || H) est un espace de Banach.

Soit f une application de F dans lui-méme. On définit une suite (a,)
relation de récurrence de la forme a, 1 = f (ay).

ney d’¢léments de E par la donnée de ag et de la

15. On suppose dans cette question que f est continue. Montrer que, si la suite (an)nGN converge, alors sa limite £ vérifie
nécessairement ’équation : £ = f(¢)

16. On suppose dans cette question que f est contractante i.e. il existe k € [0,1] tel que pour tout couple (z1,z2)

I (e2) = £ o)l _

d’éléments de E distincts,
w2 — 21|

16.a) Montrer qu'une application contractante sur E est continue, et qu’elle est uniformément continue sur E tout
entier.

16.b) Montrer que 'équation z = f(x) ne peut admettre plus d’une racine dans E.

16.c) Montrer que, ag étant un élément quelconque de £, la suite (a,),y de E définie par la donnée de ag et la
relation de récurrence : Vn € N, a,11 = f (a,) est une suite de Cauchy.
En déduire que cette suite est convergente et que I’équation z = f(x) admet une racine unique, limite de la suite
(@n),en» cette limite ne dépendant pas de ap.
L’ensemble des résultats de cette question 16. constitue le théoréme du point fize dans un espace vectoriel normé
complet

Partie V : Théoréme de Cauchy-Lipschitz

On considére f une application continue de [a,b] x R™ vers R", lipschitzienne par rapport a la seconde variable i.e. il existe
L > 0 tel que Y(t,z,y) € [a,b] x R" x R", ||f(t,:1:) — f(t,y)” < L||y - xH
On considére le probléme de Cauchy suivant :

y/ = f<t7 y)
{y(to) —w B

ou ty € [a,b] et yo € R™ sont fixés et y est une fonction inconnue de [a, b] vers R™ dérivable.

17. Montrer que le systéme (E) est équivalent & 'équation d’inconnue y :
Vt € [a,b], y —y0+/fuy du

18. Soit T T'application de € ([a,b],R" ) vers lui-méme qui & y € €7 ([a,b],R™) associe 'application T, définie par :
vt € [a,b], T,(t) = yo+ / f(u,y(u)) du . La résolution du probléme de Cauchy (F) revient donc & la recherche d’un
point fixe pour I’ apphcatlon T.

18.a) Soit o > 0. Montrer que || || définie sur €° ([a,b], R") par ||y|| = max (e*a“*to‘Hy(t)H) est une norme sur
te|a,
€° (la,b], R™) et qu’elle est équivalente & la norme infinie sur cet espace.
On en déduit que Uespace €° ([a,b],R™) est un espace complet pour cette norme

18.b) Montrer que pour tout couple (y, z) de €° ([a,b], R™) on a :

t
welatl 15,0 -TOl<z|[ e s,
to

18.c) En déduire que I'on peut choisir @ pour que T soit contractante

19. En déduire I'existence et 'unicité d’une solution au probléme de Cauchy (F)
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