MP 26-27  Feuille n°01 : Structures et ensembles usuels Du 07/09/2026 au 13/09/2026

GENERALITES SUR LES ENSEMBLES ET LES APPLICATIONS

Exercice 1. Soient F et F' deux ensembles et f : E — F une application.

1. Montrer que, pour toutes parties A et B de E, on a :

(a) AC B = f(4) C f(B) (b) f(AUB) = f(A) U f(B) (c) F(ANB)C f(A)Nf(B)
2. Plus généralement, si (A4;);.; est une famille de parties de E, montrer que

@f(U&)UfM» @f(ﬂ&)CﬂfMﬂ

i€ I ie I ie I ie I

3. Montrer que, pour toutes parties A’ et B’ de F, on a :

(a) A'C B'= f7H(A) C fH(B) (c) A NB) = fHA) N fH(B)

(b) fTH(AUB) = fTHA)UFTH(B)
4. Plus généralement, si (Ag)iE ; est une famille de parties de F', montrer que

@f”(U%>=Uf”MD @f”(ﬂ&)=ﬂf”%9
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Exercice 2. Soient E et F' deux ensembles non vides. Montrer ’équivalence entre les deux propositions suivantes :
1. 1l existe une injection f de F vers F

2. Il existe une surjection g de F vers FE.

Exercice 3. Théoréme de Cantor-Bernstein.
Soient F et F' deux ensembles non vides. On suppose qu’il existe une injection f de F vers F' et qu'il existe une injection
g de F vers E

1. Soit X = {A € Z(E) 'g(F\f(A)) C E\A} Montrer que X # )

2. Montrer que B = U A est défini et que B € X B est alors le plus grand élément de X pour linclusion
AeX

3. Montrer que g(F \ f(B)) = E\ B

4. En déduire qu’il existe une bijection de F vers F'
Exercice 4. Théoréme de Cantor.

1. Montrer qu’il existe une injection de E dans & (FE)
2. En considérant la partie A = {m eE ‘ xé f(:c)}, montrer qu’il n’existe pas de bijection f de E dans Z(FE)

GROUPES

Exercice 5. On note G ’ensemble des nombres complexes de la forme a + ib ol a et b sont des entiers relatifs.
1. Montrer que (G, +) est un sous-groupe du groupe (C,+).
2. Montrer que (G, +, x) est un anneau commutatif. Est-il intégre ? Est-ce un corps ?

3. Vérifier que : V2 € C, 2z € G = [2]> € N.
En déduire que z est un élément inversible dans G si et seulement si: z € G et |z| = 1.

4. Montrer que ’ensemble A des éléments inversibles d'un anneau commutatif (A, 4+, x) est, muni de la loi x, un groupe.
Quel est ce groupe lorsque A est un corps ? Déterminer le groupe G.

Exercice 6. Soit G un sous-groupe FINI du groupe (C*, x), non réduit au singleton {1}.

1. Soit z € G, montrer que : Vn € N, 2" € G. En déduire que |z| = 1.
G est donc un sous-groupe du groupe des complexes de module 1.



2. Soit A 'ensemble des arguments dans [0, 27| des éléments de G.

(a) Montrer que A\{0} a un minimum 6.
(b) Montrer que : Vn € N, ™ € G.

27
(c¢) En déduire que 6 est de la forme — ot p est un entier naturel non nul.
p

3. Montrer que G est le groupe des racines p'®™® de 1'unité.

RELATIONS D’ORDRE et BORNES SUPERIEURES

Exercice 7. A et B sont des parties de R, non vides et majorées. On pose A+ B={a+b, a€ A, be B}
1. Justifier I'existence des bornes supérieures de A, B et A+ B.
2. Montrer que sup(A + B) = sup(4) + sup(B)

Exercice 8. On note B 'ensemble des fonctions f de R vers R qui sont bornées, c’est a dire pour lesquelles ’ensemble
{|f(x)’, S R} est majoré.
Soient f et g deux fonctions bornées, et y un réel non nul.

1. Justifier Pexistence de S(f) =sup {|f(z)|, = € R} et montrer que S(f) = 0 si et seulement si f est la fonction nulle.

2. Montrer que S(f) + S(g) est un majorant de {|f(z) + g(z)|, = € R}.
En déduire que f + g € B et que S(f +g) < S(f) + S(g)-
3. Montrer que uf € B et que S(uf) < |u|S(f). Montrer alors que S(uf) = |u|S(f)

Exercice 9. A est une partie de R, non vide et majorée, on note S la borne supérieure de A.

1. Montrer que si S ¢ A, on peut construire une suite strictement croissante (by,) de points de A qui converge vers S.

neN
2. Donner un exemple de partie A de R, non vide et majorée, pour laquelle il n’existe pas de suite strictement croissante
de points de A qui converge vers S = sup(A)

Exercice 10. On définit dans C la relation < par :
V(a+ib,x +iy) €C? a+ib<z+iye[(a<z) ou (a=z et b<y)

1. Montrer que < est une relation d’ordre total dans C, qui prolonge la relation < de R.
2. Montrer que (C,+, X, <) n’est pas un corps ordonné.

3. Montrer qu’il n’existe aucune relation d’ordre total sur C qui prolonge la relation < et pour laquelle C devienne un
corps ordonné.

Exercice 11. Soit A = {r €eQ | r? < 2}. L’objectif de I'exercice est de prouver que A est une partie non vide et majorée
de Q qui n’a pas de borne supérieure dans Q.

1. Prouver que A est une partie non vide de Q et majorée dans Q.

2. On suppose que A a une borne supéreure S € Q.

1
(a) Montrer que S > 1 et que Vn € N*| Ja,, € A{ S——<a, <8
n
1\2
En déduire que Vn € N*| <S — > < 2 puis que S? <2 (on a donc établi S € A)
n

1
(b) Montrer que Vn € N*, S+ = ¢ A, en déduire que S? > 2. On a donc S? = 2.
n

(¢) Conclure.

THEME D’ETUDE

Exercice 12. soit G un sous groupe du groupe (R, +), avec G # {0}.
1. Montrer que G nRi admet une borne inférieure que ’on notera «. Montrer que : o > 0.
2. On suppose que 'on a « > 0. Montrer qu’alors G = aZ. (Rappel : oZ = {ak, k € Z}).
3. On suppose que 'on a a = 0. Montrer qu’alors G est dense dans R i.e. entre deux réels z et y distincts quelconques,
il existe au moins un élément de G. (Indication : Considérer ¢ € G tel que 0 < € < @ et montrer qu’il existe un multiple de

€ entre x et y)
4. Exemple : soit w € R et G = {a + bw, (a,b) € Z*}.
(a) Montrer que G est un sous groupe additif de R.

1
(b) Montrer que si w est un rationnel avec w = P ou pged(p, q) = 1, alors G = -Z.
q q

(¢) Que dire si w n’est pas rationnel ?



