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SERIES : REVISIONS DE SUP

) ) _ sin(nx)
Exercice 1. x est un réel quelconque et on pose, pour tout entier n, u,, = 3
1. Prouver la convergence de la série g Upy.
+oo
2. Calculer les sommes partielles de la série E u, puis calculer sa somme g Uy
n=0
) 1
Exercice 2. Pour n > 1, on pose u, = 3 .
nd —n

1. Prouver la convergence de la série g Uy
n>1

1
2. Dé 61é ts simples la fraction ———.
écomposer en éléments simples la fraction ~z—
n
3. Pour n > 4, simplifier S,, = Zuk En déduire la somme de la série Z Uy -

k=2 n>1

Exercice 3. Montrer la divergence des séries E Uy, suivantes :

=

Exercice 4. Grace & une comparaison par o ou O, déterminer la nature de g u, lorsque :

1 1 1
2. Uy = ——F—= 3. uUp =

In(n) n3y/In(n) Vnsin®n

1. u, =

Exercice 5. Grace a des équivalents, déterminer la nature de g Uy lorsque :

n 1\" 1 nm T
1. u, = arctan 2 3. u, = 1—5 - 5. u, = tan T —cos(ﬁ>

1 n—1 nln(n)
2. up, =1 — cos <n> 4 un:(n+1)1/n_n1/n 6. un:< - )

1 1
7. u, = arcsin <> — 2 arcsin <>
n 2n

Exercice 6. Déterminer en fonction des paramétres a et b de RY , la nature de Z uy lorsque :

n n

a
1. = — 2. =
= In(n) tn

a
b+ 1

Exercice 7. Pour n € N, on pose up, =n3 " et v, = (n+1) 37"

1. Prouver la convergence des séries g Up, €t g Up,.

2. Trouver des relations entre les sommes partielles des séries g Up, €t g vy, afin de retrouver leur convergence
et de calculer leurs sommes .

Exercice 8. (a,b) € R? on pose pour n > 0, u, = In(n) + aln(n + 1) 4+ bIn(n + 2).

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que E Uy, SOit convergente.
n>0



oo
2. Lorsqu’elle existe, calculer Z Uy

n=1

1 1
Exercice 9. Soit o € R*, pour n > 0, on pose %, = — —
n nt+a
1
1. Calculer/ (t”_l — ") at
0
: e 11—t .
2. Montrer que la fonction f, définie sur [0,1] par : fu(t) = T—; o t €[0,1] et fo(l) = « est

continue sur [0, 1].

+o00 1
3. Montrer que Z Uy converge et Z Up = / fa(t)dt.
n=1 0

4. Retrouver par une autre méthode les résultats obtenus pour a =1 et o = 2.

COMPLEMENTS : SERIES ALTERNEES ET COMPARAISONS

_1\yn—1 n
Exercice 10. Série harmonique alternée : terme général u,, = L (n>0). On pose S, = Z U
n
k=1

n

1. Premiére méthode : Montrer que So,, = Z
k=1

1
n+k

. En déduire la convergence de (S2,),,c et sa limite, puis
la convergence de E u, et sa somme.

1
1
2. Deuxiéme méthode : En remarquant que / 2" lde = 7 mettre .S, sous forme d’une intégrale. En déduire
0

la convergence de E U, et sa somme

Exercice 11. Grace a une comparaison a une série de Riemann ou une série géométrique (régle de d’Alembert),
déterminer la nature de E uy lorsque :

2 1 n _ _—In%(n)
1. un:n—n 3. Up = <cos <>) 5. un =e¢
2 n
In(n) 2"
_n? _n -
Exercice 12. Séries de Bertrand : séries de terme général — u, = ——— n> 1
n?(lnn)

1. Cas ot @ > 1. Montrer que si ¢ > 1 une comparaison de Riemann permet dans tous les cas de déterminer

la nature de Z Uy -
2. Casoua<1
(a) Lorsque a < 0, montrer que Z Uy, est grossiérement divergente.
(b) Lorsque 0 < a < 1, étudier la limite de nu, et déterminer la nature de ZU"
3. Casoua=1
(a) Lorsque b < 0, déterminer la nature de Z Uy par une comparaison de Riemann.

(b) Lorsque b > 0, déterminer la nature de Z Uy, par une comparaison avec une intégrale.

Exercice 13. Déterminer la nature des séries g u, lorsque :

ey _ N
1. u, = 3. Up = nlnz(n) 4. up = n(n+ (—1)")

v+ (=1)"
2. un:sin<7r n2+1) 5. Uy =sin (7 v/ 2—|—a)



(1) 1 (-1)"

Exercice 14. 1. Pour n > 0, on pose z,, = In? (n). Déterminer un équivalent de x, 1 — x, et en déduire un
n
Ink
équivalent de &
k=1
, . .. " In’k
2. Déterminer un équivalent de 7

k=1
Exercice 15. Soit Z Uy, une série de réels positifs.

oo
1. On suppose que Z u, converge et que u,+1 = o(uy,). Montrer que : Z Uk ~ Upy]-
k=n+1

VEk

o0
2. Exemple : donner un équivalent de Z R

k=n+1

Exercice 16. Soit Z Uy, une série de réels positifs.

n
1. On suppose que Z u, diverge et que u, = o(un+1). Donner un équivalent simple de Z U,
k=0

n

S k!
k=0
(n+p)!

2. Exemple : Pour quels entiers naturels p la série de terme général a,, = est elle convergente ?

Exercice 17. En utilisant un encadrement de u,, par des intégrales, déterminer un équivalent des restes partiels
(lorsqu’ils existent)ou des sommes partielles (lorsqu’elles divergent)de Z uy, dans les deux cas suivants :

1 1 2 1
. Up = Uy = ——
" nlon " nln®n
. ) . 1 .
Exercice 18. 1. Pour a # 1, déterminer z,, telle que — ~ Tp41 — Tp. En déduire, selon que a > 1 oua <1
n

1
un équivalent des restes partiels ou des sommes partielles de Z —
n

1
2. Pour a = 1, déterminer z,, telle que — ~ xp 11 — . Quel équivalent obtient-on alors par sommation ?
n

T
Exercice 19. Soit (z,,),,cy définie par ¢ € ]0, 5 [ et 2,41 = sin (z,,). Montrer que (x,), .y décroit et converge

vers 0. Montrer que converge et en déduire un équivalent de z,, sans utiliser le théoréme de Césaro.

5 _
$n+1

Quelle-est la nature de la série Z Tp?

2
J;TL

Exercice 20. Soit (xy),cy définie par zg € R} et x,41 = /&, + 22.

1. Etudier le comportement asymptotique de la suite (2,), oy

2. Etudier la limite de la suite ;11 — zy, en déduire un équivalent de z,

3. Quelle est, selon le paramétre a, la nature de la série Z (n)"

Exercice 21. Déterminer la nature de E u, dans les cas suivants :



1. up=n"""n 5. up =e V1 5 Vit

e
9. u, =
1 n n 3
2ty = (n+ (=1)"V/n) 2 6. u, = 2" 0 (1+2)3
n!
3. up = 1 . - -1)" 10. u,, = sin(n)
n+/In(n) - Un = n+ (=1t
n ) (-1
4. uy = an—b (a>0) 8. up = <ch( ln(n)) 11. up = In(n).In <1 + " )
(1 : 1 T 1
12. u, = arcsin | — | — arcsin 16. u,, = = —arctan(n + 1) — arctan | —
n n+1 2 n

14. u,, = cos (n27r In (n - 1>) 17. uy, = (ln(ln(n)))fln(ln(n))

n
1 1 1\"

15. up =1In (cos > In (sm > 18. u, = (cos(a)> (a>0)
n n n

Exercice 22. Soit (uy),,cy la suite définie par ug € [0,7] et Vn € N, 1,11 = 1 — cosuy,

1. Montrer que (), converge vers 0.

2. Déterminer la nature de la série Z Unp,

FAMILLES SOMMABLES

Exercice 23. Soit a un réel strictement positif. Les familles (a"),, cy et (a"),c; sont-elles sommables ?

1

Exercice 24. Montrer que la famille (WW

) est sommable et calculer sa somme.
(p,q)EN?

Exercice 25. Soient a et b deux nombres complexes. A quelle condition la famille (apbq)( e est-elle som-
P.q)€
mable? Le cas échéant, calculer la somme.

Ppa
Exercice 26. Soient a et b deux nombres complexes. A quelle condition la famille (a) est-elle
(»+9)! (p,q)EN?

sommable ? Le cas échéant, calculer la somme.

+oo
1
Exercice 27. Pour z €]1,400[, on pose ((z) = —.
n
n=1

1

1. Déterminer les réels « strictement positifs pour lesquels la famille (
(p+q+1)*

) est sommable.
(p,q)EN?

Lorsque c’est le cas, exprimer sa somme avec la fonction (.
Zn
2. Soit z € C tel que |z| < 2. Montrer que la famille <n>
P/ pz2,n>2

3. Montrer que la série Z ({(n) — 1) est convergente et calculer sa somme.
n>1

est sommable.

p? (p+1)1

T 1) — o+ 207 . Examiner ’existence et déterminer la

Exercice 28. Pour (p,q) € (N*)Z, on pose Up g =

valeur éventuelle des quantités suivantes :

+o00 T
1. Pour pe N*, V, = Zup,q puis 5) = ZV}’
q=1 p=1

+oo R
2. Pour ¢ e N*, W, = Zup,q puis S = ZW‘]'
p=1 q=1



3. Qu’en déduit-on concernant la famille (Up,q)(p genz’

)n

Exercice 29. Montrer que la série produit de Cauchy de la série Z \/7 par elle-méme est grossiérement

divergente.

Exercice 30. Soit a un réel.

400 n k
1. Montrer que pour tout = dans 'intervalle | — 1, 1[, fa(x) = Z <Z C};) 2" est bien définie.

n=0 \k=0
eaa}
2. Montrer que : Vz €] — 1,1, fo(z) = 1
—x
Exercice 31. 1. z étant un complexe, déterminer le terme général u,, de la série produit de Cauchy de Z Z"
neN
par elle-méme.
+00
2. Déterminer les complexes z pour lesquels Z uy est convergente et calculer dans ce cas Z Up,.
nGN n=0

3. So1tzeCtelque\ ‘<1 Montrerquezlizn—z

EXERCICES D’ORAL OU RECHERCHE
Exercice 32. BANQUE CCP MP Exercice de banque 7 (version 2023)

1. Soient (un),cy €t (vn),ey deux suites de nombres réels positifs.
On suppose que (up)nen €t (vn)nen sont non nulles & partir d’un certain rang.
Montrer que :
Up, ol Uy —> Z Uy, et Z v, sont de méme nature.

1
((=1)" +1)Innsin <)
. n
2. Etudier la convergence de la série E
= (Vn+3-1)

Remarque : i désigne le nombre complexe de carré égal & —1.

Exercice 33. BANQUE CCP MP Exercice de banque 46 (version 2023)

On considére la série :Z cos <7r\/ n2+n+ 1).

n>1

1
1. Prouver que, au voisinage de +o0o, m1v/n2+n+1 = nrw —|— 5 + a + 0 < 2) oll & est un réel que 'on
n n

déterminera.

2. En déduire que Z cos <7r\/ n?+n+ 1) converge.

n>1

3. Z cos <7T\/ n?+n+ 1) converge-t-elle absolument ?

n=1

(—1)lzl

Exercice 34. Etablir la convergence et calculer la somme de la série de terme général u,, = 1
n

1
Indication pour le calcul de la somme : Utiliser / (t4" + t4"+2) dt et calculer les sommes partielles
0

Exercice 35. a € R fixé. (up),,~ la suite définie par la donnée de u1 > 0 et la relation : Vn > 0, up41 = up+——.
nou,

1. Discuter la convergence de (uy),,~ selon la valeur de a

2. Donner un équivalent de u,, — lim(u,) lorsque a > 1 et un équivalent de u,, lorsque a = 1.




EXERCICES DE BANQUE CCINP

Dans la feuille d’exercices, il y avait déja les exercices 7 et 46 de la banque CCINP

EXERCICE 5 analyse

1
——oun=2etaeR
n (Inn)

1. On consideére la série de terme général u,, =
(a) Cas <0

En utilisant une minoration trés simple de u,,, démontrer que la série diverge.
(b) Cas a >0

Etudier la nature de la série.

1
Indication : on pourra utiliser la fonction f définie par f(x) =
T

(Inz)e
(- () )
e— |1+ — en
2. Déterminer la nature de la série Z n 5 .
o (In(n? +n))

EXERCICE 6 analyse

Soit (un), ey une suite de réels strictement positifs et [ un réel positif strictement inférieur
al.

, . . Up+1 L .
1. Démontrer que si lim = [, alors la série E u, converge.

n—-4oo Unp,
Up+1

Indication : écrire, judicieusement, la définition de lim
n—-+4o00 Unp,

pour n assez grand, u, par le terme général d’une suite géométrique.

= [, puis majorer,

n!
2. Quelle est la nature de la série Z — 7

n>1



