Cours 01 Caractéristique mécanique d’un solide, torseur cinématique et dynamique

Inertie

L'inertie est la résistance qu'un corps oppose au changement de son mouvement|

Maitriser les inerties des solides en mouvement dans un mécanisme est intéressant car il existe un lien direct
entre ces derniéres et les actions mécaniques qui permettent de faire varier les mouvements.

Masse

On appelle systéeme matériel, un ensemble de particules caractérisées par une certaine quantité de matiere. On
appelle masse d'un systéme matériel la grandeur scalaire positive représentative de sa quantité de matiére.

lLa masse est l'inertie en translation)

Un systéme a masse conservative est un systéme dont la masse ne varie pas au cours du temps.

On appelle centre de masse, ou centre d'inertie, ou centre de gravité d'un systéeme matériel Z, le point G tel
que:

[s GPdm=0
A partir d'un point quelconque: EE%IZA—PHm

Relation du barycentre pour des systémes constitués de n volumes dont on connait les centres de gravité G;:

n n
mA—G)=Z mAG; m=z m,
i=1 i=1

Méthodologie pour déterminer la position de G :

1. Identifier les symétries;
2. Décomposer le solide en volumes élémentaires;

3. Utiliser la relation du barycentre.

Moment d'inertie

La masse m ne permet pas a elle seule de caractériser la difficulté de mettre un solide en mouvement de
rotation ou de I'en empécher. On a besoin de connaitre la fagon dont cette masse est répartie par rapport a
I'axe de rotation.

lLe moment d'inertie est l'inertie en rotation |

Mécanique du point

Exemple : Energie cinétique dans la mécanique du point

. 1 , 1
Pour un mouvement de translation : EC=§mV2 Pour un mouvement de rotation : EC=§mR2uu2

Définition scalaire

On appelle moment d'inertie d'un solide par rapport & un axe A=(A,u) la somme des masses élémentaires
multipliées par le carré de la distance du point courant a cet axe :
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Cours 01 Caractéristique mécanique d’un solide, torseur cinématique et dynamique

IA,S=|(A’U),S=I r2dm=f r’pdV| ) Son unité est [kg. m?]
s s

Le moment d'inertie caractérise la distribution de la masse d'un solide autour d'une droite.

Pour une méme masse globale, plus la matiere est éloignée de I'axe, plus le moment d'inertie est grand, et plus
il sera difficile de mettre le solide en mouvement de rotation autour de cet axe, ou de l'arréter.

Question 1: Déterminer le moment d'inertie d’un cylindre homogéne, de centre G , rayon R , axe (O,X;), de
hauteur h et de masse m.

=R (08=2m [ x=h AR
A2=|xx=|(Gx1)S=f rzdm=f r2pdV=pf f f r’rdrd8dx=2mph [—] =
s s =0 Jo=0o Jx=0 4],
o M hR“_ R
TonRE 42

Changement d'axe de rotation
Théoréme de Huygens scalaire
Soit un solide indéformable de masse et de centre de masse G.

Soit A=(A,U) une droite de ce solide et soit d la distance au point G a cet axe.
Le moment d'inertie d'un solide autour d'un axe A qui ne passe pas par est égale au moment d'inertie d'un axe

paralléle au premier passant par G augmenté de md?.

= 2
l(azi)s=l(G, iz )stmd

Opérateur d'inertie
Définition vectorielle d'un moment d'inertie

Ias=la0),s= J
s

S — HP
car UAAP=ITIIAPIsina=AP 75 =HP

r2dm= f HP2dm= j (UAAP)?dm
S S

On reconnait un produit mixte (u. (¥ A W)=w-(UAV)=V-(WAU)) , on peut faire une permutation circulaire.
Ias=s (GAAP)-([UAAP)dm=U:-Js APA(UAAP)dm
Soit un solide indéformable S et un point quelconque A de ce solide.

On appelle opérateur d'inertie au point A du solide I'application vectorielle :

TA,S: E—E

Uiy o(T)= f APA(UAAP)dm
s

L'opérateur est linéaire donc représentable par une matrice.
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X
En notant AP=xX+yy+zZ= (y) on remarque que
2/ (%y.2)
. X u yw-vz 0 -z vy u
APAU= (y) A (V) = zu-wx =z 0 -x <V>
/553 W/ xy3 W/ vz
(Xy.2) (xy.2) XV-Uy/ 553 y x 0 &33) (xy.2)

0 -z vy
L'opérateur APAs'écrit: [ z 0 -x

VX 0/ gy
L'opérateur ﬁ/\(ﬁ/\) s'écrit :

0 -z y\/0 -z y -(y?+2%) Xy Xz
(z 0 -x)(z 0 -x>= yX -(z%+x?) yz

-y x 0/\y x O 7X zy -(x2+y2) -

La matrice dans la base orthonormée (¥, y, Z) de I'opérateur d’'inertie en A du solide S est donc :

Tas=(ias®)ias()Ias@)=

/f (y?+z%)dm -f xydm -f Xzdm \
S s S
‘ 'f xydm f(zz*'xz)dm - | yzdm
S S S
\ -f xzdm -f yzdm f(X2+y2)dm
° S s (AZY2)
IXX Ixy |XZ A _F _E
=y by =(_F 5 _D>
ke o lzz/) 505 VB D Clnzya

La matrice d'inertie permet de synthétiser les caractéristiques d'inertie d'un solide et de calculer sa dynamique
autour des différents axes.

A, B, C sont les moments d'inertie en [kg-m?]. lls traduisent la répartition de la masse autour des différents
axes.

D, E, F sont les produits d'inertie en [kg-m?]. lls traduisent une asymétrie dans la répartition de la masse par
rapport a des plans.

Axes principaux d'inertie

Cette matrice de l'opérateur d'inertie, est symétrique réelle donc toujours diagonalisable. Il y a donc 3 valeurs
propres réelles et 3 vecteurs propres orthogonaux.

Les 3 valeurs propres sont appelées les moments d'inertie principaux. lls sont portés par les axes principaux
d'inertie.
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Lorsque la matrice d'inertie est exprimée au centre d'inertie, les axes principaux d'inertie sont appelés les axes
centraux d'inertie.

Solides de formes élémentaires

Solide avec plan de symétrie
X
On considére un solide homogéne S admettant 1 plan de symétrie (A,X,y). Pour tout point P = (y

z
), donc:

>, il existe un

X
y

point symétrique P= (
-Z

P =|vy

/A F O %
hs=|-F B 0 P=(;)
0 0 C/nazyz “

Et avec 2 plans de symétrie :

| A 0 O
IA,S= (0 B O)
0 0 C/nzyz

Solide avec axe de révolution

On considére un solide homogéne S admettant comme axe de révolution (A,Z). Les plans (A,y,Z) et (A,
donc plans de symétrie, donc:
( >(AXV2)

Question 2: Déterminer les symétries de la matrice d'inertie du cylindre de hauteur H et de rayon (S).
Le solide a une symétrie de révolution (G,X), donc

Z,X) sont

A 0 O
0 AO
0 0 C

Ias=

X
| (A : 0) AR
G,S™ 0 B O
0 0 B/wGxyd - C
Question 3 : Exprimer cette matrice en son centre d'inertie G. H 1 @
X 2 ™
{y=rcose On a déja démontré A=Ixx=m7
z=rsinB -~ \

R2

A+B+B=IS(y2+22)dm+fs(22+x2)dm+fs(x2+y2)dm=2f (x2+y2+22)dm=2f x2pdV+2m 5
s s

_h 21™R 3 x=§ 2 3 2

2 =SR2 2 omol|o| K] T M RN

Jyx?prdrdadx =p] g le= Ixz_;x rdrdfdx 21Tp[2]r=0 [3 . 2TrTTR2h 5 25,=M75
2

2 2

=>A+2B=2m > +2mﬁ =B=l

2

12

RZ h?
712

RZ

_> -m

2

1 2
W:§<2m7+2m -m

NNY

<!
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RZ

Lo wmn o |

‘| M7 12 |
R? h?

Lo o m(Fg)

IG,S

Quantité de vitesse et quantité d'accélération

Mécanique du point

La quantité de mouvement (En I'absence de forces extérieures, ou si leur résultante est nulle, la quantité de
mouvement d'un systéme matériel se conserve), ou quantité de vitesse, d'un point matériel m se déplacant a

une vitesse V :
P=m

Quand ce point tourne autour d'un axe A=(A,U), cette quantité de vitesse est caractérisée par le moment
cinétique ,G5, ou moment de quantité de mouvement :

D'autre part, pour un systéme a masse conservative, la quantité d'accélération est la dérivée de la quantité de
mouvement :

m———=mA

d[P]& =d_m\_/>+ dVlg
dt dt dt

Torseur cinétique

Soit un systéme matériel £ a masse conservative, c'est-a-dire un ensemble de particules caractérisé par une
certaine quantité de matiére. Z peut étre un solide, plusieurs solides.

On appelle résultante cinétique de X~ dans son mouvement par rapport a R la somme des quantités de
vitesses élémentaires en translation :

R—(;z/R:-LVPeZ/R-dm:mVGEZ/R en [kg.m/s]

On appelle moment cinétique de  dans son mouvement par rapport a R calculé en un point [1 quelconque la
somme des moments cinétiques des quantités de vitesses élémentaires en rotation :

Osr(A)= f APAVpesr.dm en [kg-m2/s]
2

Pour Z a masse conservative, en particulier pour un solide indéformable S, on a :
Gom(B)= | (BA+APsr(P)I= | APAVgr(P)IM+BAA | Vsm(P)dm
S S S

=Ggr(A)+BAAMVgR(G)

On retrouve la formule de Varignon applicable a tous les torseurs et donc ici sur le torseur cinétique ;
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On montre que les éléments de réduction du torseur en A sont :

{CS/R}A={RCS/R} ={— - mvif’/R _
OaesR)a  as Qsr*AGAMVacsR) ,

On a donc deux cas particuliers :

Si A est le centre de masse G :

’BS/R(GFTG s 'BS/R‘

Si A est immobile dans le mouvement S/R :

|88/R(A)=TA,S'6S/R|

Torseur dynamique

On appelle résultante dynamique, ou quantité d'accélération, de Z dans son mouvement par rapport a R la
somme des quantités d'accélérations élémentaires en translation :

- = 2
f dpesr-dM=magsr en [kg-m/s?|
b

On appelle moment dynamique du solide S dans son mouvement par rapport a R calculé en un point A
qguelconque la somme des moments dynamiques élémentaires en rotation:

SZ/R(A)=IZﬁA5P€Z/R'dm en [kg . m2/32]

Pour Z a masse conservative, en particulier pour un solide indéformable S, on a :

Bsr(B)= f

S
=dg/r(A)+*BAAMEGsR

(B—A)+HD))/\§S/R(P)dm=J‘ ﬁ/\_éS/R(P)dm'Fﬁ/\f 5S/R(P)dm
S S

On retrouve la formule de Varignon applicable a tous les torseurs et donc ici sur le torseur dynamique.

Du torseur cinétique au torseur dynamique

Résultante dynamique :
Le solide S est a masse conservative :

- d 7
ma =— [mV ]
GeSIR™ Gt GeSR|
On montre que les éléments de réduction du torseur en A sont :

- magr(G
Macesr sr(G)

Osir(A) }A pm [Gsr(A)R+VacsrRAMVGesir .

{D(S/R)}a= {

On a donc deux cas particuliers : - Si A est le centre de masse G :

— d — d et —
Osr(G)= a5 [Osr(G)R= T [IG,S'QS/R]/R
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- Si A est immobile dans le mouvement /R :

d

S ~ ir =
6S/R(A)=a [Osr(A)R= Gt [IA,S'QS/R] .

Systéme de solides indéformables

On considere que le systéme % se compose de n solides indéformables S; en mouvement par rapport a R.

Le torseur cinétique est la somme des torseurs cinétiques de chacun des solides.

n

(C(ZRA= ) {C(S/R)A

=1

Le torseur dynamique est la somme des torseurs dynamiques de chacun des solides.
n
{D(Z/R)}A=Z {D(Si/R)}a
=1

Méthodologie

lg,s
(1) Ogesr=lg s Qsr

- GAes/R=0gegrTAGAMVGesr| =

OGeSR GeSR OAesiR
(4)

— N — d N — —
@ BGES/Rza [OgesrIR ®) 6A€S’R=a [OAcsiRIRMVAcsRAMV Ges/R

2 8AeS/R=8 +m/\m§GeS/R =

OgesiR GeSIR OaesiR
(3)

Démarche de calcul d'un moment dynamique

La relation (2) est un cas particulier de la (5).
La relation (4) est toujours plus simple que la (3).
Si dgr(G) est compliquée, alors la relation (3) peut étre trés longue.

Si A est un point fixe /R, alors V,R(A)=6 et le chemin (1) — (4) — (5) est plus simple que le chemin (1) - (2) -
(3).
Parfois, lorsque I'on ne cherche qu'une seule composante selon U, on peut simplifier le calcul.

Calcul d'une projection de la résultante dynamique

S L, drs . ds IR d
Mages/r U=M [VGeS/R] U=m - [VGES/R'U]'mVGeS/R' i Ul

Par exemple, pour une liaison glissiére de direction U .

Calcul d'une projection du moment dynamique

Lycée G. Monod SII MP 7/8



Cours 01 Caractéristique mécanique d’un solide, torseur cinématique et dynamique

d __, L d N .
P [OAesR]IRU= P [OAesiR)"Ul-OAcs/R® P [u],r

Par exemple, pour une liaison pivot d'axe (A,u). En effet on a bien:
OaesiR= 5 [OaesirlR PUISqUE Vpcsir=0

Energie cinétique

Mécanique du point

Pour un point matériel de masse m se déplagcant a une vitesse V dans un repéere R, I'énergie cinétique est
I'énergie accumulée lors du mouvement. Elle correspond au travail nécessaire pour faire acquérir au point sa
vitesse depuis le repos.

Expression générale

On considere un systéme matériel Z, c'est-a-dire un ensemble de particules caractérisées par une certaine
quantité de matiére. Z cela peut étre un solide, plusieurs solides ou un fluide.

On appelle énergie cinétique d'un systéme matériel £ dans son mouvement par rapport a un repére R la
quantité scalaire somme des énergies cinétiques de chacun de ses points.

1 —
EcZ/R=§LVPeZ/R2-dm

L'unité est le Joule [J].

Pour un solide indéformable, on montre que I'énergie cinétique est la moitié du comoment du torseur cinétique
par le torseur cinématique:

— AeS/R SR — =
EcS/R_E € ®1— =MVaes/R-Vaes/RTOAcsR-QsiR
OaAesR Jp Vaesir) A

Solide en translation

Pour un solide en translation, on a donc:

1(mvV 0 I
Ecsir= 5 {mv(ies’ R} ® {—» 0 } ==mVgesrl
0 VGesr
Solide en rotation autour d'un axe immobile dans R

Pour un solide en rotation un taux de rotation Qgr = w.Z=autour de I'axe immobile (A,Z) dans R, on a donc :

1( 0 w2 N
E =_{ _)} {—). } =_I ) i
cSR™ 5 |zz-w-ZA® G 77.W
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