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Probléme : Inégalités de Bernstein et de Markov 4. Supposons qu'il existe a € R tel que : Vo € R, f(z) = asin(nz). Montrer qu’alors
”f/”LOO(]R) =n ||fHLoc(]R)-

Définitions et notations : _ _ _ ) )
Soit n € N, soit f € 7,. On se propose dans la suite de cette partie d’établir que

e Soit n € N. Une fonction f : R — R est appelée polyndéme trigonométrique de ||f/||Loo(R) <n ||f||L°°(R)' Pour cela, on raisonne par I’absurde et on suppose que :
degré inférieur ou égal a n s’il existe des réels ay, ..., ap, by, ..., b, tels que :
n n”fHLoo(]R) < Hf/HLOO(R)'
Vo € R, f(x) =ao+ Y _(axcos(kx) + by sin(kz)).
k=1 5. On suppose dans cette question que f/(0) = Hf’HLm(R). On pose pour tout € R :

1

On note 7T, 'ensemble des polynoémes trigonométriques de degré inférieur ou g(z) = - ||f/HL°0(]R) sin(nz) — f(z).

égal a n.
e Pour tout intervalle I de R et toute fonction f : I — R bornée, on note : a. Montrer que g posséde au-moins 2n zéros distincts dans [0, 27].
b. Monter que g’ posséde au-moins 2n + 1 zéros distincts dans [0, 27].
||fHL<>c(I) = Zléll) |f(@)]. c. Montrer que g” posséde au-moins 2n+ 1 zéros distincs dans [0, 27[. On pourra
remarquer que g”(0) = 0.
Les parties I et I sont indépendantes. La partie III utilise les résultats des deux pre- d. En déduire que g = 0 et obtenir une contradiction.
miéres parties. 6. Etablir 'inégalité de Bernstein.

Partie I. Inégalité de Bernstein Partie 1I. Polynémes de Tchébychev

Soit n € N, soit f € T,. Cette partie a pour but d’établir 'inégalité de Bernstein :

Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel non nul.

ey Sl Lo g -
171 ®) 11 ®) 7. Montrer qu’il existe une unique fonction polynomiale T3, telle que :

Par définition, il existe a, ..., @y, b1, ..., b, € R tels que : Vo € R, Ty (cos(z)) = cos(nz).

Montrer que T, est degré n et que sont coefficient dominant est 271,

Ve eR, f(z)=ao+ Z(a;C cos(kx) + by sin(kx)).
La fonction T, est appelée n-éme polynéme de Tchébychev.

k=1
i 8. Montrer que la fonction T, posséde exactement n racines distinctes r1 < zo <
1. Montrer que f est bornée et que : ... < x, dans lintervalle | — 1, 1[ et que pour tout i € [1,n] :
n o (2n—2i+ )7
11l e gy < laol + > (lax| + [bx])- i = eo8 2n '

k=1
9. Montrer que pour tout z € R\ {z1,...,z,} :
2. Montrer que f € C*® et que pour tout p € N, f®) e T,,. T!(x) zn: 1
3. a. Montrer qu’il existe un polynomes P & coefficients complexes de degré inférieur T, (x) o T —x;

ou égal a 2n tel que : i=1

Vz € R, f(z) = e~ P(ci"). Pour tout i € [1,n] et tout « € R, notons :

b. Supposons qu’il existe 2n + 1 réels 0 < z¢ < 21 < ... < o, < 27 tels que Tpi(z)=2"""1 H(z —z;)
f(zo) = ... = f(x2,) = 0. Montrer que : =

apg =0 et Vk € [1,n], ar = br = 0. de sorte que pour tout € R, T,,(z) = (z — x;) Ty ().
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10. Montrer que pour tout ¢ € [1,n] :

n(_l)n—i
——L— #0.

i

T;LSCz =
() 1—x

11. Soit P une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal & n — 1.

a. Montrer que pour tout z € R :

P =3 T ().

On pourra vérifier que la fonction définie pour tout x € R par :

posséde n racines distinctes.
b. En déduire que pour tout z € R :

Z(_w—i, /1 — a2P(2;) T ().

12. On souhaite démontrer que pour tout x € [0, g} :

P(z) =

3=

|sin(nz)| < nsin(x).

7r
a. Montrer que cette inégalité est vraie pour tout x € [O, 2—]
n
T
b. Montrer que pour tout z € [2—, 5}, nsin(z) > 1.
n
c. Conclure.

13. Déduire de la question précédente que pour tout = € [—1,1] :

T, ()] < n?.

Partie III. Inégalité de Markov

Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul.

14. Soit P une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal & n — 1. Montrer que :

sup |P(x)|<n sup 1—a?|P(z).

ze[—1,1] ze[—1,1]

On pourra distinguer le cas ot x € [z, z,] du cas ou z < z1 ou x > .

15. Soit P une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal & n. Montrer que :
||P/||L°°([71,1]) <n? HPHLOC([fl,l]) :
16. Déterminer un polynéme P de degré n pour lequel :

1PNl oo o117y = P2 1PNl oo or1)) -



