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Partie I. Inégalité de Bernstein
1. Soit # € R. Alors d’aprés I'inégalité triangulaire :

n n

Z |ak||cos(kx)| + |b]| |sin(kx)]| Z lak| + |bx])-
k=0 k=0

n
Ceci étant vrai pour tout z € R, f est bornée et || f|p ., < Z(|ak| + |bg ).
k=0
2. Les fonctions cos et sin sont de classe C*°, donc f est de classe C™.
De plus, pour tout x € R :

n

f(x) = Z(—k‘ak sin(kx) + kay, cos(kz)).
k=0

Ainsi, f' € T,. L’ensemble 7,, est stable par dérivation. On montre par récurrence
que pour tout p € N, f) e 7,,.

3. a. Pourtout z e R:

n 6ik:v + 67ik:v eikm o e*ikm
- () o ()

k=0
. o ay — iby, ik ay + iby, ik
() e ()
k=0
— e inw Z (ak _szk> eilktn)z | (ak 7—; ibk) ein—Fk)z
k=0
Posons :
n _ .b b
Px) = 3 (B ) ek () o,
k=0
Ainsi :

Vo € R, f(x) =e " P(e™")

et P est de degré 2n.
b. On a P(e'*0) = ... = P(e'®*n) = 0. Comme la fonction ¢t € [0,27] > e est
injective, les complexes €'*°, ..., ¢!~ sont deux & deux distincts. Le polynéme
P posséde donc 2n + 1 zéros distincts. Comme C est un corps infini, on en
déduit qu’il est nul, c’est-a-dire que les coeflicients sont tous nuls :
ibg ag + by

Vk;e[[O,Qn]},ak_Q e}

On en déduit que : Vk € [0,n], ar = by = 0.

4. Pour tout = € R, f/(z) = nacos(nz). On a :
1l = £ (55) = lal = 1'(0) = [nal.
on & bien [|lg, o = 1 /Ilg, oo

k
5. a. Pour tout k € [0,2n — 1]}, posons zj = LA Ql Pour tout k € [0,n — 1] :
n n
Loy L. ., 1
9(@ar) = — 'l sin(nwar) = f(won) = — | f'llqe=f (@2r) = ~ [/ | = flloe >0
n n n
1, ., . 1, .,
9(@2n+1) = — ' lo sin(nazess) = flawrr) = = 1 Flloc = fla2ps1)
1
< = [1f Mo = Iflle <O
n

Ainsi, pour tout k € [0,2n — 2], g(zr)g9(xx+1) < 0. Comme ¢ est continue,
il existe yr €]z, xp4+1] tel que g(yr) = 0. Comme les intervalles |z, Txy1]
sont deux & deux disjoints, les y sont deux & deux distincts. g posséde donc
au-moins 2n — 1 zéros distincts.

Il manque un zéro. Remarquons que 0 < zy < x2,-1 < 27. Montrons que
g posséde au-moins un racine dans [0, zo] ou dans [z2,—1,27]. Pour cela, re-
marquons que g(0) = g(2r) = —f(0) et que g(xg)g(x2,—1) < 0. Ainsi, soit
9(0)g(x0) <0, s0it g(zan—1)g(2m) < 0. Le théoréme des valeurs intermédiaires
assure que g posséde un zéro dans [0, xg] ou dans [xa,—1, 27].

Ainsi, g posséde au-moins 2n zéros deux a deux distincts.

b. Notons yy < ... < yap—1 les 2n zéros distncts de g trouvés dans la question
précédente (quitte a les renuméroter, on peut supposer qu'ils sont numérotés
par ordre croissant). Pour tout k € [0,2n — 2], le théoréme de Rolle assure
Pexistence d'un zi, €]y, yr+1| tel que ¢'(zx) = 0. La fonction ¢’ posséde donc
déja 2n — 1 zéros distincts. Comme de plus ¢'(0) = ¢'(27) = || f'|| . — f'(0) =
0, la fonction ¢’ posséde au-moins 2n + 1 zéros sur intervalle [0, 27] (on a
0<20< .. <299 < 271’).

c. Le théoréme de Rolle appliqué entre deux zéros consécutifs de g’ permet de
montrer Pexistence de 2n points 0 < zg < ... < Za,_1 < 27 tels que ¢'(wg) =
. = ¢'(wap—1) = 0. Comme f’ posséde un maxunum en 0 (puisque f'(0)
1f'ls), alors f”(0) = 0 d’out ¢”(0) = 0. Ainsi, g” posséde au-moins 2n +
zéros distincts dans [0, 27].

1

d. D’apreés 0. Ainsi, pour tout z € R,

flz) = 1/l o0
qui contredit 'hypotheése n || fllg o < |[f'[lg - Absurde.

la question 3.b., g =
- [ f'[|lg, o sin(nx). D’aprés la question 4., = n||fllg 00 ce

6. D’apres le théoréme des bornes atteintes, il existe g € R tel que |f'(zg)| =

/"I e ) St f'(zo) = 0, posons fia o flw+a). Sif/(z) < , posons
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fiazw —f(x + x0). Dans tous les cas, ]?’(0) = HfHL ® D’aprés ce qui pré-

céde, [[f'll oo @) < Ifll oo (g)- Or Hﬂ‘LOC(R) = [1fll oo my €t 1 | ooy = ‘ f Lo ®)
donc :
HfIHLoc(]R) <n Hf”Loo(R) :
Partie 1I. Polynomes de Tchébychev
7. Commencons par I'existence. Soit x € R. Alors :
1, . ina
cos(nx) = 3 (e 4 e7"")
1 1
=3 (cos(z) + isin(x))" + 3 (cos(z) —isin(x))"
_1n”-k.k n—k 1¢~(n kik ik n—k
= 52 <k>z sin”(x) cos™ ™% (z) + 3 Z <k)(_1) 1" sin”(z) cos" ¥ (x)
k=0 k=0
1 — (n k1 k ok n—k
=3 Z (k) [14 (=1)%]¢% sin”(x) cos" ~"(x)
k=0
_ 1 n N2k . 2k n—2k
=5 (2/{)2(2) sin“" () cos (x)
0<2k<n

/2,
= Z <2k> (=1)*(1 = cos®(x))* (z) cos™ 2k (x)

avec pour tout z € R :

[n/2]

n
To(z)= Y (%)(—1)%"—%(1—9;2)’“.
k=0
Unicité : soient T, S deux fonctions polynomiales telles que pour tout x € R,
T(cos(z)) = S(cos(x)) = cos(nz). Comme l'image de R par cos est [—1, 1], alors
pour tout y € [—1,1], T(y) = S(y). Donc T — S posséde une infinité de racines,
donc elles sont égales.

Pour tout k € [0, [n/2]], la fonction f;, : x +— 2" 2%(1 — 22)* est de degré n
(formule du bindme). Le coefficient de degré n de T, est la somme des coefficients
de degré n des fonctions fy, soit encore :

n/2)
=on 1
(3

k=0
Ce coeflicient est non nul, donc T, est de degré n et son coefficient vaut bien 271,

8.

10.

11.

Soit 6 € [0, 2n[. Alors T;,(cos(f)) = 0 si et seulement si cos(nf) = 0, si et seulement
§’il existe k € [0,n—1] tel que nf = g + km, si et seulement s’il existe k € [0,n—1]

tel que :
2k + D7

2n
2k +1
cos <(2+)7T> est racine de T,,.
n

Comme la fonction cos et injective sur [0, 7], les ¢x sont deux a eux distincts.

9:

Ainsi, pour tout k& € [0,n — 1], le réel ¢, =

On a donc montré que T,, posséde au-moins n racines distinctes. Comme T;, est de
degré n, il posséde exactement n racines distinctes, et les ¢ sont exactement les
racines de T;,.

. Comme T,, a pour coefficient dominant 2!, alors pour tout z € R :

n
T, (z) = 2" 1 H(:c — Xp).
k=1
En dérivant, on obtient pour tout x € R :

Th@)=2""1Y [ -2
=i
donc pour tout € R\ {z1,...,zn} :
[T5=: (z — z;) i 1

1, (x) _ - i _
o)~ 21T D s

j=1 (T — ) =1

Pour tout x € R, T,(cos(z)) = cos(nz). En dérivant cette relation, on obtient
—sin(z)T) (cos(x)) = —nsin(nzx). Pour tout k € [1,n] :

n ((2"2]”1)”> T! (z) = nsin <(2”2k+1)ﬁ) =n(-1)"""

2n 2
2k +1
Mais comme (% € [-m, 7] :
. (Rk+1D)TY 2
sin (Qn =4/1—zz.
Donc : .
T (ﬂsk) = n(il)ni

V11— '
a. Notons @ la fonction polynomiale donnée par 1’énoncé. Montrons que pour
tout ¢ € [1,n], Q(x;) = 0. Soit ¢ € [1,n] :

P(x)Tni(z;)

j=1



MP-MPI Lycée du Parc

DL n°1

Année scolaire 2026-2027

12.

13.

Pour tout j € [1,n], T}, ;(x;) = 0 donc :

P(x;)Ty i (x;)

Q(ml) = P(xl) T Ton—17qv (xz) .

Mais T, ;(z;) = 2"~ 1H x; — ;) et :
J;él
T () =2 ] (@ fm;—wlrl zi — x;) = T ().
j=1 k=1

k#j

Donc Q(x;) = 0. Ainsi, @ posséde n racines distinctes. Comme @ est de degré
inférieur ou égal a n — 1, alors @) est nulle, d’ou le résultat.
b. Soit x € R. D’aprés la question précédente :

P(z) = T (o)
Plag) T () YA

(=1)" "\ /1 — 22 P(2;)Ty.i ()

a. Considérons la fonction g : z € [0, 7/2n] — sin(nz)—nsin(x). La fonction g est
dérivable et ¢’(z) = n cos(nx)—n cos(x) = n(cos(nz)—cos(z)). Comme cos est
décroissante sur [0, 7/2] et comme pour tout x € [0,7/2n], nz € [0, 7/2] donc
cos(nz) < cos(z), donc ¢'(x) < 0. Ainsi la fonction g est décroissante. Comme
g(0) = 0, g est négative donc pour tout = € [0,7/2n], sin(nz) < nsin(z).
Comme sin(nz) > 0, alors [sin(nx)| < nsin(z).

2 2 1
-l > =T — = donc nsin(z) > 1.

b. Soit « € [7/2n,7/2]. Alors sin(z) > 5
T2n  n
c. Pour tout x € [7/2n,7/2], |sin(nz)| S 1 < nsin(z).
Ainsi, pour tout z € [0,7/2], |sin(nz)| < nsin(z).

Pour tout ¢ €]0, 2|, sin(¢)T}, (cos(t)) = nsin(nt) donc :

1= 11

1

.
Il

I
S e
INgE

Il
—

K2

n |sin(nt)] <2

[T, (cos(t))] =

(o)
Ceci étant vrai pour tout ¢t €]0, 2|, alors pour tout = €] — 1,1] :

T3 (2)] < 2.
La fonction T}, étant continue, T} (z) — T!(-1) et T/ (x) —7 T! (1), donc

par passage & la limite dans les inégalités, |17 (—1)|, |77 (1)| < n?. Donc pour tout

—-1,1] :
s T, ()] < n®.

Partie III. Inégalité de Markov

14.

15.

Soit x € [x1,x,]. Il existe t € {21, T — 21} tel que x = cos(t). D’aprés la question
n n
12.b, n |sin(t)| > 1 donc n+/1 — cos2(t) > 1. Ainsi, ny/T — 22 > 1 donc :

x)| <nyv1—a2?|P(x)

Soit alors x € [0,21[. D’aprés la question 11.b :

1 n
|P(z)] < EZ L= aF |P(x:)] | Ty,i(2:)] -
=1

Donc :

1
<7
|P ()] ey

(V= 1P) 3 st

D’apreés la partie précédente ;

Z Tn,Z(ZE) =

Comme = < x1, alors pour tout i, x — z; < 0 donc :

r Y oty

n

2 1wy

1 v i=1

n
1=

n

|-

i=1

T3 (2)] = | T ()]

Z|Tm

Donc :

1
|P'(z)] < = max
N i€1,n]

(V=2 ipl) i) <o s VTP
-1,1]

car |T) (z

Remarquons que la fonction « € R — P(cos(z)) est un polyndéme trigonométrique

de degré inférieur ou égal a n (linéarisation). Alors d’aprés 'inégalité e Bernstein,

pour tout x € R :

)| < n?. d’aprés la majoration |7, (y)| < n?.

[sin(z)[| P’ (cos(x))| < n|P(cos(x))|

donc :
1 — cos2(z) | P'(cos(z))| < n|P(cos(x))].

On en déduit que pour tout x € [—1,1] :
V1—22|P(x

Mais d’aprés la question précédente, comme P’ est de degré n — 1 :

|P'(z)] <n sup /1—y2|P'(y)

ye(-1,1]

)| <n|P(z)].
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donc :
sup |P'(z)| <n? sup |P(a)]

ze[—1,1] z€e[—1,1]
D’ou le résultat.

16. La fonction T, convient. En effet, pour ¢ €]0, 2n] :

1 Jsin(nt)| )

|T1'/L(COS(t))| - n ‘Sll’l(t” 10

Comme T, est continue, alors T, (cos(t)) = T! (1) donc |T!(1)] = n?.
t—

Ainsi, [Tl 1100 = 7% = 22 | Tl 1] 00



