Séries numériques

Séries numériques I

Convergence I

SERIES 1 CCINP
1
On considére la suite de terme général u,, = ———— oun >
nln(n)

2etaeR.

1. Cas a <0 : en utilisant une minoration trés simple de

Uy, montrer que la série Z u, diverge.
2. Cas a > 0 : étudier la nature de la série Z T

Indication :

par f(z) =

on pourra introduire la fonction f définie

xln(z)e’

(c— (L4 2)) et

3. Déterminer la nature de la série Z (2 3 n))?
n(n n

n>2

SERIES 2 CCINP

Soit (uy) une suite de réels strictement positifs et I un réel
positif strictement inférieur & 1.

1. Démontrer que si

Un+1 L.
—— [, alors la série E U,

U, n—-+o0o

converge.

2. Quelle est la nature de la série Z
n>1

n!

nn’

SERIES 3 CCINP
1. Soient (uy) et (v,) deux suites de nombres réels positifs.
On suppose que (u,) et (v,) sont non nulles & partir
d’un certain rang. Montrer que :

Up ~ Vy = E Uy €t E v, sont de méme nature

2. Etudier la nature de la série

((=1)™ 4+ 9) In(n) sin (%)
2 Vn+3-1

n>2

SERIES 4 CCINP
Pour tout n € N*, posons :

" 1
Up = E Wy, = —.
k=1

Up, = Up — In(n) 5
n

T =

+oo
1. Montrer que R,, = Z
k=n-+1
2. Déterminer un équivalent simple de v,41 —
déduire que (v,) converge vers un réel ~.

. 1
= existe et que R,, ~ e

v, et en
3. Soit a > 0. Déterminer la nature de la série Z atr.

SERIES 5 CCINP

Soit ug > 0. On définit la suite (u,,) par la relation de récur-

rence :

U n+a
Vn € N, ntl —

Up, n+b

ot a,b> 0.

1. On pose v, = In(n®~%u,). Quelle est la nature de la
série Z Upg1 — Un !

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que
la série Zu” converge.

3. On suppose cette condition vérifiee. Quelle est la nature
de la série Z n(Upt1 — Up) ?

SERIES 6 CCINP
Considérons une suite (u,) définie par ug > 0 et Vn €
N, upt1 = upe 4.
1. Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

2. Enoncer et redémontrer le théoréme de sommation de
relation de comparaison pour les sommes partielles dans
le cas divergent positif.

3. Déterminer la limite de

1 . .
— —. En déduire un équi-
Un+1 Un,
valent de u,,.

SERIES 7 CCINP
Soit (uy,) une suite de réels strictement positifs. Montrer que

U
les séries Zun et Z T +nun

SERIES 8 CCINP
Soient a,b € R. Déterminer la nature de la série Z

sont de méme nature.

an

140"

en fonction de a et b.

SERIES 9 IMT
Pour tout n € N*, posons :

’IL2
n

Uy, = .
n+1

1. Montrer que la série E U, converge.

2. Déterminer un équivalent du reste (R,,) de cette série.

SERIES 10 IMT
Pour tout n € N, on pose g, : t — Int — arctant — nmx.
1. Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique z,, €
R*™* tel que gy, (z,,) = 0.
2. Montrer que, pour tout n € N, ™™ < z,,. En déduire la
nature de la série ) i

SERIES 11
Etudier la convergence des séries de termes généraux sui-
vants :
1
(In(n))
n! 1 1
n" vnZ -1 Vn2+1

1 —th(n) c(ﬁl((;;))
ch(n) —sh(n®) Tt
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SERIES 12 Mines
Déterminer la nature de la série de terme général :

SERIES 13

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le réel

a pour que la suite de terme général :

soit convergente.

SERIES 14
Pour tout n € N*, notons :

'

ﬁ.
1

3
|

Sy =

>
Il

2

i
On admet que S, ——— 5 Pour tout n € N*, on note

n—-+00

1
Yn = Sy + —. Montrer que l'on a accéléré la convergence

(Sn), au sens ou :

(-5)-o(5-%)

Effectuer une application numérique pour n = 1000.

SERIES 15

Soit a > 0, soit f € C([a,2a],R) vérifiant f(a) = 0 et
f'(a) # 0. Déterminer la nature de la série de terme général :

un:f(nzl(z).

SERIES 16

1. Montrer que pour tout n € N, (2 + v/3)" + (2 — V/3)"

est un entier.

2. En déduire la nature de la série Zsin (7‘((2 + \/3)")

3. Plus généralement, soient a, b € N tels que ‘a — \/l;‘ < 1.

Montrer que la série

Z sin (W(a + \/l;)")

converge.

SERIES 17 Mines

Nature de la série de terme général u,, =
In(n)

SERIES 18 Mines

n,—n

n-e

Pour tout n € N* notons wu, =

Un+1
v, = In .
Unp

n!

1. Montrer que la série de terme général E v, est conver-

gente.

2. En déduire qu’il existe C' > 0 tel que n! ~ C\/ﬁ( )

sin(2men!)

SERIES 19 Centrale
Nature de la série Z VIn(n2 + 1) — v/In(n2 + 1/2).

SERIES 20 Mines
On considére la suite réelle définie par g = 0 et z,41 =

H% pour tout n > 0. Etudier la convergence de la série

S — ).

SERIES 21 Mines
Existe-t-il une bijection f : N* — N* telle que la série ) %
converge ?

SERIES 22 Mines
Soit (uy,) une suite réelle telle que la série Zn(ln(n))zui

converge. Montrer que la série g U, converge.

SERIES 23 Mines
Soient (uy,) une suite de réels non nuls et A € R. On suppose
que : “2£2 =1 — 2 4+ O (). Etudier la nature de Y_ uy,.
SERIES 24 Mines

Soit f : R — R telle que f(z) o a0+%+...+;‘%+0 (w%)

1. A quelle condition la série de terme général u,, = f(n)
converge-t-elle 7

2. A quelle condition la suite de terme général v, =
[Tr_, f(k) converge-t-elle ?

SERIES 25 Mines
1. Soit f : [l,+o0[— R de classe C'. Montrer

fo) = [ rwa) - <

que, pour tout n = 1,

2 maxiepnni1 |/ (1)]-

2. Quelle est la nature de la série ) % ?

Séries alternées.

SERIES 26 CCINP

On consideére la série Z cos(my/n?+n+1).

n>1
1. Prouver qu’au voisinage de +-00,
1
ﬂ\/n2+n+1:mr+7r+aﬁ+o<) ol « est
2 n n

un réel que 'on déterminera.

2. En déduire que Z cos(my/n? +n+ 1) converge.

n>1

3. La série Z cos(my/n? +n+ 1) converge-t-elle absolu-

n>1
ment ?

SERIES 27 CCINP

Soit @ > 0. Considérons une suite (u,)nen+ définie par u; >
_1)n+1 n
0 et pour tout n € N*, u = ug. Pour tout
P P T (i 1) kz_:l k

n
n € N*, notons S,, = Zuk.
k=1
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1. Justifier pour tout n € N* D'existence de In(S,41) et
Pexprimer en fonction de In(S,,).

2. Donner un développement asymptotique & deux termes
—1)"
de In (1 ) )
na

. . . 1
3. En déduire que la série Z Uy, converge si o > 2

1
4. Pour o < 2 déterminer la limite de In(S,,4+1). En dé-

duire la nature de la série E T

SERIES 28 IMT
Soit (uy) définie par ug € R et, pour n € N,up1q =

e Un

n+1°
Nature de > u, ? de > (=1)"u, ?
SERIES 29
Etudier la convergence des séries de termes généraux sui-
vants :

="

(n!)1/n
(=" (="
ne + (_1)n nl/S + _1)n+1

(=D"
n3/% + sin(n) n
(=D"
Yo g (D"

sin (m)
sin <2m2 <m - 1>>

SERIES 30 Mines
Etudier la convergence de la série Y sin(ren!).

[\

)
=)

SERIES 31 Mines

1. Montrer que pour
1 1 2

— + - >0
Ve o Vr+1 Jx+2 T

2. En déduire la nature de la série de terme général

tout T € T+

+oo
(—1)*

SERIES 32 Mines
Soit (un),s, une suite réelle décroissante de limite nulle.

Quelle est la nature de la série S (—1)7/2)4,,?
SERIES 33 Mines
Pour tout n > 0, on pose u,, = f n:ﬂ)ﬂ (xQ) dx.

1. Etudier le signe de wu,,.
2. Montrer que la série > u,, est semi-convergente.

Développements asymptotiques'

SERIES 34 CCINP
Pour tout n € N*, notons b,

1
nature de la série —.
>
n>2

. Déterminer la

= >k (In(k))?

SERIES 35 CCINP
1. Soient a,b > 0. Calculer f; ﬁ.
On effectuera le changement de variable u = /7.
2. Soit n € N*
Zk =n+1 W

3. Soit n € N. Montrer que :
1

Justifier la convergence de : R, =

1
2 arctan A S R, <

2 arctan N
4. Déterminer un équivalent simple de R,, quand n tend
vers +00.
SERIES 36
1
Déterminer un développement asymptotique de Z E
k=1

1
précision o <2> .
n

SERIES 37
1
1. Montrer que la suite de terme général E v 2v/n

converge vers un réel /.

1
2. Déterminer un développement asymptotique de Z

=k
)

a la précision o (

SERIES 38
Déterminer un équivalent de la suite de terme général

— kln(k)
SERIES 39
2n
1
Déterminer un équivalent de —.
’ 2V
SERIES 40

Montrer qu’il existe un réel ¢ tel que :

et

(n) + ¢+ o(1).

SERIES 41
Déterminer un développement asymptotique & deux termes

1
significatifs de Z =
k=1

SERIES 42
Déterminer un développement asymptotique de précision

1 ~ 1
o —) de —
)
SERIES 43
Soit P € R[X]. Déterminer un équivalent de :

> _P(k)

k=0
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SERIES 44 Mines SERIES 51 CCINP
Montrer qu’il existe C' > 0 tel que : Existence et calcul de la somme :
- (—1)* C Zl (n +3n+2>
1 (+ ) ~ 7= i)
SERIES 52
n2
SERIES 45 Mines Existence et calcul de Z
Pour tout n € N*, on note : n=0 "
P 1 SERIES 53
a, =min< p € N* - e e 1
Z k~ On admet que Z = —. Déterminer Z m
1. Montrer que la suite (a,) est bien définie et tend vers
+00. SERIES 54
“+o0
i . P 1
2. Déterminer un équivalent de a,. Existence ot caleul de Z arctan ( . >
o n®+3n+3
SERIES 46 Centrale
Soit « €]0, 1[. Pour tout n € N*, on note : SERIES 55
= 1
Existence et calcul de Z <1 + >

P
1
anmln{pGN* Zkf } n=1
k=1

SERIES 56 Mines

1. Montrer que la suite (a,) est bien définie et tend vers Soit Y u, une série A termes positifs divergente. On pose
+oo. Uy = m pour tout n > 0. Montrer que la série > v,
5 . k=0
2. Montrer qu'il existe ¢ € R tel que : est convergente et calculer sa somme.
~ 1 _ SERIES 57  Mi
— — : 5 nes
Zka 1—q tetel) = 1

. On pourra dé-

Existence et calcul de g
2 2 2
= 12422+ ...+n

3. En déduire un développement asymptotique de a, a montrer que

deux termes significatifs. oo (—1)n
—In(2).
SERIES 47 Mines =1
Soient o € RT et (up),s, vérifiant u; € R et, pour n €
N*, Ups1 = Up + nalu . SERIES 58
1. Déterminer les valeurs de o pour lesquelles (uy) On définit pour tout z > 1 :
converge. o +00 (—1)n-1
2. Trouver alors un équivalent de ¢ — w,,, ou ¢ désigne la ((x) = Z s Ca() = Z =
limite de la suite. n=1 n=1
3. Donner un équivalent de u,, lorsque (u,,) diverge. Etablir une relation entre ¢(z) et (q(z).
SERIES 48 Mines SERIES 59 Centrale
Soit f une fonction de classe C' de Rt dans Rt* telle que 1. Montrer que la suite de terme général :
J;I((;)) ol oo Montrer que Y f(k) converge et donner un " 2(n)
équivalent de 3272 f(k). kz_l E 2
converge.
2. Déterminer des réels r, s, t tels que pour tout n > 2 :
Calcul de sommes. i( kln Z Z n(k i (k)
k=2 k=1 &
SERIES 49 5 Bxorimer S (1207 :
. . Exprimer Z( 1) en fonction de 7.
Existence et calcul de Z ﬁ =t
n=1 SERIES 60 Mines
Nature et somme de la série de terme général u, =
SERIES 50 too (—1)F
+oo 1 k=n k2 -

Existence et calcul de Z

—n(n+2)(n+4) '
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Transformation d’AbelI SERIES 68 Centrale
Soit x €]0, 1].

SERIES 61 1. Montrer que l'on peut définir deux suites (p,)n>1 et
Soit (a,) une suite de complexes, soit (b,,) une suite de réels (gn)n>1 telles que p1 = x et pour tout n € N¥
positifs décroissante tendant vers 0. Pour tout n € N, notons 1

n qn = ZT +1, Pn+1 = Pndn — 1.
A, =) ag. Supposons la suite (A4,,) bornée. "
" ; - SUPP (4n) 2. Montrer que (g,,) est croissante et minorée par 2.
1. Montrer que pour tout n € N : 3. Montrer que :
+oo
1
n n—1
x = .
Z apby = Z A (b, — brg1) + Apby,. nz::l q1--qn
k=0 k=0
4. Montrer qu'il existe une unique suite (r,,) croissante et
2. Montrer que la série Z anb, converge. minorée par 2 telle que :
n>0
400 1
SERIES 62 T = Z ot
— 1.7
Soit 6 € R\ 27Z. On pose pour tout n € N* : n=1
cos(nf) n 5. Montrer que x est rationnel si et seulement si (g,) est
Un = o Sn = Z cos(k#). stationnaire.
k=0
1. Montrer que la suite (S,,) est bornée. SERIES 69 Centrale
2. Montrer que la série Zun converge. Soit (an)nen+ une suite de réels strictement positifs. Pour
n>1 n
> X _ 2 .
3. En remarquant que pour tout z € R, |cos(z)| > cos?(x), tout n € N¥ on note S,= Zak' On suppose que
montrer que la série Z u, n’est pas absolument conver- a. S v 1 k=1
n>1 T s teo”
gente. 1. Montrer que la série Z a2 diverge.
SERIES 63 Navale 2. ]I)ec‘lc‘erm.lner u;ll e?.nvalent de a,. o
Soit (uy,) une suite de complexes telle que Zun converge. n ’c“th} : Appliquer une transformation e ata
U 2 02
Montrer que la série Z — converge. somme Z a5 Sk-
n>1 n k=1

SERIES 64 Mines SERIES 70
Soit (un)n21 une suite réelle décroissante de limite nulle. Soit (z,) une suite de complexes telle que pour tout n € N,
Montrer que la série ) “= converge si et seulement si la Re(z,) > 0. On suppose que Z Zn €t Z 22 convergent.

série > (uy — Up41) Inn converge. )
1. Montrer que la série E |z |” converge, mais que la série

SERIES 65 Mines Z |zn| peut diverger.
Soit (uy,) une suite de réels positifs décroissante convergeant ) . 9 .
vers 0. Pour tout n € N, on pose v,, = n(u,, —u,41). Montrer 2. Que dire pour la série Z |2n|” si on ne suppose plus

que Z u, converge si et seulement si Z vy, converge, et que que Re(z,) > 0 pour tout n € N7

dans ce cas les deux séries ont méme somime.
SERIES 71

Exercices théoriques I Soit (ay) une suite de réels strictement positifs.
1
1. On suppose que a, = 0 () Peut-on en déduire que
n

SERIES 66 Mines Zan Converge?
Soit (u,) une suite de réels ne s’annulant pas telle que :

2. On suppose que Z a,, converge. Peut-on en déduire que

U « 1
n+1:_1+_’_0(2>. an =0 L ?
Up, n n n n
Discuter de la convergence de la série Z Uy en fonction de 3. On suppose que la série Z ay converge et que la suite
Q. 1
(ay) est décroissante. Montrer que a,, = o ()
n

SERIES 67 Mines

Soit (u,) une suite de réels strictement positifs convergeant qpRRg 79

vers 0. On suppose quil existe A <0 et a > 1 tels que : Soit (u,) une suite de réels, soit @ > 0. On suppose que la

Upt1 = Up + Aus + o(ug). série E Une” ™ converge. Montrer que pour tout = > a, la

. L. - —xn
Discuter de la nature de la série g Uy, serie E :une converge.
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SERIES 73 Mines
Existe-t-il une suite réelle (u,) telle que > u, converge et
Soud diverge?

SERIES 74 X
Soit (ay) une suite de complexes telle que la série Z |an|

+oo
converge et pour tout k € N*, Z afL = 0. Montrer que Vn €
n=0
N, a, =0.
Familles sommables.
SERIES 75
Soient «a,8 € R. Pour tout (n,m) € (N*)2, posons
1 1
Up.m = — —. Pour quelles valeurs de « et [ la famille
' n® mpb

(Un,m) (n,m)e(n+)2 est-elle sommable ?

SERIES 76
Soit a € R. Montrer que la famille

)
<(n + m)“ (n,m)e(N*)2
est sommable si et seulement si a > 2.
SERIES 77
+00 1
Montrer que la série de terme général u,, = Z —
. n!
n=m-+
converge et calculer sa somme.
SERIES 78
Soit x €] — 1, 1[. Montrer que :
= 2n—1 too n too 2"

x x x x
Zl—x%*l :Z 1 — g2n et Z 1 — g2 tt = 1—2
n=1 n=1 n=0

SERIES 79

Soient a,b > 0. Montrer que la famille

(7+7)
am +bm (n,m)€eN?

est sommable ssi a,b > 1.

SERIES 80
Soit I un ensemble non vide. Notons (?(I) I'ensemble des
familles de carré sommable :

(1) = {(ui)ier | la famille (|u;|*)ses est sommable }.
1. Montrer que [?(I) est un sous-espace vectoriel de C!.

2. Montrer que [}(I) C I2(1).

SERIES 81
Soit z € C tel que |z| < 1. Pour tout n € N*, notons d(n) le
nombre de diviseurs positifs de n. Montrer que :

+oo P +o0o
Z T = Zd(n)z"
n=1 n=1

SERIES 82 Mines
1. Pour n € N*, soit d(n) le nombre de diviseurs de n.
d(n
W1 = ().

+oo p(n) _ ((a—1)
n=1 no =  ((a) °

Pour o > 1, montrer que

2. Pour a > 2, montrer que Y

SERIES 83
—+oo +oo

On rappelle que Z — et Z —; sont notées respectivement
n n

n=1
((2) et C(4).
1. Notons I = {(n,m) € (N*)2 | n|m}. Montrer que la

n=1

1
famille (22 est sommable puis exprimer
;L m (n,m)el
> —5— alaide de ¢(2) et ¢(4).
(n,m)er nem

2. Notons J = {(n,m) € (N*)? | n Am = 1}. Montrer que
est sommable puis exprimer

la famille (212>
nem (n,m)eJ

> ﬁ A Taide de ((2) et C(4).

(n,m)eJ

SERIES 84
Etant données deux familles sommables u = (up)nez €t v =
(Un)nEZn posons :

U*xvV = ( E ukvn_k> .
kEZ nez

1. Montrer que la loi x est bien définie et que pour toutes
familles u = (up)nez, v = (Vn)nez € I1(Z), on a uxv €
IMZ) et :

S ), = (Z) . (Z) |

nez nez neZ

2. Montrer que la loi x posséde un élement neutre.
3. L’ensemble ['(Z) muni de la loi x est-il un groupe ?

SERIES 85

1
Montrer que la famille (

m?n + n?m + an) (num)e(N*)2
sommable et calculer sa somme.

est

SERIES 86 Centrale
Soit (2 )nen une suite de complexes non nuls telle que :

V(n,m) € N?, n#m = |z, — 2| > 1.

) 1
Montrer que la série g —3 est convergente.
z
n

SERIES 87 Mines
Soit z € R\(—-N).

+oo  (=1)"
€ Zn:O 71('(’1'—‘,)-"7) :

+oo 1
Montrer que anom

SERIES 838 X
Soit (un)nen une suite réelle de carré sommable (ie telle que
la série Z u? converge).

1. Montrer que pour toute o € &(N), la série Z Un U (r)
converge.
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2. Supposons que (u,) a termes positifs ou nuls. Calculer

+oo
inf {Z UnlUg(n) | 0 € G(N)}.

n=0

SERIES 89 X
Soient Z an et Z b, deux séries convergentes de nombres

complexes. Pour tout n € N, notons ¢, = Zakbn,k et

n
= Z cx. Montrer que :
k=0

n—li— I > P (Z an> : <§b>

k=0

En d’autres termes, si deux séries sont semi-convergentes,
leur produit de Cauchy peut diverger, mais il converge au
sens de Césaro vers le produit de leurs sommes.

SERIES 90
1. Soit (a,,) une suite de nombres complexes. Montrer que :

ar| converge <= Vo € 6(N Qg (n) CONVErgE .
(n)

2. Soit (c,) une suite de nombres complexes non nuls.
Montrer que :

Z |en, — 1| converge <= Ja € C*, Vo € 6(N H Co(k) — @.

n—-+oo



