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Exercice 1 : Equialent d’une suite définie par récur-
rence

1. Soit z €]0, 1[. Comme ]0,1[C]0,7/2[, alors 0 < cos(z) < 1, donc 0 < zcos(z) <
<1

| £0,1]) cJo, 1]

2. Pour tout z €]0,1[, f(x) —x = (1 —cos(x)). Comme —1 < cos(z) —1 < 0 (d’aprés
la question précédente), alors f(z) —z < 0.

’Vm‘ €]0,1], f(z) —z < 0‘

3. Montrons par récurrence que pour tout n € N, z,, €]0,1[.
Le résultat est vrai pour n = 0 par hypothése. Supposons-le vrai pour un entier
n € N. Alors comme f(]0,1[) C]0,1[, zp+1 = f(xx) €]0,1].
On a bien z,, €]0,1[ pour tout n € N.

Ainsi, pour tout n € N, x,41 = f(z,) < z,, (d’aprés la question 2). La suite (z,)
est donc décroissante. Comme elle est minorée par 0, elle converge vers un réel
Il > 0. Comme de plus z,, < x¢ pour tout n € N, alors | < x(y par passage a la
limite dans les inégalités, donc | < 1.

D’une part, z,4+1 —+> l, et d’autre part, par continuité de f, z,11 =
n—-+0o0
f(zn) R f(1). Par unicité de la limite, f(I) = I. Comme f(z) — 2 < 0
n—-+0oo

pour tout = €]0,1[, f n’a pas de point fixe dans ]0,1[, donc son seeul point fixe
dans [0, 1] est 0. Ainsi (z,,) tend vers 0.

z, —— 0
n—-+oo

2
4. Rappelons que cos(z) =1 — % + o(x2). Donc :

1 a? 2 - 2 2
6082(x):<1—2+0(x )) =1+2z° + o(z).
LI 1+ 22 + o(2?)
cos(x)?
5. Ainsi :
L1 _1( 1 —1+0(1)
f@)? 2?2 22 \ cos?(z) B
donc :
Y
J@p 7 e

6. D’aprés la question précédente, comme z,, — 0 :

n—-+o0o
1 1
T — 3 0.
anrl xn n—-+o0o
D’aprés le théoréme de Césaro :
-1
1 1 1 ]
ﬁ x2 B P n—+0o0
k=0 k+1 k

donc par télescopage :

1 1 1
(=-5)——1
n\x2 x§/) n—o+oo

Ty ~~

Ainsi :

Sl-

Suite définie implicitement

1. Posons f : z € R — ¢e® 4+ x. La fonction f est continue et strictement
croissante en tant que somme de fonctions strictement croissantes. De plus,
f(@)|zrightarrowx — —o0] — oo et f(x) -—Jr—» 400, donc f réalise une bijection

T—r+00
de R vers R.
Donc pour tout n € N, il existe un unique z,, € R tel que f(x,) = n.

’ Pour tout n € N, I’équation e” + x = n posséde une unique solution z,,.

2. Pour tout z € R, e* > 1 4 x (inégalité de convexité), donc e* > z, donc n =

e + x, < 2e*, donc :
T, > In (*n)
n - 2 .

€Ty, — +00.
n—-+oo

Ainsi :

Tn

T
3. Comme — —— 0, alors
eT xz—+oo ern

— 0, donc :
n—-+oo

n

—14 Iy,

exn erfn n—+oo

Ainsi, €™ ~ n. Comme z, —— +o00, classiquement, z, ~ In(n) (en dé-

n—-+oo
ewn
tails : ln( )
n

LT
-1
In(n)

— 0, soit z,, — In(n) ——— 0, donc en divisant par In(n),
n—-+oo n—-+oo

1, soit x,, ~ In(n)).

n——+oo
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Xy ~ In(n)

4. Pour tout n € N, e2(M+¥n 4 2 — p_ soit encore ne¥» = n — x,,. Aprés division

par n, il vient :
eyn =1—- ﬁ
n

T
Comme ,, ~ In(n), alors — ——— 0, donc e¥» ——— 1, donc :

n n—+oo n—4o0
yn — 0.
n—-4o0o
5. Comme (y,,) tend vers 0, alors e¥» = 1+ y,, + 0(yy), donc la relation e¥» =1 — In
n
donne : "
+o0 ==
Yn + 0(yn) -
soit : In(n)
x n(n
Yn -
n n
Ainsi :
1 1
ZTpn = In(n) — n(n) +o < = n))
n n

Probléme : Un théoréme de Polya

Partie 1 : Exemples

1. Comme deg(P) > 1, d’apres le théoréme de d’Alembert-Gauss, P posséde au-moins
une racine z € C. Comme |P(z)| =0, alors z € Qp. Ainsi :

‘Qp est non vide.

2. a Qp={z€C|l|z—a|] <2} Ainsi:

’ Qp est le disque fermé de centre a et de rayon 2.

b. Montrons que Rp = [a1 — 2,a; + 2.
e C :Soit z € Rp. Il existe z € Qp et y € R tels que z = = + iy. Alors :

|z —a1] <|z—a|] <2

donc = € [a; — 2,a1 + 2].
e C : Soit € [ag — 2,a1 + 2], posons z = x + iIm(ay). On a |z —a| =
|x —a] <2.Dou z € Qp, d'ott z € Rp.

’sz[alfQ,aquQ].‘

3. a. Soit z € Qp. Alors [z — 2 < |22 — 2| < 2 par la minoration de I'inégalité
triangulaire, donc |z|* < 4, d’o |2| < 2.
[0p c{z€C| 2] <2}

b. e C : Soit x € Rp, il existe z € Qp tel que z = Re(z). Alors :
|z <z[ <2

donc z € [-2,2].
e C : Soit z € [-2,2]. Alors 22 —2<4—2=2donc z € Qp, dott 7 € Rp.
Rp=[-2,2]

4. Remarquons que —/a,/a € Rp. Montrons que 0 € Rp. Pour cela, montrons que
pour tout y € R, iy & Qp. Soit y € R. On a :

|P(iy)| = |-y* —a|=y"+a>a>2

donc iy € Qp. On en déduit que 0 € Rp.
Ainsi, Rp contient —+/a, /a mais pas 0 : ce n’est donc pas un intervalle.

‘RP n’est pas un intervalle.

Partie 2 : Préliminaires

R (x)
R(x)
sur son ensemble de définition et pour tout € R\ {y1,...,yp} :

.Cette fonction est dérivable

5. Pour tout z € R\ {y1,...,yp}, posons f(z) =

D’autre part :

Ainsi, pour tout z € R\ {y1,...,4p}, R'(z)R(z) < R'(z)?>. Comme la fonction
RR" — R'? est continue sur R en tant que fonction polynomiale, cette inégalité reste
vraie par passage & la limite dans les inégalités pour = € {y1, ..., y, }. Conclusion :

¥z € R, R(x)R"(z) < R(z)”|

6. a. Soit k € [1,p — 1]. Appliquons le théoréme de Rolle sur [yg, yr+1] : R est
continue sur [y, yx+1], dérivable sur Jyx, yr+1] et R(yx) = R(yg+1) = 0 donc
il existe z; €]yk, yr+1[ tel que Q'(zk) = 0. Ainsi, R posséde au-moins p — 1
racines distinctes et distinctes des yy.
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7.

’ Pour tout 7 € [1,p — 1], R’ posséde une racine z; dans |y;, yit1[. ‘

b. Pour tout k € [1,p], yr est racine de R de multiplicité oy, — 1. Les polynomes

(X — y;)*~! divisent donc R’. De méme, les polynomes (X — z;) divisent
R'. et Comme les réels yi, ..., Yp, 21, ..., Zp—1 sont deux & deux distincts, les
polynémes (X —y;)* ! et les polynomes (X — z;) sont deux & deux premiers
entre eux. Ainsi, le polynoéme :

et

divise R”. Son degré vaut :

p p
p—1+) (ax—1)=p—1+ (Z%) —p=n—1=deg(R)
k=1 k=1

P
puisque E ag = n. Ainsi, R’ est scindé sur R. Comme son coefficient domi-

k=1
nant vaut An, alors :

R =\n [H(X - yl-)“”} : lH(X — zi)] .

. Les réels 21, ..., zp—1 sont des racines simples de R. Ainsi, les seules racines

multiples possibles de R sont 1, ..., ¥y, et ce sont donc des racines de R.

Toute racine multiple de R’ est racine multiple de R

a. Soit n € N.

e Existence : Soit 0 € R :

cos(nf) = Re (e
((cos(8) + isin(9))")

Z) i* sin*(0) Cos"_k(9)>

in@)

Ln/2j :L] R o
-3 () (10 s (8 cos™ 240
— T, (cos(8))
avec : wm
To(X) = ;;) <2k)(1) (1— X2)kxn=2k

e Unicité : Soient T),,S, deux polynoémes tels que pour tout 6 € R,
Th(cos(f)) = Sn(cos(f)) = cos(nB). Alors comme cos est une surjection
de R vers [—1,1], pour tout z € [-1,1], (T}, — Sn)(z) = 0, donc T, — Sy,
posséde une infinité de racines, donc S,, = T,.

‘Il existe un unique polynome T,, tel que V8 € R, T,,(cos(f)) = cos(nb). ‘

. Les termes de la somme sont tous de degré inférieur ou égal & n, et la somme

des termes de degré n vaut :

[n/2] n
- ()= 2 ()
On rappelle que :

k=0
k=0 [2] k

ZM

et donc que :

Ainsi :
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T, est de degré n et de coefficient dominant

1
on—1"

c. Soit z € [—1,1], il existe 0 € [0, 27[ tel que = = cos(6). Alors :

T, (z)] =1 <= |cos(nf) =1| <= Tk €Z, 0= k’i
n

k
Ainsi, |T,(z)] =1 <= 3k € [0,n], = cos (W)
n

’Les réels z tels que |T;,(z)| = 1 sont les xy. ‘

d. Raisonnons par I’absurde et supposons que pour tout
km
z € [-1,1], |R(x)| < ST Pour tout k € [0,n], posons xj; = cos <n> On
a:
To(xr) 271%1 si k est pair
on—1 —2,,%1 si k est impair
Ainsi, comme ~ a1 < R(xy) < T ona:
T (2 > 0 si k est pair
R(zy) — "(_1) > patt
on < 0 si k est impair
Comme R — 27:1 est continu sur R et change de signe entre zj et xj41, il

s’annule au-moins une fois sur Uintervalle |xy, x11][ d’aprés le théoréme des

n
2n—1

valeurs intermédiaires. Ainsi, R — posseéde au-moins n racines distinctes.

T,
Or, comme R et o1 sont unitaires, ce polyndéme est de degré au plus n — 1.

n
-1

n

Il est donc nul, donc R = Ceci est absurde car alors :

on—1"
IR@)| = 5
sup x)| = —.
ze[-1,1] 2n—1
Conclusion :
1
sup |R(z)| > —.
2€[—1,1] A 2n—1
. o . . b—a a+b
8. Le polyndome S est unitaire (le coefficient dominant de R X+ vaut
(b—a)" . . X : -
T Ainsi, d’aprés la question précédente :
1
sup |S(z)] > n1

z€[—1,1]

1
Comme S est continue, il existe x € [—1,1] tel que |S(z)| > ST Alors :

b—a a+b 1
>
R< 5 T+ 5 >’_2n1

b—a a+b
R( 5 T+ 5 )‘

a-+b b—a a-+b b—a a-+b
._1 < < f—
I S et R 2

on
(b—a)

soit encore :

(b _ a)n S 22n—1

Or,on a :

b.

Ainsi,

b— b
R( 2ax+a—2|— )‘ <2 dou (b—a)® < 4™ On en déduit que b —a < 4.

’Si R est unitaire et Vz € [a,b], |R(x)| <2, alors b—a < 4.

Partie 3 : On se raméne au cas réel

9. Soit € Rp. Il existe donc y € R tel que z = x4+ iy € Qp, i.e. |[P(z)] < 2. Comme
pour tout ¢ € [1,n], | —z;| < |z — 2|, on a

n

Q@) =[[lz—ail <[]z -zl = [P(2)| <2 =z € Eq.

i=1 =1

Supposons maintenant que € Eg, donc |Q(z)| < 2. On a alors par définition
x € Qg, et ainsi Re(z) = 2 € Rq.
On a finalement montré que :

‘RPCEQCRQ.‘

10. a. La fonction polynomiale @) est dérivable, et sa dérivée Q)" est encore polyno-
miale de degré n — 1. Q" a donc au plus (n — 1) racines réelles disctinctes. Si
@)’ n’a aucune racine réelle, ) est strictement croissante sur R. Dans le cas
contraire, Notons ug < ... < u, ces racines (avec p < n). Sur chaque intervalle
Juk, ug41], la fonction polynomiale @' est continue et ne s’annule pas, elle est
donc (d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires) de signe constant. De
méme, Q' est par le théoréme des valeurs intermédiaires de signe constant
sur | — 0o, ug et sur |uy, +oo[. On en déduit que @ est strictement monotone
sur chaque intervalle [ug,ugt1] (puisque de dérivée strictement positive ou
strictement négative a lintérieur de cet intervalle).

’ @ est strictement monotone sur chaque intervalle [uy, ug+1], | — 00, uo), [up, , +00l. ‘
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b.Ona Eg = {z € R | -2 < Q(z) < 2}. Fixons k € [0,p — 1]. Notons

Jr = [uk, uk41]. Supposons que Eg N Jy, # 0 et montrons que c’est alors un
segment. La fonction @ est strictement monotone sur Jj, supposons-la par
exemple strictement croissante.
e Eg N Ji est un intervalle :
z € [z,y]. Comme @ est croissante, Q(z) < Q(z) < Q(y). Or,
et Q(y) <2 d'on |Q(z)] < 2. Ainsi, z € Eg N Jy.
e Eg N Jy est borné puisque contenu dans Jy = [ug, upr1].
e g N J, contient ses bornes par continuité et passage a la limite ans les
inégalités.
Ainsi, Eg N Jj est un segment.

soient z,y € E; N Jj tels que z < y. Soit
Qz) > -2

On montre de méme que EgN] — 00, ug] et [up, +0o[ sont des segments. La

seule difficulté supplémentaire est de montre que ces ensembles sont bornés,

mais cela vient du fait que |Q| (z) — o T donc il existe A > 0 tel que
i gunie o}

FEa4C [—A,A].

Pour finir, si ces segment ne sont pas disjoints, on regroupe ceux qui s’inter-
sectent en utilisant le fait que la réunion de deux segments d’intersection non
vide est un segment.

‘EQ est une réunion de segments deux & deux disjoints. ‘

. On a déja clairement Q(ax), Q(bx) € [—2,2] puisque ax, by € Eg. De plus,
supposons par exemple que —2 < Q(ax) < 2. Alors par continuité de @,
il existe 7 > 0 tel que pour tout x €lay — n,ar + 7, |Q(z)| < 2. Mais alors
lax—n, ax] C Eq, ce qui contredit I'écriture de Eg comme réunion de segments
deux & deux disjoints. Donc Q(ay) € {£2} et de méme pour Q(by).

’Pour tout k € [1,s], Q(axr), Q(bx) € {—2, 2}‘

. Supposons par ’absurde qu’il existe k € [[1, s—1] tel que par exemple Q(by) =
2 et Q(ag4+1) = —2. Alors par continuité de Q et TVI il existe x €]bg, ag41]
tel que Q(z) = 0. Mais alors x € Eg ce qui est absurde par définition des
intervalles Ij,. On a donc toujours Q(bg) = Q(ak+1).

’Pour tout k € [1,s — 1], Q(bx) = Q(ag+1)- ‘

. Supposons n pair. Dans ce cas, on a Q(z) — 400 lorsque  — £oo (puisque

Q(x) ~ z™). Puisque @ ne prend aucune valeur comprise entre —2 et 2
Tr— 00

sur les intervalles | — oo, a;[ et ]bs, +00[, on en déduit par continuité (et TVI)
que nécessairement Q(a1) = Q(bs) = 2.
Supposons maintenant n impair. On a dans ce cas

Q(z) — —oo,

Tr——00

et Q(z) — Hoo.

T—+o0

Par le méme argument, on a alors Q(a1) = —2 et Q(bs) = 2.

‘Si n est pair, Q(a1) = Q(bs) = 2. Si n est impair, Q(a1) = —2, Q(bs) = 2. ‘

Partie 4 : On se raméne a un seul intervalle

11.

12.

a. Dans ce cas, Q(ax) et Q(by) sont de signe opposé, donc par continuité et TVI,

Q s’annule sur le segment I, = [ag, by].

‘Si Q(ar) = —Q(bg), le segment [ay, by| contient une racine de Q. ‘

. La fonction polynomiale @) est continue sur le segment [ag,b;] donc elle est

bornée et atteint ses bornes sur ce segment, ce qui assure l’existence d’un tel
a € [ag, by

Q(z).

11 existe « € [ag, bi] tel que Q(a) =  inf
z€lay,bk]

. Comme Q(«) < 2 (sinon on aurait pour tout = € [ak, b] Q(x) = 2 et @ serait

donc le polynoéme constant égal & 2, ce qui contredit le fait que deg(Q) > 1),
alors « €]ay, by[. Ainsi @ est dérivable sur [ay, bg] et a est un point intérieur
a lintervalle donc Q'(a) = 0. De plus, supposons que Q”(«) < 0, on aurait
alors par Taylor-Young

Q"(a)

T 2 (x

—a)? <0,

Qr) — Q)

ce qui implique Q(z) < Q(«) au voisinage de « et fournit une contradiction.
On a donc Q" () > 0.

’Q'(a)zOet Q" (a) 20.‘

. Comme @ est scindé sur R de degré n > 1, on a d’aprés la question 5.b :

Q(@)Q"(a) < Q'(a)* = 0.

Il y a deux possibilités :
e Si Q"(a) > 0, alors on en déduit Q(«) < 0 et par conséquent par TVI,
puisque Q(ay) = 2, @ s’annule entre ay et «, d’ou le résultat.
e Si Q"(a) =0=Q'(a), a est alors racine multiple de @', donc également
de Q d’apreés la question 6.b.
Dans tous les cas, on a obtenu une racine de Q sur I;. Remarquons du reste
que cette racine est dans lintérieur de I puisque Q(ag), Q(bx) € {£2}.

‘ Chaque intervalle I} contient au-moins une racine de Q. ‘

. Par produit on a 1 = ¢p(Q) = ¢p(A)cp(B) = ¢p(B) donc B est unitaire. De

méme, deg A + deg B = deg Q = n donc deg B = n — m. Comme

deg(A(X +d)) =degA=m et cp(AX +d))=cp(4) =1,
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on en déduit que @; est unitaire et de degré n. Comme @); est encore scindé, unitaire et de degré n, Fg, s’écrit toujours
D’autre part, B divise ) qui est scindé, donc B est également scindé, et comme réunion disjointe de segments.
. D’aprés la question 8.d, () posséde une racine dans l'intérieur de I;_1, donc
B aussi, donc @ aussi. De plus, ()1 posséde par construction m racines (avec
AX+d)=(X+d—t1)...( X +d—t,) = X—(t;—d L ’ . .
(X 4d) =X+ ) (X m) 1_[1( (t: = d)) multiplicité) dans I; — d. Le segment le plus a droite de Eg, contient donc
i=
[as—1,bs — d], dans lequel il y strictement plus de m racines de Q1 (les m
est également scindé. Donc par produit ) est scindé. racines situées dans I; — d et au moins une dans Is_1).
‘ (1 est unitaire de degré n et scindé sur R. ‘ ‘L’intervalle le plus & droite de Eg, contient strictement plus m racines. ‘
b. Siz € I} et i € [1,m], Enfin, puisque I{ U...UI._; C Eg,, on a
mn s—2 s—2
lx+d—t;| =ti—d—z < t;—x = |z—t;| = |A(z+d)| = H lz4+d—t;| < |A(x)]. 1w(Q1) > S (bi—a;)+(bs—d—as_1) = (bi—a;)+(bs—as+bs_1—as_1) = u(Q).
=1 i=1 i=1
’Si k<s—1letazé€l, alors |A(x + d)| < |A(x)|‘ 1(Q1) > uQ).

Il vient donc pour tout x € 1 U, U... U1,
13. Si Eg n’est pas réduit & un segment, on itére le procédé précédent jusqu’a obtenir
|Q1(2)| = [A(z + d)|.|B(2)| < [A(2)[.|B(z)| = |Q(z)] < 2 un polynome ) € R[X] unitaire de degré n scindé sur R tel que pu(Q) > p(Q)

d et pour lequel l'intervalle le plus & droite de E@ posséde n racines (comptées
onc :

avec multiplicité). @ s’écrit toujours comme une réunion disjointe d’intervalles,
et posséde toutes ses racines dans l'intervalle le plus a droite de E@. D’aprés la
question 8.d, E@ ne comporte donc qu’un unique intervalle : il est réduit & un
unique segment.

‘IluIQU...uIS_lcEQl.

c. Soit x € [as — d,bs — d] = [bs_1,bs — d]. Posons y = z + d € I,. Comme B
est unitaire et scindé sur R, il existe r1,...,r; € R comptées avec multiplicité
telles que

l

B=]](X-mr).

i=1

Il existe un polynome Qv de degré n scindé et unitaire tel que u(@) > u(Q) et E@ soit un s

De plus, les racines de @ étant toutes dans Fg, donc dans les intervalles Iy,
celles de B, qui ne sont pas dans I, sont donc dans les I pour k£ < s— 1.1l

vient done pour ¢ € [1,1], Partie 5 : Conclusion

[r—ri| =z —ri <z4+d-ri=[r+d—ri|=y—ri|=[B@) <[B(y) : . o .
14. D’aprés la question 5, Rp C Eg qui est réunion disjointe de segments. La question
On en déduit que 10 assure P’existence de @ € R[X] unitaire de degré n scindé sur R tel que u(Q) >
w(Q) et Eg soit réduit a un unique segment : il existe a < b tels que Eg5 = [a, b].
= < = < ~
|Q1(z)| = [A(y)[.|B(2)| < [AW)|.|1B(y)| = |Q(y)| <2 =z € Eg,. On applique la question précédente & ce polyndome. Puisque |Q(z)| < 2 pour tout

On a démontré que : x € [a,b], on ab—a < 4.1l vient donc

n@Q < p(@ =b-a<d.

d. On déduit des questions précédentes que C’est le résultat que ’on voulait démontrer.

([, —d,b, — d] C Eq,.

I,'C =1 sik<s—2 ‘Le théoréme de Polya est démontré.
I' =1, 71U —d)=[as_1,bs — d].

INU...UI.,_, C Eg, avec {



