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I- INTRODUCTION ET DEFINITIONS

Notations

* Graphe : G=(E,V)
 E ensemble des arétes e

* \V ensemble des sommets
1Si e ouverte

e w(e)= . .
o si e fermee

Réseau Zz2



I- Introduction et définitions

Percolation de Bernoulli : {p(w(e)q) =p
U(w(e)=0) =1-p
* Pp=Mp

 Clusterouvert : C(x) ={YEV, x>y}

* Probabilité de percolation : 8(p,X) = P, (IC(X)l=00) oz

* Probabilite critique : p.=sup {p, O(p)=0}

e A évenement croissant si
P.(A)SP,(A) ; pourp,<p,



I- Introduction et définitions

Preuve : [ ]
* 0<p(d);d=2

P, (B(n)) = P, (N(n) 21) = P, (US>, N(n) = k)
= ZZO=1 ]P)P (N(n) = k)
< E(N(n))
=p"xo(n)
< 2d(2d-1)"p"

O<p<T1_1, B(p) = lim Pp(B(n) = o0

o p(d)<1;d>2:p(d)<p(d-1)<...<p(2)=75<1




II- THEOREMES PRINCIPAUX

L'inegalite BK (Van der Berg, Kesten)
* PourA et B évenements croissants, on a
P.(A o B) <P, (A)x P(B)

avec (A o B) : "A et B se réalisent sur des arétes
disjointes”




II- Théoremes principaux - Inégalité FKG

L'inégaliteé FKG (Fortuin, Kasteleyn, Ginibre)

* PourA et B évenements croissants, on a
P.(A N B) =P, (A) x P,(B)
* Pour deux variables aléatoires croissantes X et,

E[XY] = E[X] x E[Y]




II- Théoremes principaux - Inégalité FKG

P.(A N B) > P, (A) x Po(B)

Preuve:

* PourA croissant et B décroissant,ona AoB=AMB
* PourAetB croissants:
P.(ANB)=P,(A)-P.(ANB%
=P5(A) - P, (A 0 BY)
Po(A) - Py (A) x Py (BY)

Po(A)[1-Pp(BY)]
P, (A) x P, (B)
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II- Théoremes principaux - Inégalité FKG

Application : |la probabilite de percolation ne depend pas du
sommet choisi = P (IC(x)l=00) = P, (IC(y)l=00)

O(p,X) = Pp ((xe>y) N (ye0) ) > Pp (xy) x Pp (yr0)

= Pp (x>y) x 6(p,y)
D’ou p(x) <p.(y)

=» On choisit de se placer a l'origine



II- Théoremes principaux - Formule de Russo

Formule de Russo

* Soit A un evenement croissant ne dependant que d’'un
nombre fini d’arétes. On a alors

d
dp Pp(A) =EEp(N(A))

OU N(A) est le nombre d'arétes « cruciales » pour A
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II- Théoremes principaux - Probabilité critique

Preuve : [

* A(n): «le cote gauche et droit de la boite b(n)
(respectivement le c6té haut et bas de la boite
dual b(n),) appartiennent a un cluster ouvert
(respectivement ferme) infini »

« Onsuppose 6(%) >0=2> P, (A(n)) 2%

1/2
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II- Théoremes principaux - Probabilité critique

=

* A, :«ilexiste un chemin ouvert de gauche a droite
dans S(n) »

* B, :«il existe un chemin fermeé de haut en bas dans
S(n)g »

« A NB_ =0

o Po(A)+Pp(B)=1

* Po(B)=Pip(A) D P, (A ) =§

* P (0oL)<e™Pn > P (A) < (ntl)e Pn

e —
n — oo

o

S(3) et S(3)4
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[1I- MODELISATION

A, : « il existe un chemin ouvert reliant un sommet du cote gauche aun
sommet du cote droit »



III- Modélisation

Evolution de IP, (A,) en fonction du paramétre p

il

%mmamp

- Etude plus localisée
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III- Modélisation

Evolution de P, (A,) en fonction du paramétre p

L

0,45 0,46 0,47 0,49
Paramétre p
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III- Modélisation

Evolution de P, (A,) en fonction de la taille n du graphe Evolution de P, (A,) en fonction de la taille n du graphe

B =-0,05782215 B =-0,00820749
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III- Modélisation

Evolution de P, (A,) en fonction de |a taille n du graphe
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CONCLUSION



ANNEXES



II- Théoremes principaux - Inégalité BK

P.(A o B) < P, (A)x IP,(B)
Preuve :

« (LEPy,) = (' XI[,,FXF,,PxP,)

* XXVYE lerz , X=(X1IX21---le) 1 y=(Y1’YZ""’ym)
¢ A={xxy€eIlxl,, x€EA}

B = {X XY, (Y Yor et YirXisas - %) € B}
+ P(A0B)=P,(A0B")
« AOB_=ANB_—P,(AoB )=P,(ANB)
= P(A) x P1»(B',,)
= P(A) x P(B)



II- Théoremes principaux - Formule de Russo

d
dp Pp(A) =Ep(N(A))

Preuve :
* p=ip(e);e€E}

(X(e); e € E) famille de variables aléatoire = U([o0,1])

Ilp tel que I]p(e) =1 s1 X(e) <p et I]p(e) = 0 sinon

Pp(A)=P(]p €A)

f€E, p'(e) =p(e) sie#£f, p'(e) = p'(f) si e=f

Pe.(A)-Pp(A) =P(]p” €A)-P(]p €A)=P]p" €A, I]p € A)
= P({p(f) = X(e) < p'(f)} N { f essentiel pour A})

= P({p(f) = X(e) < p’(f)} ) x P( {f essentiel pour A})



II- Théoremes principaux - Formule de Russo

Ona - (f)PP(A) P( {f essentiel pour A})

* Pp(A) dépend de (p(f))

1<ism

d
. d—pPP(A) i 13 (fl)PP(A)

= ).t 1 P( {fi essentiel pour A})

= [E(N(A))



