Chemins auto-évitants



Définitions
* Graphe e Chemin

« Chemins auto-évitants:

— Chemin ne visitant un somme au plus une fois
—> Suite finie de plus proches voisins dans le graphe injective :

Soit Exemple de C.A.E dans
n € N, Vi € [0,n],w = (w(0), ..., (D), ..., w(n)) Le réseau carré 7,2

i<n lw@@+1)-w@l=1 ou|.| estunenorme du réseau

Cn représente le nombre de chemins auto-évitants de longueur n.



* Ponts : C.A.E. qui vérifie :

* w est un pont de longueurn :
Vi <j,w () <w ()

Ou w, (i) désigne 'labscisse du ie point

Exemple de pont



Probleme

* Evaluer le nombre de C.A.E de longueur n.

* Difficile de compter les longs chemins.

Dans un réseau de dimension d: Yn € N', ¢,, = d"
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Substitution

* Constante de connectivité u:

lim ¢,'/" = u

11— C0O

* Comparaisons asymptotiques :
Ch = lu?l+-ﬂlf‘.'1] y Ut < ¢, < “ne{}(ﬁ)’ 34 € |0, +oo[, ¢, ~Ap"n”®

Sur le réseau carré : u = 2,6381585 ; a = 11/32
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Existence de u

* Premiere inégalite : c.. <c.cC

mtn =

T

e Donc la suite (Inc,) est sous additive.

Inc, 1 Ing,
= limlnc,n = inf
n n

_—

lim =y

* Onobtientdonc: ,=e¢v



Réseau hexagonal
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Valeur exacte

limc,"*=u=[2+V2

n—oo

Notations :

o [Hl le réseau hexagonal

* H ensembles des milieux des arétes de [HI
* £(y) lalongueur du cheminy

Soit 2 = H _On note V() I'ensemble des sommets de Q.



Lemme 1

V(a,z) €9N xN,F(z) = Fa(a,z,0,x) = Z e "Wy (a,z),. 1(r)
y:a—L)

Lemme 1:six =1/ |2+ V2 etog = 5/8.Soit v € V(Q) et (p,r,q) € H3, 0u p, ret g
sont les plus proches voisins de v qui se suivent le sens horaire.

(p—v)F(p)+(@—v)F(@Q)+ (@ —v)F(r) =0




Un domaine observable

3T+1}

= {z € V(H),0 < Re(2) < >

3T+1}
2




Lemme 2

PRI VR R R T St

y:a—}cx—{a}

_ X X Xe
Sji x=x.=1/J2+V2 1= CQ'AT,L T BT,L + CEET,L

1[ 1
ou C‘IZE 2 —V2 et CE:E




Démonstration (Lemme 2)

ZF(Z)+ZF(Z)+jZF(z)+jZF(z) =0 ou ;_e

Zea ZEE ZEE

. { jF(p) + 1.F(q) + JF(r) = 0
//\D\/ —jF() + (@ —v)F(@)+ (@' —v)F@')=0
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Somme sur a ZF(Z) = F(a) + Z F(z)

Z€a z€a—ial

— F(a) +% Z }F(z) +F(2)

=1+- (e_’:'” + ei"”)Ax =1- f:ﬂsg—nflx
= > TL — 0S5 4rL

Somme sur les bords haut et bas

jz F(z) —I—fz F(z) = CDSEET{”L

EEE EEE

Somme sur 8 Z F(z) = ?{L
ZER
Conséguence du lemme 2
1 _ £ i _ ¢
A‘;‘Z - LEIElm A%E'L - Z X ) B;E - L1—1>IJ.rnm B%C'L - Z X )
yCSt:a—a—{a} y<St:a—f
— 13 — £
Er = Nm Er, = Z x

CSra—eUs
yeor 12



Preuve

Vx = 0,Z(x) = Z xt®) = Z Cx™

y:a—H n=1

Si E;©>0:  Z(x, )_ZE”_ZE""C—M

Sinon :c, Ay, + ByS + c.Ep§ = 1:) 0= C'-T(AT+1 Axc) + (B
T+1

— B7°)

T+1

-

X . X 1
= B.° = min (Bl‘:, )/T

Caxc
= Z(x.) = Z B¢

T>0

)000S

Y

/ <\]// e

= |lu=x."1=[2+V2

. \\](/' ‘\]/ =

:> C X (BT+1) + B +1 = B car AT-FI

xc(Byy)’
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x\T x\T
Vx < x,,B¥ < (—) B¢ < (—)
xﬂ' xC

Tout C.A.E se décompose en pont de maniéere unique.

Z(x) <2 Z ﬁ B |=2 l_[(1 + B¥)?

T_j<<T_; \k=-i T>0
T, < < T,

p<x, = f2+\/§
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Annexe : constante de connectivité

. ¢, = u"t° &inc, =nlnyu+o(n)
un < c, < HHED(JH]

b £ Cﬂ, et bn+1n 2 bnb?n

n

Nouvelle constante de connectivité ' : p<pu

Cﬂ £ b?l e 0 (ﬁ]



Annexe : Lemme de Feteke

c
* On pose: a=inff,Soits>0,EIqEN*,a£uq <a+¢

* Soit n€N" tel quen =¢q,3!(k,r) €[[0,gq —1]>n=kq +r

k u M
Oiuni 1 q+ﬁ£af+£+—
n qgk+rq n n

Ou M = max{|w |, [uz| ..., [ug}

M u,
EInDEN,VHEHQ,—EEﬁ;VHEHG,‘——a‘ <¢&
n n



