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I - Introduction

Définitions :  
1- Automate cellulaire : 

  

2- Configuration : 

Groupe de cellules délimité dans l’espace.

A = {ℤd, Q, V, δ} δ : Q∣V∣ ⟼ Q

Exemple : Jeu de la Vie   

d = 2  

Q = {             }    où       = cellule morte et     = cellule vivante 

V = 

, avec

□ , ◼ ◼□
{v ∈ ℤd ∣ v ∞ ≤ 1}

CAOn note         l’ensemble des configurations de l’automate A .
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I - Introduction
Périodicité : 

1- Temporelle 

Un automate cellulaire est périodique temporellement si 

Configuration périodique :  C ∈ CA est périodique temporellement si ∃t ∈ ℕ tel que δt(C) = C
δ est périodique.

Génération 0 Génération 1 Génération 2

Exemple : Clignotant

On note        l’ensemble des configurations temporellement périodiques.C(t)
A
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I - Introduction

Périodicité : 
2- Spatiale : 

Une configuration C est spatialement périodique de période π si  

  

∀c ∈ C, ∀v ∈ {−1, 0, 1}d c + πv ∈ C, ec = ec+πv où ec est l’état de la cellule c.

Exemple :

Cette configuration est 

spatialement périodique 

de période 2.

tel que
On note        l’ensemble des configurations spatialement périodiques.C(s)

A
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Un automate cellulaire est spatialement périodique de période π si
∀c ∈ ℤd, ∀v ∈ {−1, 0, 1}d, ec = ec+πv
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Définition : Un automate cellulaire     est q-nilpotent sur les configurations périodiques siA
∀C ∈ C(t)

A ∪ C(s)
A , ∃n ∈ ℕ, ∀p ≥ n, ∀e ∈ δp

A(C), e = q   .

I - Introduction



II - Universalité

1- Universalité Turing : un automate est dit Turing-universel s’il peut effectuer des calculs algébriques. 

2- Universalité intrinsèque : un automate est dit intrinsèque universel s’il peut simuler le comportement de tous                                                                     

Définitions :
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les automates cellulaires.



II - Universalité

Simulation du comportement d’un automate cellulaire

Soient deux automates cellulaires A et B de même dimension.

A simule B ⟺ ∃m ∈ ℕ* et ∃ϕ ∈ QQm
A

B , ϕ injective, tels que ∃n ∈ ℕ et∃v ∈ ℤd tels que ϕ ∘ δB = δ⟨m, n, v⟩
A ∘ ϕ

Avec ϕ : CA ⟼ QA
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II - Universalité
Illustration : Jeu de la Vie simulant l’automate cellulaire « sud-est »

« sud-est »

Jeu de la VieGénération 0

Génération 0
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II - Universalité
Illustration : Jeu de la Vie simulant l’automate cellulaire « sud-est »
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« sud-est »

Jeu de la VieGénération 20

Génération 1



III - Preuve de l’indécidabilité de l’universalité 

Construction de  

Soit U = {ℤ, { ⋅ } ∪ QU, VvN, δU} avec VvN = {−1, 0 , 1} le voisinage de Von Neumann.

δU est défini sur les configurations localement valides, 
δU

∀(q, q′�) ∈ (QU)2, ∥ cq − cq′� ∥1 > 1, et efface
De plus,les configurations non valides. ne crée aucune tête.

Construction de  A ⊛q U

U

Soit A ∈ AC. Soit q ∈ QA .
On définit A ⊛q U par A ⊛q U = {ℤ, QA × { ⋅ , ⋆ } × QU, VA ∪ VUD ∪ VvN, δ} .
A ⊛q U est un automate à 3 niveaux dont     est défini niveau par niveau. δ
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III - Preuve de l’indécidabilité de l’universalité 

Niveau inférieur : Niveau intermédiaire : Niveau supérieur :

Niveau de production 
d’énergie constitué d’une 
configuration de    qui 
évolue selon     et      .

Niveau de consommation 
de l’énergie constitué d’une 
tête ou d’un blanc de     qui 
évolue selon      et       
seulement si le niveau 
supérieur d’une cellule 
identifie une tête dans le 
niveau supérieur d’une de 
ses voisines et que le 
niveau intermédiaire 
possède une particule   . 
Le niveau intermédiaire 
passe ensuite à l’état sans 
énergie.

Niveau de diffusion 
d’énergie : 
et     une particule 
énergétique.

A
δA VA

⋅aucune énergie
⋆

Système évoluant comme 
une translation de vecteur t 
sauf que si  le niveau 
inférieur ne contient pas q      
production de    dans le 
niveau intermédiaire. 

⋆

U
δU VvN

⋆
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III - Preuve de l’indécidabilité de l’universalité 

Démonstration (partielle) :

Lemme : Pour tout automate     , l’automate               est intrinsèquement universel si et seulement si      
   n’est pas q-nilpotent sur les configurations périodiques.

A A ⊛q U

Supposons A q-nilpotent sur les configurations périodiques. 

B = {ℤ, { ∘ , ∙ }, VUD, ⊕ }Soit . Le diagramme espace temps ∆ de    représenteB
le triangle de Pascal modulo 2.    est périodique spatialement. B
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Diagramme élémentaire de B



III - Preuve de l’indécidabilité de l’universalité 

Lemme : Pour tout automate     , l’automate               est intrinsèquement universel si et seulement si      
   n’est pas q-nilpotent sur les configurations périodiques.

A A ⊛q ULemme : Pour tout automate     , l’automate               est intrinsèquement universel si et seulement si      
   n’est pas q-nilpotent sur les configurations périodiques.

A

III - Preuve de l’indécidabilité de l’universalité 

A ⊛q U
B
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Montrons que                ne peut pas simuler    .A ⊛q U B

Supposons               intrinsèquement universel donc il simule    .A ⊛q U B

A q-nilpotent sur les configurations périodiques        plus de production d’énergie au bout
d’un temps fini.

⇒

Seul le niveau intermédiaire agit donc               est un automate cellulaire de translation de 

de vecteur t. De plus     est spatialement périodique donc                 se comporte comme un 

automate cellulaire périodique. Or     ne peut pas être simulé par un tel automate cellulaire.    

A ⊛q U
B

Démonstration (partielle) :



Théorème de Jarkko Kari : La q-nilpotence sur les configurations périodiques est indécidable.

III - Preuve de l’indécidabilité de l’universalité 

Théorème : Le problème de l’universalité intrinsèque pour les automates cellulaires de dimension 1 est             
indécidable.
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IV - Conclusion
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V - Annexe 

1- Le diagramme élémentaire de    est le triangle de Pascal modulo 2 :B
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Soit (n, p) ∈ ℕ2, tel que                    , d’après la formule de Pascal,  0 < p < n

(n
p) = (n − 1

p − 1) + (n − 1
p )

Soit              si     est pair, on le représente par   ; si    est impair, on le représente par   .k ∈ ℕ k ∘ k ∙

1   0   0   0   0   0   0   0  
1   1   0   0   0   0   0   0 
1   2   1   0   0   0   0   0  
1   3   3   1   0   0   0   0 
1   4   6   4   1   0   0   0 
1   5  10 10  5   1   0   0 
1   6  15 20 15  6   1   0 
1   7  21 35 35 21  7   1

∙∘∘∘∘∘∘∘∙∙∘∘∘∘∘∘∙∘∙∘∘∘∘∘∙∙∙∙∘∘∘∘∙∘∘∘∙∘∘∘∙∙∘∘∙∙∘∘∙∘∙∘∙∘∙∘∙∙∙∙∙∙∙∙



V - Annexe 

2- Preuve de la non simulation de    par un automate cellulaire périodique :B
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Considérons                                                et  𝒟 = {(n, p) ∈ ℕ2, n ≥ p} f : (n, p) ∈ 𝒟 ⟼ {
1, (n

p) ≡ 1 [2]

0, (n
p) ≡ 0 [2]

Soit             . Posons p ∈ ℕ gp : n ∈ ℕ ⟼ f(n, p)

p

n



V - Annexe 

2- Preuve de la non simulation de    par un automate cellulaire périodique :

Montrons que                          n’est pas p-périodique : ∀p ∈ ℕ*, gp

Soit             . On a déjà                  .  Soitgp(p) = 1

Posons                           où                                            . Donc   p =
m−1

∑
i=0

2i . pi {p0, . . . , pm−1} ∈ {0,1}m 2.p =
m−1

∑
i=0

2i+1 . pi

=
m

∑
i=1

2i . pi−1

D’après le théorème de Lucas, (2.p
p ) ≡

m−1

∏
i=1 (pi−1

pi ) . ( 0
p0) . (pm−1

0 ) [2]

p ∈ ℕ* m ∈ ℕ, m ≥ 2.
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⟹ (2.p
p ) ≡

m−1

∏
i=1 (pi−1

pi ) . ( 0
p0) [2]

Si p est impair alors              donc                     ainsi                                     .p0 = 1 ( 0
p0) = 0 gp(2.p) = 0 ≠ gp(p)

Si p est pair alors (2.p
p ) ≡

m−1

∏
i=1 (pi−1

pi ) [2] ≡ ( 0
p1) . . . (pm−2

pm−1) [2]

Si              alors p1 = 1 ( 0
p1) = 0 ⟹ gp(2.p) = 0 ≠ gp(p)

Si              alors p1 = 0 (2.p
p ) ≡ ( 0

p2) . . . (pm−2

pm−1) [2]

En répétant ce procédé pour tous les                                 ,   on obtient que       est p-périodique   pi, i ∈ [[2, m − 2]] gp
si et seulement si            donc      n’est pas p-périodique.  p = 0 gp

V - Annexe 

2- Preuve de la non simulation de    par un automate cellulaire périodique :B



V - Annexe 

2- Preuve de la non simulation de    par un automate cellulaire périodique :B

!22

Montrons que                  tel que                                                               :                   ∄k ∈ ℕ* ∀(n, p) ∈ 𝒟, f(n, p) = f(n + k, p)

Supposons                  tel que                                                              . ∃k ∈ ℕ* ∀(n, p) ∈ 𝒟, f(n, p) = f(n + k, p)

On a alors que pour tout entier naturel     non nul,      est     périodique. Or on sait que      est   p gp k gk
k -périodique si et seulement si             : contradiction. k = 0

Ainsi     n’est pas périodique sur sa première variable donc le triangle de Pascal modulo 2 ne peut f
être simulé par un automate cellulaire périodique.



V - Annexe 

3- Preuve du comportement périodique de              :A ⊛q U

B    est spatialement périodique de période k donc                                        .                  ec = ec+k ⇒ ec = ec+kt

              se comporte comme un automate cellulaire de translation t donc                    ec+t = eδ(c)
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A ⊛q U
⇒ ec+kt = eδk(c)

Ainsi,                  . Donc                est k-périodique.ec = eδk(c) A ⊛q U
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V - Annexe 
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V - Annexe 
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V - Annexe 
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V - Annexe 
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V - Annexe 
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V - Annexe 
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V - Annexe 
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V - Annexe 
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