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| - Introduction

Définitions :
1- Automate cellulaire :
A=1{7% 0,V, s}, ,avec §5:0"— O

2- Configuration :

Groupe de cellules délimité dans I'espace.
Onnote C, I'ensemble des configurations de 'automate A .

Exemple : Jeu de la Vie

d=2
Q={[], ®} ou [ =cellule morte et M = cellule vivante
v={vez| |v| <1}




| - Introduction

Périodiciteé :
1- Temporelle

Un automate cellulaire est périodique temporellement si 6 est périodique.

Configuration périodique : C € C, est périodique temporellement si 3¢ € N tel que 6(C) = C
On note CX) I'ensemble des configurations temporellement périodiques.

Exemple : Clignotant

Génération 0 Génération 1 Génération 2
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| - Introduction

Périodiciteé :
2- Spatiale :
Une configuration C est spatialement périodique de période 1T Si

Vee C, Vv e {-1,0, 1}%telque c + 7v € C, e, = e, ,, ol e, est 'état de la cellule c.
On note Cf(\s) I'ensemble des configurations spatialement périodiques.

Un automate cellulaire est spatialement périodique de période 1T si
Vee 7% Vv e {—1,0, 1}¢, e.=e

c+nv

Exemple :
Cette configuration est
spatialement périodique

de période 2.




| - Introduction

Définition : Un automate cellulaire A est g-nilpotent sur les configurations périodiques si

VCe CPUCY, IneN, Vp2n, Ve e d/(C), e=gq



Il - Universalité

Définitions :
1- Universalité Turing : un automate est dit Turing-universel s’il peut effectuer des calculs algébriques.

2- Universalité intrinséque : un automate est dit intrinséque universel s’il peut simuler le comportement de tous
les automates cellulaires.



Il - Universalité

Simulation du comportement d’un automate cellulaire

Soient deux automates cellulaires A et B de méme dimension.
A simule B <> 3m € N* et A¢p € 0, ¢ injective, tels que An € N ety € Z¢ tels que ¢ o O = 52’"’ V) o gy

Avec ¢ : C,—> O,



Il - Universalité

lHlustration : Jeu de la Vie simulant 'automate cellulaire « sud-est »

-

Génération 0 Jeu de la Vie

Génération 0 « sud-est »

L
H




Il - Universalité

lHlustration : Jeu de la Vie simulant 'automate cellulaire « sud-est »

Génération 20 Jeu de la Vie

- « sud-est »

Génération 1
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1l - Preuve de l'indécidabilité de 'universalité

Construction de U

SoitU=1{Z, {-}UQy, V,n, 6y} avecV y = {—1, 0, 1} le voisinage de Von Neumann.

Oy est défini sur les configurations localement valides, Y (g, ¢') € (QU)z, | ¢
les configurations non valides. De plus, O;; ne crée aucune téte.

g~ Cq |, > 1, et efface

Construction de A @y U

Soit A € AC. Soit ¢ € Q4.
On définit A @, U par A®, U ={Z, Oy X {-, x} XO, V4UVypUVy, }.

A @, U est un automate & 3 niveaux dont § est défini niveau par niveau.
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1l - Preuve de l'indécidabilité de 'universalité

Niveau inférieur:

Niveau de production
d’énergie constitué d’une
configuration de A qui
évolue selon o, et V,.

Niveau intermédiaire :

Niveau de diffusion

d’énergie : e aucune énergie

et % une particule
eénergetique.

Systéme évoluant comme
une translation de vecteur t
sauf que si le niveau
inférieur ne contient pas q
production de xdans le
niveau intermédiaire.

12

Niveau supérieur :

Niveau de consommation
de I'énergie constitué d’une
téte ou d’un blanc de U qui
évolue selon g, etV
seulement si le niveau
supérieur d’'une cellule
identifie une téte dans le
niveau supérieur d’'une de
ses voisines et que le
niveau intermédiaire
posséde une particule x.
Le niveau intermédiaire
passe ensuite a I'état sans
énergie.



1l - Preuve de l'indécidabilité de 'universalité

Lemme : Pour tout automate A , 'automate A ®q U est intrinséquement universel si et seulement si
n’est pas g-nilpotent sur les configurations périodiques.

Démonstration (partielle) :

Supposons A g-nilpotent sur les configurations périodiques.

Soit B={Z, {°,}, Vyp, ® }. Le diagramme espace temps A de B représente
le triangle de Pascal modulo 2. B est périodique spatialement.

Diagramme élémentaire de B
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[l - Preuve de lI'indécidabilité de l'universalité

Lemme : Pour tout automate A , 'automate A ®q U est intrinséquement universel si et seulement si
n’est pas g-nilpotent sur les configurations périodiques.

Démonstration (partielle) :
Montrons que A ®q U ne peut pas simulerB.

Supposons A ®q U intrinséquement universel donc il simule B..

A g-nilpotent sur les configurations périodiques = plus de production d’énergie au bout
d’'un temps fini.

Seul le niveau intermédiaire agit donc A @Q U est un automate cellulaire de translation de
de vecteur t. De plus B est spatialement périodique donc A ®q U se comporte comme un

automate cellulaire périodique. Or B ne peut pas étre simulé par un tel automate cellulaire.
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1l - Preuve de l'indécidabilité de 'universalité

Théoréme : Le probléme de l'universalité intrinséque pour les automates cellulaires de dimension 1 est
indécidable.

Théoréeme de Jarkko Kari : La g-nilpotence sur les configurations périodiques est indécidable.
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I\VV - Conclusion

16
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V - Annhexe

1- Le diagramme élémentaire de B est le triangle de Pascal modulo 2 :

Soit (n, p) € N?, tel que 0 < p < n, d’apres la formule de Pascal,
= +
p p—1 p

Soit k € N si k est pair, on le représente paro ; si k est impair, on le représente par e .

1 0000O0O00O0 0000000
11 000O0O00O 0000000
121 00000 0000000
13310000 00000000
146 41000 ©@0000000
1 510105 1 0 O 0000000
1 61520156 1 O 00000000
1 7 21353521 7 1 00000000
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V - Annhexe

2- Preuve de la non simulation de B par un automate cellulaire périodique :

p
>

n

- (
Considérons @ = {(n,p) e N>, n>p} et f: (n,p) € D +—> {
o (

Soit p € N. Posons g, neEN — f(n,p)
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V - Annhexe

2- Preuve de la non simulation de B par un automate cellulaire périodique :

Montrons que Vp € N*, gp n’est pas p-périodique :

Soitp € N* On a déja gp(p) =1. Soitm e N, m > 2.
m—1 m—1

Posons p = Z 2i,pi ou {pgs--->Ppm_1} € 10,1} . Donc 2.p = Z 2i+1.pl~
i=0 =

m

=0
= Z 2i-Pi—1
=1

i

2. m (p, 0
D’apreés le théoréme de Lucas, ( p> = Pi-1 : : (pm_1> [2]
p 1\ Pi Po 0
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V - Annhexe

2- Preuve de la non simulation de B par un automate cellulaire périodique :
2-P> ™ Pi-1 0
< p g( Di Po
. o 0 o
Si p est impair alors p, = 1 donc < > = ( ainsi gp(2.p) =0# 8,(P) .
Po

m—1
Si p est pair alors < ) < ) 2] = ( O) (pm_2> [2]
i=1 P1 Pm-1

0
Si p; =1 alors ( ) 0= g,2.p) =0#g,p)

P1

Si p; = 0 alors 2P > ( > <pm_2> [2]
Pm—1

En répétant ce procédé pour tous les p;, i € [[2, m — 2], on obtient que g, est p-périodique
si et seulement si p = 0 donc 8y n’est pas p-périodique.
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V - Annhexe

2- Preuve de la non simulation de B par un automate cellulaire périodique :

Montrons que Zk € N* tel queV(n, p) € &, f(n, p) =f(n + k, p) :

Supposons dk € N* telque V(n, p) € 9D, f(n, p) =f(n+k, p).

On a alors que pour tout entier naturel p non nul, 8y est k periodique. Or on sait que g, est

k-périodique si et seulement si kK = 0 : contradiction.

Ainsi f n’est pas périodique sur sa premiére variable donc le triangle de Pascal modulo 2 ne peut

étre simulé par un automate cellulaire périodique.
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V - Annhexe

3- Preuve du comportement périodique de A ®, U :

B est spatialement périodique de période kdonc e. = e..;, = €. = €.y, -
A ®, Use comporte comme un automate cellulaire de translation tdonc €., , = €5
= Copkr = €sk(c)

Ainsi, e, = €s(.)- Donc A @, U est k-périodique.
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B llustration_simulation_GOL_SE_tkinter.py

lllustration_simulation_GOL_SE_tkinter.py

# —x- coding: 1is0-8859-1 —x-—
from Tkinter import
import random as rd

def damierl(): #fonction dessinant le tableau
()
()
def lig v 1():
c_X 0
while c¢_x < width:
0:
c_x, height, width =2, fill ='RoyalBlue2')

¢_x, height, width =1, fill ='black')

while c_y < height:

if (c_y//c)%5 0:
(0, c_y, width, c_y, width =2, fill ='RoyalBlue2')

(0, c_y, width, c_y, width =1, fill ='black')

def redessinerl(): #fonction redessinant le tableau ?partir de dico_etat
canl. (ALL)
t=0
while t!= width//c:
u=90
while u!= height//c:
X=T*C
y=U*C
if dico_etatl[x,y]l==3:
dico_casel[x,yl=1
canl. (x, y, x+c, y+c, fill ='black', width =1)
elif dico_etatl[x,yl==2:
if dico_casell[x,yl==1:
canl. (x, y, x+c, y+c, fill ='black', width =1)
else:
canl. (x, y, x+c, y+c, fill ='grey98', width =1)
elif dico_etatl[x,yl<2 or dico_etatl[x,y]>3:
dico_casell[x,y]=0
canl. (x, y, x+c, y+c, fill ='grey98', width =1)




V - Annhexe

B llustration_simulation_GOL_SE tkinter.py

lllustration_simulation_GOL_SE_tkinter.py

ar2(): #fonction dessinant le tableau
()
()

ig v 2():
c_X 0
while c_x < width:

can2. (c_x, @, c_x, height, width =2, fill ='RoyalBlue2')

height :
(0, c_y, width, c_y, width =2, fill ='RoyalBlue2')

width//(5%c):

< height//(5%c):
*C

f dico_case2[x,yl==1:
can2. (x, y, x+5%c, y+5%c, fill ='black', width =1)

(x, y, x+5%c, y+5%c, fill ='grey98', width =1)

25



B lllustration_simulation_GOL_SE_tkinter.py

lllustration_simulation_GOL_SE_tkinter.py

def d aneur(x,y):
if dico_casell[x,y+c]==1 and ico_casel[x+c,y+2*c]==1 a dico_casel[x+2xc,yl==1 and dico_casel[x+2*c,y+1xc]==1 and dico_casel [x+2xkc,y+2*c]==1
r dico_casel[x,y+2x*c] ind dico_casel[x+c,y+3*c]==1 and dico_casel[x+2xc,y+c]==1 and dico_casel[x+2*c,y+2*c]==1 and dico_casel[x+2xc,y+3*c]==1
r dico_casel[x,y+3x*c] and  dico_casel[x+c,y+4%c]==1 and dico_casel[x+2xc,y+2*c]==1 and dico_casel[x+2*c,y+3*c]==1 and ico_casel [x+2x#c, y+4%c]
r dico_casel[x+c,y+c] ind  dico_casel [x+2xc,y+2*c]==1 and dico_casel[x+3*c,y]l==1 and dico_casel[x+3*c,y+1*c]==1 and dico_casel[x+3*c,y+2*c]==1
r dico_casel[x+c,y+2«c]==1 and dico_casel[x+2*c,y+3*cl==1 and dico_casel[x+3*c,y+cl==1 and dico_casel[x+3*c,y+2*c]==1 and dico_casel [x+3*c,y+3*c]
r dico_casel[x+c,y+3xc]==1 a dico_casel[x+2xc,y+4+c]==1 and dico_casel[x+3x*c,y+2*c]==1 a dico_casel[x+3*c,y+3*c]l==1 and dico_casel [x+3*c,y+4*
r dico_casel[x+2xc,y+c]==1 a dico_casel [x+3*c,y+2*c]==1 and dico_casel[x+4*c,y]l==1 and dico_casel[x+4*c,y+1*c]==1 and dico_casel[x+4*c,y+2%C
r dico_casel[x+2xc,y+2*c]==1 I dico_casel[x+3*c,y+3%cl==1 and dico_casel[x+4xc,y+c]==1 and dico_casel[x+4*c,y+2*c]==1 and dico_casel[x+4*c,y
r dico_casel [x+2xc,y+3%c]==1 i dico_casel[x+3%c,y+4*c]==1 and dico_casel[x+4xc,y+2*c]==1 | dico_casel[x+4%c,y+3*c]==1 and dico_casel[x+4*c,
dico_case2[x,yl=1
r rn

dico_case2[x,yl=0
return

26



lllustration_simulation_GOL_SE_tkinter.py ®

def

aineur():
X, y=5%C, 5%C
dico_casel[x,yl=1 ; canl.
dico_casel[x,y+2*c]=1 ; canl.
dico_casel[x+1%c,y+2%c]l=1 ; canl.
dico_casel [x+1xc,y+1xc]=1 ; canl.
dico_casel[x+2*c,y+c]=1 ; canl.
can2. (x, y, x+5%c,
X, y=10%c, 10*c
dico_casel[x,yl=1 ; canl.
dico_casel[x,y+2xc]=1 ; canl.
dico_casel[x+1xc,y+2*c]=1 ; canl.
dico_casel[x+1%c,y+1xcl=1 ; canl.
dico_casel[x+2*c,y+c]=1 ; canl.
can2. (x, y, x+5%c,
X, y=20%c, 10*C
dico_casel[x,yl=1 ; canl.
dico_casel[x+1kc,y+1xc]=1 ; canl.
dico_casel[x+2*c,y+c]l=1 ; canl.
can2. (x, y, x+5%c,
X, y=40x*c, 10*C
dico_casel[x,yl=1 ; canl.
dico_casel[x,y+2*c]=1 ; canl.
dico_casel[x 2xc]=1 ; canl.
dico_casel[x 1xc]=1 ; canl.
dico_casel[x c]l=1 ; canl.
can2. (x, y, x+5%c,
X, y=55%C, 5%C
dico_casellx,yl=1 ; canl.
dico_casel[x,y+2*c]=1 ; canl.
dico_casel[x+1%c,y+2#c]l=1 ; canl.
dico_casel[x+1%c,y+1*c]=1 ; canl.
dico_casel[x+2*c,y+c]=1 ; canl.
can2. (x, y, x+5%c,
X, y=10%c, 20*C
dico_casel[x,yl=1 ; canl.
dico_casel[x,y+2*c]l=1 ; canl.
dico_casel[x+1%c,y+2%c]=1 ; canl.
dico_casel[x+1%c,y+1*c]=1 ; canl.
dico_casel[x+2*c,y+c]=1 ; canl.
can2. (x, y, x+5%c,

1"C,y
1xC,y
2%C, Y

xc, fill

xc, Fill

xc, fill

xc, fill

xc, Fill

xc, fill

lllustration_simulation_GOL_SE_tkinter.py

(x, y, x+c, y+c, fill ='black')

(x, y+2xc, x+c, y+3xc, fill

(x+c, y+2%c, X+2xC,

(x+c, y+C, X+2%C, y+2%C

(x+2%c, y+C, X+3%C, y+2%C
black')

(x, y, x+c, y+c, fill ='black')
(x, y+2xc, x+c, y+3xc, fill
(x+c, y+2%C, X+2%C,
(x+c, y+C, X+2%C, y+2%C
(x+2%C, y+C, X+3%C, y+2%C

)

black

black')
X+2%C, Y+2%C
X+3%C, Y+2%C

(x, y, x+c, y+c, fill
(x+c, y+c,

(x+2%c, y+c,
black')

(x, y, x+c, y+c, fill ='black')

(x, y+2xc, x+c, y+3xc, fill
y+2%C, 2%C,
y+C, X+2%C, Y+2%C
y+C, X+3%C, Y+2%C
)

black

(x, y, x+c, y+c, fill ='black')
(x, y+2xc, x+c, y+3*xc, fill
(x+c, y+2%C, X+2%C,
(x+c, y+c, Xx+2%c, y
(x+2%c, y+C, X+3%C, Yy
black')

2%C
2%C

(x, y, x+c, y+c, fill ='black')
(x, y+2xc, x+c, y+3xc, fill
(x+c, y+2%c, Xx+2%c,
(x+C, y+C, X+2%C, y+2%C
(x+2%C, y+C, X+3%C, y+2%C
black')

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

black

y+3xc, fill

fill
fill

black

y+3%c, fill

fill
fill

black

y+3%c, fill

fill
fill

black

y+3%c, fill

fill
fill

black

y+3%c, fill

fill
fill

)

black')
black')
black')

)

black')
black')
black')

black')
black')

)

black')
black')
black')

)

black')
black')
black')

)

black')
black')
black')




lllustration_simulation_GOL_SE_tkinter.py

lllustration_simulation_GOL_SE_tkinter.py @

def facer():
()
i=0
while i!= width//c:
j=0
while j!= height//c:
X=1%C
y=j*c
dico_casel[x,y]=90
if j%5 == @ and i%5 == O:
dico_case2[x,y]=0
j+=1
i+=1
canl. (ALL)
()
can2. (ALL)
()

def click_gauche(event):
#fonction rendant vivante la cellule cliquée donc met la valeur 1 pour cette cellule au dico_casel
x = event.x -(event.x%c)
y = event.y —(event.ys%c)
canl. (x, y, x+c, y+c, fill ='black')
dico_casel[x,yl=1

def click_droit(event):
#fonction tuant la cellule cliquée donc met la valeur @ pour la cellule cliquée au dico_casel
x = event.x -(event.x%c)
y = event.y —(event.y%c)
canl. (x, y, x+c, y+c, fill ='white')
dico_casell[x,y]=0

je_vit(event): #fonction pour changer la vitesse (1'attente entre chaque étape)
vitesse
vitesse ( (entree.get()))
(vitesse)

def go():
demarrage de 1'animation
flag
if flag ==0:
flag
()




lllustration_simulation_GOL_SE_tkinter.py

lllustration_simulation_GOL_SE_tkinter.py @

def ():
arret de 1'animation
flag
flag =0

lay(): #fonction comptant le nombre de cellules vivantes autour de chaque cellule
flag, vitesse
v=0
while v!= width//c:
w=0
while w!= height//c:
X=V*C
y=wC

#cas spéciaux:
#les coins
if x==0 and y==0: #coin en haut a gauche
compt_viv=0
if dico_casel[x, y+c]==1:
compt_viv+=1
if dico_casel[x+c, y]l==1:
compt_viv+=1
if dico_casel[x+c, y+cl==1:
compt_viv+=1
dico_etatl[x, yl=compt_viv
elif x==0 and y (height-c): #coin en bas a gauche
compt_viv=0
if dico_casel[x, y-c]==1:
compt_viv+=1
if dico_casel[x+c, y-cl==1:
compt_viv+=1
if dico_casel[x+c, y]l==1:
compt_viv+=1
dico_etatl[x, yl=compt_viv
elif x (width-c) and y==0: #coin en haut a droite
compt_viv=0
if dico_casel[x-c, y]l==1:
compt_viv+=1
if dico_casel[x-c, y+c]l==1:
compt_viv+=1
if dico_casel[x, y+c]==1:
compt_viv+=1
dico_etatl[x, yl=compt_viv
elif x (width-c) and y (height-c): #coin en bas a droite
compt_viv=0
if dico_casel[x-c, y-c]l==1:
compt_viv+=1




lllustration_simulation_GOL_SE_tkinter.py @

if dico_casel[x-c, yl==1:
compt_viv+=1

if dico_casel[x, y-c]==1:
compt_viv+=1

dico_etatl[x, yl=compt_viv

#cas spéciaux:
#les bords du tableau (sans les coins)
elif x==0 and @<y- (height-c): #bord de gauche
compt_viv=0
if dico_casel[x, y-c]==1:
compt_viv+=1
if dico_casel[x, y+c]==1:
compt_viv+=1
dico_casel[x+c, y-cl==1:
compt_viv+=1
dico_casel[x+c, y]l==1:
compt_viv+=1
if dico_casel[x+c, y+cl==1:
compt_viv+=1
dico_etatl[x, yl=compt_viv
elif x (width-c) and 0<y-
compt_viv=0
if dico_casel[x-c, y-cl==1:
compt_viv+=1
if dico_casel[x-c, yl==1:
compt_viv+=1
dico_casel[x-c, y+c]l==1:
compt_viv+=1
dico_casel[x, y-c]==1:
compt_viv+=1
if dico_casel[x, y+c]==1:
compt_viv+=1
dico_etatl[x, yl=compt_viv
elif @<x- (width-c) and y==0: #bord du haut
compt_viv=0
if dico_casel[x-c, y]l==1:
compt_viv+=1
f dico_casel[x-c, y+c]l==1:
compt_viv+=1
dico_casel[x, y+c]==1:
compt_viv+=1
dico_casel[x+c, yl==1:
compt_viv+=1
dico_casel[x+c, y+c]l==1:
compt_viv+=1
dico_etatl[x, yl=compt_viv

elif @<xs (width-c) and y (height-c): #bord du

lllustration_simulation_GOL_SE_tkinter.py

(height-c): #bord de droite




lllustration_simulation_GOL_SE_tkinter.py @

compt_viv=0

if dico_casel[x-c, y-c]==1:
compt_viv+=1

if dico_casel([x-c, yl==1:
compt_viv+=1

if dico_casellx, y-cl==1:
compt_viv+=1

if dico_casel[x+c, y-c]==1:
compt_viv+=1

if dico_casel[x+c, yl==1:
compt_viv+=1

dico_etatl[x, yl=compt_viv

#cas généraux
#les cellules qui ne sont pas dans les bords du tableau
else:
compt_viv=0
if dico_casel[x-c, y-c]==1:
compt_viv+=1
if dico_casel[x-c, yl==1:
compt_viv+=1
dico_casel[x-c, y+cl==1:
compt_viv+=1
dico_casel[x, y-c]==1:
compt_viv+=1
dico_casel[x, y+c]==1:
compt_viv+=1
dico_casel[x+c, y-c]==1:
compt_viv+=1
dico_casel[x+c, y]l==1:
compt_viv+=1
dico_casel[x+c, y+c]==1:
compt_viv+=1
dico_etatl[x, yl=compt_viv

if x%(5%c)==0 and y%(5%c)==0:
if (x,y):
()

wi=1
v+=1
()
if flag >0:
fenl. (vitesse,play)
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#les différentes variables:

#taille des cellules
C 9

#taille de la grille
height = 4@%c
width 90xc

#vitesse de 1'animation
vitesse=1000

flag=0
dico_etatl {} #dictionnaire contenant le nombre de cellules vivantes autour de chaque cellule
dico_casel, dico_case2 = {}, {} #dictionnaire contenant les coordonnées de chaques cellules et
#une valeur @ ou 1 si elles sont respectivement mortes ou vivantes
i=0
while i!= width//c:
j=0

whil height//c:

*C
*C

X
y
dico_casel[x,yl=0
if j%5 = @ and i% = @:
dico_case2[x,yl=0
j+=1
i+=1

#programme “principal"
fenl ()

canl (fenl, width =width, height =height, bg ='white')
canl. ("<Button-1>", click_gauche)

canl. ("<Button-2>", click_droit)

canl. (side =TOP, padx =5, pady =5)

()

(fenl, width =width, height =height, bg ='white')
(side =TOP, padx =5, pady =5)

()




V - Annhexe

(fenl, text Play', command =go)
(fenl, text ='Stop', command =stop)
(fenl, text ='Planeur', command =planeur)
(fenl, text ='Effacer', command =effacer)
(side =LEFT, padx pady =3)
(side =LEFT, padx pady =3)
(side =LEFT, padx pady =3)
(side =LEFT, padx pady =3)

entree (fenl)

entree. ("<Return>", change_vit)

entree. (side =RIGHT)

chaine (fenl)

chaine. (text ="Attente entre chaque 7ape (ms)
chaine. (side =RIGHT)

fenl. ()
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