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1 Exercices classiques

Exercice 1. L ’asymptotique de la série harmonique. @©O On considére H, =
k=1

x| =

1. Démontrer qu'il existe v > 0 tel que H, = In(n) +v + o(1).
n—-+oo
Correction. On note, pour n dans N*, u, = H, — In(n). Soit n > 2. Alors

Hp —In(n) — Hy—1 + In(n — 1)

Up — Up—1

I Il
S|I= S|
+ o+
=3 =3
7~ N 7N
= =}
| S|
S| =
N~

n—+oo 2n2°

Donc, par comparaison a une série de Riemann, E U, — Un—1 converge, donc, comme il s'agit d'une série

télescopique, la suite (u,)nen converge vers un réel 7.
L'équivalent ne nous permet en revanche pas de déterminer le signe de <. Pour cela, on recourt a une compa-
raison série-intégrale. On sait que pour tout n dans N,

1 k+1 dt
-2 —_,
k /k t
L 1 L * N
par décroissance de t = sur [k, k + 1]. Ainsi, si n € N*, en sommant de 1 a n,

n+1 dt
Hp > / = In(n+ 1) > In(n).
1

Ainsi, H, —In(n) > 0 pour tout n dans N, ce qui assure que y > 0.

2. Déterminer un équivalent de H, — In(n) — 7.
n

Correction. Si on note, pour n dans N*, v,, = u, — u,_1, alors, pour n dans N*, E Vk = Up — Ug, Ce qui assure

k=1
+o00
que v = ug + E Vi. Ainsi,
k=1
Hy—1In(n) —vy=u,—7y
+oo
= — E U — Uk—1.
k=n+1
1 . . .
Or, uk — uk-1 ~ —=—. Par sommation des relations de comparaison dans le cas convergent,
n—-+oo 2n
H, — In(n) 300 L
—In(n) — ~ -
" v n—s-+oo 2k2
k=n+1
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+o00
1 1 1
Mais, par I'exercice |2, on sait que E — ~ —.Ainsi, H, — In(n) — ~ ——,dou
' P IY q " n2 n—+oo N ' n ( ) W n—-+oo 2n

1 1
Hp e In(n) 4+ — 5, to (n) .

Exercice 2. Equivalents des sommes partielles ou des restes des séries de Riemann. @©O

1

1. Soit a < 1. Déterminer un équivalent, quand n tend vers +oco, de S, = Z L
k=1

Correction. Faisons une comparaison série-intégrale. La fonction t +— = est décroissante sur R} donc, si

k > 2,
k1 g 1 ko dt
T
k k—1

Ainsi, si n > 2, en sommant pour k allant de 2 a n, on obtient

gt " dt
(/1 X Sn_'1 < o
2

ta .t
d'ou
{ t—atl ]nﬂ < > [ t—atl r
X n X '
—a+1], —a+1],;
soit
(n4+ 1)173 2173 nlfa 1
= 1<S5,< = .
1—a 1—a+ ST 13 1-—a
(n_+_1)1—a 21—a nl—a nl—a 1 nl—a
Or, — ~ e — ~ donc, par encadrement,
1—a 1—a+ n—+o0 1 — a l1-a l—ansteol—a P
nl—a
n HA:ioo 1-— a'
+o00 1
2. Soit a > 1. Déterminer un équivalent, quand n tend vers +oo, de R, = Z L
k=n+1

Correction. On fait encore une comparaison série-intégrale. Par le méme calcul que précédemment, si k > 2
/k+1 ﬂ _ 1 _ /k ﬂ
koot kT gt
Soitn>1et N> n. En sommant de n+1 a N, on obtient

N+1 df
/n+1 Z k‘a /

k=n+1

d'ou

tfa+1 N+1 N 1 tfaJrl N
<
{__a*_l]n 1 [ ]
Mais, ici, 1 —a < 0! On a alors

(n+1)—a+1 (N+1)—a+1 _ EN: 1 _ oo+l N-atl
a—1 g=1 = '

On en déduit, en faisant tendre N vers +o00, que
1 o 1
(a—1)na-1 =
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dou, comme ———— ~ ————— R, ~ ——————
- (a—1)n*1 notoo (a—1)na 1" " noteo (a— 1)na-t

Exercice 3. Quelques séries alternées. @@©O On étudie la nature des séries suivantes selon le paramétre o > O.

1
1. Etudier la nature de Zln <1 + = ) )

nz1

. —1)"
2. Etudier la nature de Z #
n>1 ne + (_1)17

Exercice 4. Une série alternée?. @©O L'objectif est d'étudier des séries dont le terme général est de la forme

sin(my/n? 4+ an+ B), via un développement asymptotique de v/n? + an+ .

o . 1 1
1. Etablir le développement asymptotique v/n?+1=n+ —

on  8nd
2. En déduire la nature de Zsin(wx/ n? + 1).

n=1

+0(1/n°) quand n — +oo.

- . . 1 3
3. Etablir le développement asymptotique v/n2 +n+1=n+ = + — 4+ O(1/n?) quand n — +ooc.

2  8n
4. En déduire la nature de Zsin(ﬂ\/ n%z+n+ 1).

n>1
Correction.
1. On écrit Vm2+1 = ny/1+1/n? et on développe (1 + u)/? =1+ u/2 — u?/8 + O(u®) avec u=1/n?

\/n2+1:n<1+1—1+0(n6)> =n+— !

-5
o2 8t on g T O

2. Onawmyn2+1=mn+ % +0(n73), d'ou :

. > 1) _ ( T
sm(n n< + —SII’](NH)COS 72[7

=0+ (—1)”sin(27r—n + O(n’3)) U i

n—+o0 2n

+ O(n_3)) + cos(mn) sin (21” + O(”_g))

. . ™ . .
La suite ¢, = sin <£ + O(n_3)) est positive, décroissante et tend vers O pour n assez grand, donc Z(—l)”cn

converge par le critére des séries alternées. La série diverge absolument car |u,| ~ 7/(2n) et Zl/n
n—+o0
diverge. C'est une série semi-convergente.
3. Posons €, = 1/n+4 1/n?. Alors (1 +€,)*? =1+¢,/2 —€2/8 + O(3), soit :

1
\/n2+n+1:n<1+ =

1 8
n T 52 g +O(n_3)> =n+=+—+0(n2).

2  8n

3
4. Ona7r\/n2+n—|—1:7rn+ﬁ+1+0(n*2), d'ou :

2  8n
3
sin(m/n2+n+1> sin(wn+g+87r+0( ))

= cos(mn) - cos(éﬂnr + O(n_2)> =(-1)"(1+0(n?)).

(On a utilisé sin(mn + w/2 4+ 6) = cos(mn) cos® — sin(mn)sind = (—1)" cosH.)
Le terme général ne tend pas vers O (il oscille entre des valeurs proches de +1), donc la série diverge grossié-

rement.
Exercice 5. Une série complexe. @ @0 Soit j = e>™/3.

1. Montrer que pour tout entier n, 1+ ;" + j%" = 313,
+o00

1 1 ; 2
2. En déduire que ——=—(e+e&+¢€).
nZ:o (3m)! 3( )
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3. Calculer ¢ + ¢ en termes de fonctions réelles, puis en déduire la valeur de Z —_—
(3n)!
+o0 1 +o0
4. Calculer de méme et , et vérifier que les trois sommes s'additionnent bien en e.
;(3n+1)! Zo(3n+2)! .
Correction.
1. Si 3| n, alors j" = 1 et 1+, 4+ j2" = 3. Sinon, j" est une racine cubique primitive de I'unité ((j")® = 1 et
1—(j" 3
j"#1), donc 14"+ (j")? = 1%97) = 0.
+o00
2. La série exponentielle donne e = Zx”/n! pour tout x € C, d'ou :
n=0

“+00 . p +o0
o2 YAy 3 1
et +e =) - = > ”!_3;:0(3’()!'

n=0 n=0, 3|n

L'interversion est licite par convergence absolue des séries exponentielles.

1 V3

3. j= —5 + /7, donc Re(j) = —1/2 et Im(j) = V/3/2. Ainsi :
] ] 3. 3 ; 3 . 3
e = e 1/2+iV3/2 — o1/ cos£—1—15m£ , e =e 12 cos£—15m£ .
2 2 2 2
. . 3
Donc & + ¢ =2e71/2 cos(?), et :
3
f - e+ 2e1/2 cos({)
e (3n)! 3
4. Pour extraire les termes d'indices = r (mod 3), on multiplie par j~" avant de sommer :
+oco ol . _ +o0o
A 14 0=+ j200=0 1
e
— n! — (Bk +r)!
Pour r = 1 (en utilisant j~! = j2 = e=2/"/3) .
+oo e+ 2e1/2 cos(—3 + 2—”)
, ; 3 27 1 2 3
el 4 j2e — pe1/2 cos( L2 4 2T d - .
J +J e cos + 3 ) onc ; Grr D) 3
Pour r = 2 (en utilisant j=2 = j = e*'™/3)
+Z°° 1 B e+ 2e /2 cos(§ = 2{)
22 (3n+2)! 3

2 2 :
Vérification : cosf + cos(@ + ;T) + cos(@ - ;r) = 0 pour tout @ (parties réelles de e(1 +j + j2) = 0),

donc la somme des trois expressions vaut bien e.

Exercice 6. Regle de Raabe-Duhamel. @ @O Soit (u,)n>1 une suite de réels strictement positifs vérifiant :

1
”’7“:1—a+o(2>, aeR.
Up n n

1. Montrer qu'il existe une constante ¢ > 0 telle que u, ~ c¢/n%.
n—-+oo

2. En déduire que Z U, converge si a > 1 et diverge si a < 1.
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n!
ala+1)---(a+n)
1-3:5---(2n—1)

2-4-6---(2n)

3. Pour a >0, on pose u, = . Calculer uny11/up et déterminer la nature de Z Up.

4. On pose v, = . Calculer vpy1/v, et déterminer la nature de E V.

Correction.

1. On pose w,, = n®u,. Alors :

Wnt1 _ (”Jrl)a. Unt1 _ (1+%+O(n’2)) (1~%+O(n72)> = 1+O(r;l2> '

W n Un

n
. Wk+1 Wpn L .. L.
Comme 1/n? converge, le produit = — converge vers une limite finie non nulle (la série In(1+
3 1/ converge, e produt [ | 211 = % converg (asére "
O(1/k?)) converge absolument). Donc w, — ¢ >0, i.e. uj ~ c/n*.
n——+oo

2. Il vient aussitét : u, ~ ¢/n* avec ¢ > 0, donc E u, est de méme nature que E 1/n*. Elle converge si
n—+oo

et seulement si a > 1.
Uy (n+1)1/a(a+1)---(a+n+1)  n+1

3. = = .
Up n'/ala+1)---(a+n) at+n+1
Pour n grand :
n+1 14+1/n a 5
= =1-— :
n+a+1 1+(a+1)/n n—i—O(n )
Par la regle avec oo = a :
esia>1: Zun converge ;
osiO<a<l:Zundiverge;
esia=1:u,=nl/(1-2---(n+1))=1/(n+1)et Y  up, diverge.
Vnt1 2n+1 1 1 )
4. = =1- =1—-— :
e 2n+2 2n+2 27 7O

Par la régle aveca =1/2 < 1 : Z v, diverge.

Exercice 7. Transformation d’Abel et applications. @ @O Soient (a,)n>1 et (bn)n>1 des suites réelles. On pose A, =

Z ax (avec Ap = 0).

k=1
1. Démontrer la formule de sommation d’Abel :

n n—1

Z akbx = Apbn — ZAk(bk+1 — by).

k=1 k=1
2. En déduire le critére de Dirichlet : si (A,) est bornée et si (b,) est décroissante et tend vers 0, alors Zakbk

converge.

A L . . <X sin(n)

3. Pour 6 € R\ 27Z, montrer que la suite (Z sm(k@)) est bornée, puis en déduire que Z - converge.
k=1 n>1 n=1

=

. an
4. Montrer que si E a, converge, alors g 7 converge.
n

Correction.
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1. On écrit ax = Ax — Ax_1 et on effectue une sommation par parties :

Z axbx = Z(Ak — Ak—1) b
k=1

k=1

n n
= ZAkbk = ZAk—lbk
k=1 k=1
n n—1
= ZAkbk = ZAkbk+l
k=1 k=0

n—1 n—1

= Anbp+ Y Acbk =) Acbir — Aoba
k=1 k=1

n—1
by — Y Ax(bir1 — bi).

2. Soit M tel que |A,| < M pour tout n. La formule d'Abel donne S, = Z akbk = ZAk(bk“ — bx).
k=1
e A,b, — 0 car |A,by| < Mb, — 0.

o La série ZAk(ka — bx) converge absolument : comme (b,) est décroissante,

n—1 n—1
> Ak(bis1 — bi)l < MY (b — bie1) = M(by — by) < Mby < +00.
= k=1

Donc S, converge.
3. Pour 6 ¢ 277Z, on a e # 1, donc :

k0

|2 sin(ke)) < 1o e"’\ sin(6/2)]

Les sommes partielles de Zsm k@) sont donc bornées, et (1/n) est décroissante de limite 0. Par le critére de
Dirichlet, Zsin(nQ)/n converge.

4. Si Z a, converge, les sommes partielles A, sont convergentes, donc bornées. La suite (1/+/n) est décroissante
et tend vers 0. Par le critére de Dirichlet, Z an/+/n converge.

Exercice 8. Etude de suites récurrentes. @@O
. . m .
1. Soit (up)p=o définie par ug € ]O, 5{ et upr1 = sin(up).
(a) Montrer que (u,) est décroissante, positive, et converge vers 0.
3

(b) En développant sin(u,) a I'ordre 3, montrer que u, ~

n—-+oo n’
(c) En déduire la nature de Z u, et de Z us.
2. Soit (Vp)n>o définie par vp €10, 1] et Vpr1 = In(1 + vy).

(a) Montrer que (v,) converge vers 0.
2

(b) En développant In(1+ v,) a I'ordre 2, montrer que v,, ~ )
n—-+oo N

(c) En déduire la nature de Z Vo

Correction.

1. (a) up € (0,7/2) entraine u; = sin(up) € (0,1) C (0, 7/2). Par récurrence, la suite reste dans (0, 7/2),
et Upy1 = sin(up) < u, (car sinx < x pour x > 0). Donc (u,) est décroissante et minorée par 0 : elle
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converge vers £ > 0 vérifiant £ =sin4, d'ou £ = 0.
(b) Le DL sinx = x — x>/6 4+ O(x®) donne :
u? 2 u?
W2 g =sin*(uy) = 2 <1 — F” i O(uf,)) = (1 - §” +O(up ) :
1 1 1
d'oll —— = = + = + O(v?).
ol W g t3+ (u3)
) 1 1 1 . 1/u? _
Comme u, — 0, on a O(u;) — 0, donc —— — — — . Par le lemme de Cesaro : —" — -, soit
Upyp U3 8 n 8
3
Uy ~ =.
n—-+o00 n
(c) up v/3/n, donc Zun diverge (comparaison a Zl/\f série de Riemann d’exposant 1/2 < 1).
na+oo
N _ 3/2 3
Pour Z Up P Uy o~ (\/3/n> 3v/3/n%/? et 3/2 > 1, donc Zun converge.

2. (a) In(1 4 x) < x pour x > 0, donc v,41 < v,; la suite est décroissante et positive, elle converge vers £ > 0
avec £ =1In(1+¢£), d'ou £ =0.
(b) Le DL In(1+ x) = x — x*/2 + O(x*) donne :

1 1 1 1 1 i 1 +O(v)
= = — - = — — V, .
Vo1 Va—VZ/24+0(v3) v, 1—v/24+0(2) v, 2 "
1 1 1
Donc — — — —. Par le lemme de Cesaro : / i — =, soitv, ~ —.
Vi1 Vi 2 2’ n—+oco N

(c) vy et 2/n et Z 1/n diverge, donc Z Vi diverge.

+00 n
Exercice 9. Un peu de familles sommables. @ @O Pour x € [0, 1), on pose f(x) = Z T
n=1

1. Montrer que cette série converge pour tout x € [0, 1).
n

X . )
2. En développant 1 — en série géometrique, montrer que :

—+o0

Zl_wad

ol d(n) désigne le nombre de diviseurs de n. On justifiera soigneusement I'interversion des sommes.

3. Vérifier le résultat pour n = 1,2, 3,4 : calculer d(n) et retrouver le coefficient de x” a partir de la série ZX”/(l —
xM).

n +o00
- = E a(n)x", ot o(n) = E d est la somme des diviseurs de n.
n=1 d|n

Correction.
n NG n _ 1 n _ X
1. Pour x€0,1),ona x"/(1 —x") < x"/(1 —x). Donch /(1—x") < 1= XZX —7(1_X)2<+oo.

2. Pour x € [0,1) et n > 1, on développe en série géométrique :
XN +oo
_ kn
1—xn ZX )
k=1

La famille (ank)nk>1 = (Xk")n,k>1 est une famille de termes positifs. Sa somme totale vaut :

+o00 n
Z xk Z X < +o00.
nk>1 n=1
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La famille est donc sommable; on peut intervertir les sommations et regrouper par valeur de m = kn :

400 n +00 +00
= E xkn = g E 1] x™= g d(m)x™,
n
n=1 nk>1 m=1 \ k,n>1 m=1

kn=m

car le nombre de couples (k, n) avec k, n > 1 et kn = m est exactement le nombre de diviseurs de m.
3. On vérifie :

e m=1:d(1) =1 (diviseurs : 1). Dans Zx”/(l —x™), seul n =1, k =1 contribue a x*.
e m=2:d(2) =2 (diviseurs : 1,2). Contributions : (n=1,k=2)et (n=2,k=1).
e m=3:d(3)=2 (diviseurs : 1,3). Contributions : (n=1,k=3) et (n=3,k=1).
e m=4: d(4) =§ (diviseurs :1,2,4). Contributions : (n=1,k=4), (n=2,k=2)et(n=4,k=1).
+00
4. On developpe = ”Z xk"La famille (nxX™),, x>1 est a termes positifs et de somme totale Z nx"/(1—
n=1
M) < 1 x ,,z:; nx" = m < 4o0. Elle est donc sommable, et :
400 N —+00 —+o0
=Y T ] =etmen
n=1 m=1 \ k,n>1 m=1
kn=m
car Z n= ana(m).
kn=m nlm
k,n>1
1 .
Exercice 10. Séries de Bertrand. @©O Soient a et b deux réels. On note, pour n > 2, u, = . Déterminer, en

n2In(n)b
fonction des valeurs de a et de b, la nature de Z Up.

Correction.

e cas ol a < 1. On montre facilement que Z up diverge.
Soit ¢ €]a, 1].

Exercice 11. Formule de Stirling. @ ©O

1 .
1. Pour n dans N*, on pose u, = In(n!) — (n + 2) In(n) 4+ n. Montrer que la suite (u,) converge.

Correction. Déja fait en classe : on calcule
1 1
Upy1 — Up=In(n+1) —nin(n+1) —In(n+1) — Eln(n—i—1)+n+1+n|n(n)+§|n(n)— n
1 1 1 1
=In(l4+—-)—nln{l+—=-)—=In|1+—-)+1
n n 2 n
1/1 1 n 1 1 1 i 1 i 1 .
= —|-=—=—+0|—= —-n|l-—=—=+=-—=+0| =
n—s+oo 2 \ N 2n? n? n 2n2  3n3 n?
1 1 1 1 n 1 14 1
= _—— — — _ _— O —_
n—+oo 20 4n? 2n  3n? n?

1
s O<nz) :

terme général d'une série de Riemann convergente. Donc, par comparaison, la série de terme général u,+1 — Uy
converge, donc la suite (u,)nen converge vers £ € R.

2. En déduire I'existence d'un réel C > 0 tel que n! ~ Cv/nn"e ",
n—
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. 1
Correction. On en déduit que In(n!) — <n+ 2) In(n) +n = £, donc que
n——+0o00

n! e
n”\f n~>+oo '

. , n"
quantité que I'on nomme FC. Alors n! ~ C—+/n.
n—+oco e

3. Soit W, = / sin"(t) dt. Etablir une relation entre W, > et W, puis exprimer W5, a I'aide de factorielles.
0

4. Montrer que W, ~ ,/2—7:7, puis en déduire C = v 2.

n—+oo

N . . 2n ) 1 2n
5. Application : donner un équivalent simple de ( ) et déterminer la nature de E — et de Z < )x” pour
n ( ) n

n=z1l \n n>1

x> 0.

2 Nature de séries

Exercice 12. @©O Dire si les séries suivantes sont convergentes ou pas

1 1
L. ZF\/E 9. Z |n(n)ln(n)

' Zeﬂ: 10. Ze—(1+1>n
S l
2" +n n sm(x)
1 11. )
4. Z (n2 4+ 1)sin(1/4/n) /

Z n In(2n) 12. Zcosn—a (o> 0)
. —an J1
2 13. Zcos e (x>0)

Z( _Zl)n / 1 1
, n 14.2 tanf—smg

12
> G ,7
(2n 15. Z/
1—|—t”
| Z In(n)”

Correction.

N

(&,

[=)]

[=-]

1 _In(n) 1
=e n — 1 par croissances comparées. Don
/n n—+00 nv/n

divergente, donc par comparaison des séries a termes positifs, la série considérée est divergente.

1
(i) nPe V" = (Vn)*e VP s 0 par croissances comparées. Donc e V" = o (n ) donc, par comparaison au

terme général d’'une série de Riemann convergente, E e~V converge.
3

( ) n O 2 n n O . L D Z n R
iii —.0nn—=— — ar croissances comparées. Donc converge. Remarque : on
274 2n 20 20 poges P _ compares 271 n J q
aurait pu utiliser un critére de D'Alembert, mais de fait il n'était pas nécessaire.
. 1 1 1 o . . .
(iv) ~ = ——, terme général d'une série de Riemann convergente.

(P +Dsin(L/vn) ~ mLE — P

n3In(2n n®In(2n n® n3In(2n 1
(v) n? ( ) 35 ) =0 <3n) njoo 0 par croissances comparées. Donc % =0 (rﬂ) et la série

3 |n(2n) . -
Z e est a termes positifs, donc elle est convergente.
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2

n
. . n
(vi) On détermine un équivalent du terme général u, = (n+1> .

n? In( f

m) = einzln(ﬂnl)

U, =¢€

— ein2 In(l+%)

—e —(3-z2+0(3%))

_pn+t _
—e ”+2+O(1)N\/ée n

terme général d'une série convergente (géométrique). Donc, comme u, est & termes positifs, E u, converge.
nl?

@nr

(vii) Posons v, = La, une régle de D'Alembert s'impose !

Vorr  (n+1)12 (2n)! (n+1)2 1 )
v R+ D) 2 @nt)en+l) ST

donc, d'aprés le critére de D’ Alembert, Z Vv, converge.

1 1 . ‘
(viii) Posons a, = () Pour n > 3, In(n) > In(3) donc a, < OB terme général d'une série géométrique
convergente. Donc Z an converge.
. _ 1 _ A= In(n)In(In(n)) _ 1 3
(ix) Posons b, = In(nyn Alors b, = e = i) Or, pour n = €, In(In(n)) > In(3) > 1, donc

n < ) terme général d'une série de Riemann convergente. Donc g b, converge.

1 n
(x) Posons ¢, =e — (1 + n) . Alors

1\" 1
o (1+> — e _ en(1+%)
n

terme général d'une série positive divergente, donc E ¢, diverge.

sin(x)
X

1
. : 2 2 n sin 2
(xi) On sait que pour tout x dans {O, E}, sin(x) = —x. Donc > —, donc / () dx > —, terme général
2 s T 0 X ™

d'une série divergente. Donc la série diverge.
o o 1 1
(xii) Si a > 0, cos =~ 1, donc Zcosn—a diverge.
(xiii) Si o >0,

1 £l
cos" — = enln(cos = ).
ne

Or,
1 1 1 1-2a 1-3a
nin ( cos s =nln 172n20‘+02n3a =-—n +O(n ).

o 1 1 L
Ainsi, cos” — = exp (=n'"2* 4+ O(n'3*)). Donc, comme o > 0, cos" — - donc la série diverge. En
n n

revanche elle convergerait si on avait a < 0, et divergerait si a = 0.

1 1
(xiv) Posons pour tout n dans N d, = {/tan . sin - Alors

1 1
tan— —sin— = -+
n n o n

1 1 . 1 1
bl G o ——
n  6n3 n  2n3

1
3n3

donc d,, ~ , terme général d'une série de Riemann convergente. Donc E d, converge.

3
2n2
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_ 1 1 1 1 n°" noodt 1 n?" 1 _
(xv) Sit < =, alors t" < —, donc > = , donc/ > — ~ —, donc la série
n n" 1+t27 1+ 5 nm7+1 o 1+t~ nn"4+1 n
diverge.

Exercice 13. @ 00 Soit (u,) € RY telle que Z u, et Z |un+1 — up| convergent. Montrer que la série Z u? converge.

Correction. On note, pour tout ndans N, S, = Z ug. On a alors, si n € N,

k=0
n n
Z U,% = Ug + Z le(sk — Sk—l)
k=0 k=1

n n—1

2

ug + E ugSk — E Uk+1Sk
k=1 k=0

n
=3 + Y _(uk — Uk41)Sk + UnSh.
k=1

Mais (S,) converge et (u,) aussi (vers 0) donc u,S, — 0.
n—

+oo
U+1|Sk| < Mugs1—uk| ot M = sup |S,| (qui existe par convergence de (S,)). Donc, par comparaison
neN

n
de séries a termes positifs, E (ux — Uks1) Sk est absolument convergente, donc convergente. Donc E u,27 converge.
k=1

Exercice 14. Croissances comparées exotiques. @©O Déterminer la nature des séries de terme général suivant (les
paramétres o et 3 sont des réels strictement positifs).

In(n n“
LU 7. (cos E)
(ln n)n —(In n,)7°‘
9 (Inn)" 8. e I\
ool 9. (n sin )
3. 1—th<\/lnn) n N
1 n
4. (n+1)Yn—npt/n 10. (1>
1 Inn
5. n2—cos(1/n) 11 ( Inn )n
2 o " \Un(n+1)
6. Arccos (WArctan(n )) 12. (In(n+B8)% = (Inn)®

Exercice 15. Termes généraux issus d’'un procédé sommatoire. @©O Déterminer la nature des séries de terme général
suivant (a>0, b>0, a >0, 8 > 0).
1. gttt

n
. _ 1
Correction. On sait que si H, = E 7 alors H, = In(n) + v + o(1), ot 7y est la constante d'Euler-
n—+oco
k=

Mascheroni. Ainsi,
aH” _ aIn(n)—&-’\/-&—o(l) ~ afynln(a),
n—-+oo n—-+o00

terme général d'une série
e grossierement divergente si In(a) > 0, i.e. a > 1,

e divergente si —1 < In(a) <0,ie.e? <a<1,
e convergente si a < e .

1

2. aZZ:l P

n
1
Correction. On note S, = Z 25

Tout d'abord, si b > 1, (S,)nen converge, donc &0

" converge vers une limite finie non nulle, ce qui assure que
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la série diverge grossiérement.
On suppose désormais b < 1 (le cas b =1 ayant déja été traité a la question précédente). On sait qu'il existe
1-b
n
une constante ¢ € R telle que S, = + c+0o(1). Alors
n—s+oco 1 — b

1-b 1 b
asn _ a—”lib +c+o(1) aa = — = 3¢ e = In(a)_
n—-+4o00 n—-4o00
Si a> 1, ce terme ne tend pas vers 0, d'ol la divergence grossiére.
Si a < 1, on étudie le comportement de n?a>" :

2 _Sh c 2In(n)+” In(a)

n-a ~ a

n—-+oo

Puisque In(a) < 0, on a par croissances comparées :

1-b nl-b
15 In(a) Pt 175 In(a) o, T

21In(n) +

. . 1 : L
Par composition avec |I'exponentielle, n?a®> — 0,doua> =o ( 5 Il Par comparaison avec les séries de
n——4o0o n

Riemann convergentes, la série converge.

3. aZZ:Nn(k)
Correction Encore une comparaison série-intégrale! Par comparaison avec une intégrale, on sait que

Zln(k) nln(n).
Sl a 1, 1a serie diverge grossiérement car son terme général ne tend pas vers O.
Si a < 1, on observe la quantité 2 g2k=1In(k) .

2 ak=1In(k) — g2In(m)+(32k=; In(k)) In(a)

Puisque In(a) < 0, par croissances comparées :

2In(n) + (i |n(k)> In(a) e nin(n)In(a) o, oo

k=1

) n . n 1 . 2. o
On en déduit que n? g2k=1n(k) —+> 0, soit axk=1"(k) — (2> ce qui prouve la convergence de la série.
n—+oo n

1a+2a+.“+na
PB+264...4 1P

Correction. |l sag|t a nouveau d'un classique de |'asymptotique. Une comparalson série-intégrale permet
na+1 nﬁH

(o4 ~ ﬁ (ad
d'affirmer que Z k s M (puisque a > 0). De méme au dénominateur, ; k T BT

k=
Ainsi, en effectuant le quotient des équivalents :

a+1
T Q+1_ﬁ+1na_ﬁ_ﬁ+1 1
nn—>+oo££:_a+1 a4 1nfa’

Par comparaison avec les séries de Riemann, la série converge si, et seulement si, 8 — a > 1.

1 n
n—ﬁZm(ka)
k=1
n n

Correction. Par propriété du logarithme, on sort la constante a de la somme : Z In(k*) = O‘Z In(k)
k=1 k=1
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n
Comme Zln(k) ot nin(n), on obtient :
n oo

nin(n)  aln(n)
Un n—;:-ooa m Bl

On reconnait le terme général d'une série de Bertrand. Celle-ci converge si, et seulement si, 8 —1 > 1,
c'est-a-dire B > 2.

1+34-++
In(n')

Correction. Regroupons les équivalents usuels : le numérateur est la somme harmonique H, ~ In(n), et le
n—+oo

6.

n
dé inat tin(n!) = In(k) ~ nl .
énominateur vaut In(n!) ; n( )n_>+C>C nin(n)
En formant le quotient des équivalents :

In(n) 1

" piieo nin(n)

Par comparaison avec la série harmonique, la série diverge.

(£2)=(£)

Correction. Ce terme général combine deux comportements asymptotiques distincts :

e D'une part, pour le reste de la série de Riemann convergente, une comparaison série-intégrale donne
=1 todr 1
27 o oo / 7=

e D'autre part, la somme harmonique vérifie H, = In(n) 4+ + o(1). On a donc :

e oa) gV
exp(—H,) = exp(—In(n) — v +o0(1)) = Teo ~

n—+oo N

Par produit d’équivalents :
1 e e
n o~ =X ——=—="
n—+oo N n n

Puisque 2 > 1, la série converge par comparaison aux séries de Riemann.
W21+ 4nl
(n+p)!

Correction. On note F,, = 1!4---+n!l. On isole les termes prépondérants en écrivant F, = F,_o+(n—1)!4+n!.
Ainsi,

,oupeN

F, Fr_ 1
.
n! n! n

Fn72
n!

< n(n-2) 1

N

Or,

— 0. Ainsi, F, ~ nl. Onadonc:

ﬂ! n—1 n—-+4o00 n—+oo

W+20+---+nl n 1 1
(n+p)! n—stoo (n+p)! (n+1)(n+2)...(n+p) n—co nP’

Ainsi, la série converge si, et seulement si, p > 2.

Exercice 16. Nombres de Pisot. @0 — 00@®
1. Montrer que pour tout n dans N, (2 + v/3)" + (2 — v/3)" est un entier naturel.

Page 13 sur



26 .
N. Laillet

TD 01 — Procédés sommatoires nlaillet.math@gmail.com

E Louis

Saint

Correction. Soit n € N. Alors par la formule du binme de Newton, on sait que

e+vay +@-var =3 ()3 2nk+z() _1yevEn

k=0

_ Z <Z> (14 (-1)¥) V3 or

k=0

- (Z) /3 ok
0<k<n

k pair
Or, si k est pair, V3 eN, ce qui assure que (24 Vv3)"+ (2 —V3)" € N.

2. En déduire la nature de Zsin (7r(2 + \@)”)

n=0

Correction. On note, pour n dans N, K,, I'entier (24 v/3)" + (2 — v/3)". On a alors, pour n dans N,
)sin <7r(2 + \/5)") ‘sm (K T —m(2—V3)" )

- sz va1)

‘w(2 —V3)"

terme général d’une série géométrique convergente : ona l <3 <4doncl<v3<2donc0<2—+3<1.
Ainsi, par comparaison de séries a termes positifs, la série de terme général sin <7r(2 + \/§)”) converge.

3. @@@ Généralisation — difficile. Soit P un polyndme unitaire a coefficients entiers, de racines complexes 0, z», . . ., Z4
(comptées avec multiplicité), avec 8 > 1 réel et |z;| < 1 pour tout j > 2. Montrer que Zsin(w@”) converge
n=0
absolument.
Correction. C'est un peu plus délicat a raconter. On note o = Z zj, ...z, (en notant z; = 6).
<<

On démontre que pour tout n, p, =0"+ 2z +---+ zj € Z.

epourn=1,0onap, =0+2+- -+ 24 €Z par les relations coefficients racines (c'est |'opposé du
coefficient devant X" 1)

e pour n =2, on remarque que

p2:Z]?+...+Z§
=(z+ - +2zq)° -2 g ziZ]
i<j
=01p1 — 205,
qui est donc entier car o1, p; et o, sont entiers (c'est volontaire de ma part d'avoir écrit o1 p; car, méme
si ces quantités sont égales, il faut écrire les choses comme ¢a pour que la formule fasse sens.

e pour n =3, et d = 3, on remarque que

3, 3, .3 B A B 2 2 2 2 2 2
zZ+z+z=(n+2+2z)(zf +25+25) — 2125 — 2125 — 207] — 2025 — 7377 — 72375
=01p — (21 + 223+ 2321) (21 + 22 + 23) + 3212023

=01p2 — 02p1 + 303.

On généralise facilement cette formule, et on obtient que
e pour k < n, px = 01pk—1 — O2pk—2 + -+ + (—1)* Lkoy,
® pour k > n, px = 01pk—1 — 02Pk—2 + -+ + (—=1)" " oppi—n.
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Ainsi, on montre par récurrence que pour tout n dans N, p, est entier. On en déduit que, pour n dans N,

|sin(6"m)| = |sin (p,ﬂr - Zz,f’w) ‘

k=2
d
= |sin (z§'m) cos zgm | + cos (zgm) sin E zgm
k=2 k=2
d
< |sin (zgm)| + |sin E zgm ||, en majorant les cos par 1
k=2
<.

d
< Z |z¢|", en majorant |sin(x)| par |x|,
k=2

ce qui est le terme général d'une série convergente! Donc E sin(0"m) est absolument convergente, donc
convergente.

4. Que se passe-t-il pour Zsin (7r(1 + \@)”) ?

n=0

Correction. |l faut essayer de relier cette question a la question précédente. On écrit & = 1 + v/2. Alors
02 =1+2vV24+2=3+2V2=3+2(0—1)=1+26. Ainsi, 6 est racine de X?> —2X — 1, de racines et
2-2V2
2
Remarque, on aurait pu juste faire comme & la premiére question et regarder 1 — v/2.

Zo = =1—+/2, de module < 1. Ainsi, cette série converge.

Exercice 17. Regroupement par paquets. @ @O
—1)lval
1. Soit o > 0. On étudie Z L
n>1
(a) Pour p dans N*, montrer que |v/n| = p si et seulement si p> < n < (p+1)° — 1.

nOL

Correction. C'est une question de cours. On sait que, par définition, {ﬁJ est I'unique entier p vérifiant
Vvn—1 < p < +/n, ou, formulé autrement, I'unique entier p vérifiant p < v/n < p+1,i.e. p?> < n < (p+1)3,
ou encore p> < n< (p+1)% —1.

(b) On note S, la somme partielle d'ordre n et U, = S,2_;. Donner un équivalent de Uy — Up.
Correction. On écrit

(p+1)2—1( 1)LﬁJ (p+1)%-1 71)p (p+1)%-1

Upn—Up= 3 2= %" =1 >

n=p?2 n=p2 n=p?2

Pour déterminer un équivalent de la somme, on peut faire une comparaison série-intégrale mais, comme
les bornes sont équivalentes, des encadrements seront certainement plus adéquats. On écrit que

(p+1)2-1 1 (p+1)%—1 1 (p+1)%—1 1
H;Q RS n;ﬂ o S = P
d'ou
241 O 2041
(p+1)>e = & px = e
(=1

Ainsi, par encadrement, on en déduit que Up,y1 — U, ~ .
p q p+l 12 =400 p2a71
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(c) En déduire la nature de la série selon a.

Correction. Attention! On a potentiellement une série alternée! Déterminons déja la convergence
éventuelle de (Up)pen.

) 1 )
o sia< 5 alors Up+1 — U, ne tend pas vers 0 quand p tend vers +oo, donc (U,) diverge (par
comparaison suite-série).

o sia > 1, alors |[Upp1 — Up| terme général d'une série de Riemann convergente. Donc,

prioo p2e—1’
par comparaison, E Up+1 — U, converge absolument, donc converge. Donc la suite (U,) converge.

1
® si 5 < a < 1, 1a il faut faire attention. On ne peut pas utiliser d'équivalents lorsqu'on a affaire a

une série alternée. En revanche, I'encadrement de la question précédente va nous aider, car il nous
donne

2(p+1)—-1 2p+1

W < |Up+1 U | X T oq
c'est-a-dire que

2 2 1 1 1
SWpir =Upl = Z5a7 <

(p+ 1221 p2a-1  (p4 1)2a

2 2 2 e e . 1-2a
(p+1)2a-1  p2a-1 = pla-1 B ptoo  p2a

Ainsi, I'encadrement donne que

1 1
|Up+1 — Upl — W pH:JrOO O<pm> 0

On en déduit que

(=1)° 1
Upt1 = Up pst0o p2a—1 +0 p2a )

Le premier terme de la somme est le terme général d'une série convergente par critére des séries

alternées. Le second est le terme général d'une série convergente par comparaison a une série de
Riemann. Ainsi, par le lien suites-séries E Up41 — U, converge donc la suite (U,) converge.

1
On a donc vu que pour o < (U ) diverge, ce qui assure que (S,) diverge.

1
Pour a > > (Up) converge. SO|t maintenant n € N, et p = L\/EJ Alors

n _1)
5,,=U,,+Z(ka) .

k=p?

Mais on sait que

(— 1)P L 2p+1
> G- Y <t ui 22 o
p =

ce qui assure la convergence de (S,)nen

. -1 lInn]
2. Déterminer, par la méme méthode, la nature de Z i

n>1 ﬁ

Exercice 18. Séries de Kempner. @ @O Pour k dans N*, on pose g, = 1 si |'écriture décimale de k ne comporte pas le
chiffre 1, et g, = 0 sinon.
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1. Déterminer le nombre d'entiers ayant exactement p chiffres en base 10 et dont I'écriture ne comporte pas le chiffre
1.

. €
2. En déduire la nature de Z =K Commenter.
k>1

. €
3. Déterminer, selon a > 0, la nature de Z k—’;

k>1
af(n)
4. Soit a > 0 et f(n) le nombre de 0 dans I'écriture décimale de n. Déterminer la nature de Z poat
n>1
ar(n)
5. Soit a > 0, b réel et p(n) le nombre de chiffres de n en base 10. Déterminer la nature de Z Pt

n>1
Exercice 19. Séries et produits infinis. @ @O
n
1. Soit (v,)n>1 une suite réelle telle que v,, > —1 pour tout n. On pose P, = H(l + k).
k=1
(a) On suppose que Z v, et Z v,f convergent. Montrer que (P,) converge vers une limite non nulle.
(b) Montrer que la conclusion subsiste si I'on suppose seulement que Z Vv, converge absolument.

(c) Donner un exemple ou E v, converge mais ot P, — 0.
n—+oo

- (1)
2. On pose, pour n > 2, U”H<1 >
k=2 vk

(a) Donner un équivalent simple de In(uy,), puis de u,.
(b) En déduire la nature de Z up et celle de Z(fl)”u,,.

Exercice 20. Séries indexées par une permutation. @@O Soit o une bijection de N* dans lui-méme.

1 1
1. Déterminer la nature de ——— et de _.
; o(n)+ n? ; o(n)?+n

1

Correction. Déja, on remarque que 0 € —~—— < —,
a(n)+n n

terme général d'une série convergente. Par compa-

raison de séries a termes positifs, ————— converge.
5 Z o(n) + n? J
Ensuite, 0 < L < Mai la famill L t bl déduit E L
nsuite, . Mais comme la famille | — est sommable, on en déduit que —
So(n2+n " a(n)? L2l & a(n)2

converge (invariance par permutation). Donc, par comparaison de séries & termes positifs, E ()72—1-
o(n n
converge.

a(n) . .
2. Montrer que Z % diverge, et ce quelle que soit o.
n>1

Correction. Soit n € N.

2n 2n
o(k) 1
Y. 2 25m 2 ok
k=n+1 k=n+1
2n
Comme o(n+1),...,0(2n) sont n entiers distincts, on sait que Z o(k) est au moins égale a 1+24---+n =
k=n+1
2n
1 k 1 1,
%. D’ou Z 0/52) > n(gr—; ) > 5 Ainsi, comme N* = {1,2} U |_|[[2" I 1,2p+1ﬂ, et comme
k=n+1 p=0
2.0 (k) 1

Z Z 2 = Z 3= 400, on en déduit que la série diverge.
p=0 k=2P41 p=0

o(k . .
% et on remarque que, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

n
Autre solution, + astucieuse. On note S, = Z
k=1
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pour n € N,

1 L .
- (par injectivité de o), on en déduit que

n
1 1
Mai E —— <14+ =+
alscommekzla(k) 2+ al

H2 < SpH,, d'ot H, < S,

3. Le résultat subsiste-t-il si o est seulement supposée injective ?

Correction. On a juste utilisé que si on prenait n images de o, que I'on ordonnait, alors la plus petite était
> 1, la seconde > 2, etc. Donc, oui, le résultat subsiste si o est seulement injective.

. . N . o(n
4. Soit maintenant o une bijection de N dans N. Déterminer la nature de Z Q
=
Correction. Cela dépend de o.
e sic=Idouo(n) = O(n), alors on a convergence.
n——+oo
e sinon, on peut construire o telle que la série diverge. Si on définit o(2k) = (2k)!, et on met en bijection
les impairs et les entiers restants.

i 3 o(n) . L
5. Pour quels réels o est-on assuré que E —_~ converge, quelle que soit la bijection o 7
n

n>1
. o 1 1 :
Correction. Aucun, avec le contre-exemple précédent! Comme — = o — |, et ce, quel que soit «, le
n! n—+4oo no
contre-exemple précédent marche toujours.
. . . o . sin (v/n)
Exercice 21. Une série de Hardy. @ @@ Soit o > 0. On étudie la nature de la série Z —
n>1 n
. , _ sin (v/n)
Correction. Dans tout I'exercice, on note a, = —
n

1. Traiter le cas a > 1.
Correction. Si a > 1, alors la série converge absolument.
*sin(+/u)
ua

1 L
2. On suppose 5 < a < 1. En posant t = v/u, montrer que / du admet une limite finie quand x — o0,

1
puis conclure par comparaison série-intégrale.

Correction. On fait, comme indiqué, le changement de variables. Alors si t = v/u, u = t>. Donc du = 2tdt.
Lorsque u =1, t =1 et lorsque u = x, t = v/x. Ainsi,

/Xsinﬁ /\/;
du =
1oue 1

_ /\/; sin(u) dt
1

t2a—1 :

2tdt

sin(u)
t2a

Ensuite, je prends un peu d'avance sur le chapitre suivant... les deux sont trés intriqués.
On verra, dans le chapitre 2 (et ca sera un grand classique) que l'intégrale ci-dessus converge (on fait une
IPP). Ainsi, l'intégrale désirée admet une limite finie en +oo.
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Cependant, il faut faire trés attention a la comparaison série-intégrale. La fonction que I'on considére n'est

n+1
pas décroissante sur R. On va utiliser la remarque faite en classe sur la CSI, et étudier a, —/ f(t)dt, ou
n

sin(v/t . . Lcos(v/D)t% 2 —asin(v/H)t*t
f:t— E;[) f est dérivable, de dérivée ' : t +— 2 (\[) 10 (\[) . Ainsi, si t € [n,n+ 1],
on peut majorer
1 a C
!
LGRS 2tcx+% + tat+l S nets

On en déduit que

an — /nn+1 f(t)dt‘ = /nn+1 F(n)dt — /nn+1 f(t)dt’

< ") = A1t

n+1 C
< / |n— t\ s par I'inégalité des accroissements finis.
n

C
1
nots

<

n+1
terme général d'une série convergente. Ainsi, la série de terme général (an — / f(t)dt) converge, ce qui
n

N
assure que Z a, converge, i.e. que la série converge.
n=1
1 *
3. On suppose 0 < o < S5 Pour n dans N*, on pose
2 37\ 2
= {(2n7r+7r) J et B,= {(2n7r+7r) J )
4 4
. V2
(a) Montrer que pour tout k dans [a, + 1, 8,], sin(vV'k) > -
Correction. Soit k vérifiant a, < k < B,. Alors
3
2n7r+E <\/E<2n7r+—7r.
4 4
2
Ainsi, sin(vV'k) > %
, O sin(vk)
(b) Minorer Z P et conclure.
k=ap+1
Correction. On en déduit que, pour n dans N,
Bhn :
sin(v'k V2
Z ( ) > (ﬁn - an) -
ke 263

k=ap+1

Mais

31\ ? 2
Bn— oy > (2n7r+I> —1- (2n7r+%>

2 2
3n7r+1—6 1—n7r—ﬁ
m2—2

> 2nm +
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Ainsi,
5 ) P
ke T 2 pa

L V2 V2 2nm
2 (2nm)2’

k=ap+1

1

quantité qui, étant donné que a < 5

ne tend pas vers 0. Cependant, si la série convergeait (vers £ € R),
on aurait

— £—£4=0.

ke n—+oo

i sin(vk) _ i sin(vk) B i sin(v/k)

ke ke
k=ap+1 k=1 k=1

3 Asymptotique
Exercice 22. Suites a décroissance rapide. @@O Soient a dans R, (uy),,>, une suite d’éléments de R™* telle que

u a 1
ntl - 1 + - + O <2) .
Up n—+oo n n

Montrer qu'il existe C > 0 tel que
u, ~ Cn°.

n—+oo

. - Lo L. . L u B .
Correction. Etant donné I'énoncé, il est naturel de vouloir considérer v, = —Z Le résultat précédent montre que
n

a
Vnt1  Upt1 n
Vn n n+1

Ainsi,
1
IN(Vat1) — In(vp) e O(rﬁ) :

donc, par comparaison de séries a termes positifs, la série de terme général In(v,+1) — In(v,) converge, donc, par le
lien suites-séries, la suite (In(v,)) converge, ce qui assure que v, = ") converge vers C > 0. D’oll le résultat.

Exercice 23. Suites a décroissance rap/de [ 1)@}

) " Unt . ,
1. Soit (Un)pey € (]R ) telle que —— o m 0. Montrer que Z u, converge et que, si R, est le reste d'ordre n,

alors R, ~ Upt1
n—+|infty

Correction. Déja, Z u, converge par la régle de D’Alembert.

Ensuite, on va en fait revenir a la preuve de la régle de D'Alembert en elle-méme. Soit € > 0. Alors on dispose
de N dans N tel que pour tout n > N, up41 < €up. Soit n > N. Alors pour tout kK > n+ 1, ux < sk*”*unﬂ.
Ainsi,

[ay

£
il =

Ainsi, R, = Upr1 + 0o(Upy1), ce qui signifie que Ry~ Upys.
n—+oo n—+oo

|Rn — Uny1] <

u <2esie<
g ML 2"
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+o00
2 . ~ . 2
2. En déduire un équivalent de Z ek
k=n+1
e—(n+1)? oo 5 ,
Correction. Par la question précédente, comme ——— =e 2""1 — 0, e i~ e (M)
e—n n—-+o00 n—+0o00
k=n+1
Exercice 24. Equivalents de restes et de sommes partielles & croissance rapide. @Q©O
+o0
. . . . . Un+1
1. Soit (u,) une suite de réels strictement positifs telle que —— — £avec 0 < £ < 1. Montrer que Z ug ~
U, n—+oo Pt n——+o00
Up+1
1-4
. _ u
2. Enoncer et démontrer le résultat analogue pour les sommes partielles lorsque ntl —+> £ avec £ > 1 (ou
Un n—-+o00
£ = +400).

3. Donner un équivalent simple de chacune des expressions suivantes (o >0, a > 1) :

+oo n
a
E e K 5. E ek
k=1

k=n+1
X nk zn: Kl
2. — 6. ar©
>
k= n+1 n (k_|_ 1)k
7. T
S D
| —
k=n+1 (k )a kEQ
+o0 2
1 8. > 3 In(k)
4. > o et
k=n+1
+o00
4. Que dire du cas a < 1 pour Z e~k ? Traiter en particulier a =1 et o = 1/2.
k=n+1

+oo k
. . -1
Exercice 25. Reste de la série harmonique alternée. @©O Pour n dans N, on pose R, = E (=1) )

Justifier I'existence de R, préciser son signe et majorer |R|.
Simplifier R, + Ry+1 et en déduire un équivalent simple de R,.

Etablir un développement asymptotique de R, a deux termes.

B bdbH

Montrer que E R, converge et calculer sa somme.

n
. 1
Exercice 26. La série E (=1)"In(n)/n. ®@@O On rappelle que g T e In(n) + v+ o(1).
k=1

) Ink In?(n .
1. Montrer que la suite ( v 2( )> converge. On note C sa limite.
k=1 n>1
)" In(n) .
2. Montrer que Z p converge, mais pas absolument.

n>=2

+o00 n
3. Montrer que Z (—1)nln(n) In(2) ( In22>.

n=1
4. Donner un équivalent, puis un développement asymptotique a deux termes, du reste de cette série.

n
Exercice 27. Un « inverse » de la série harmonique. @ @O Pour n dans N*, on note H,, = E T et on pose
k=1

Vp € N*, o(p) =min{neN"| H, > p}.
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1. Justifier que @ est bien définie et que w(p) — 0.
p—r—+oo

2. Etablir un développement asymptotique de H, a deux termes lorsque n — +oo.

3. En déduire un équivalent simple de @(p) lorsque p — +oo.
o(p + 1))
©P) ) ps1
5. Pour x > 0, on note a(x) = Card{n > 1 | H, < x}. Donner un équivalent de a(x) en +oo.

4. Déterminer le comportement asymptotique de la suite <

Exercice 28. Sommation de relations de comparaison. @@O Soit (a,),>1 une suite de réels non nuls. On pose, pour n

n
dans N*, 5, = Zai, et on suppose que

k=1
a,S, — 1.
n—-+4o0

1. Déterminer lim S,.
n—+oo
2. Montrer que a, .0 puis donner un équivalent simple de S3 — S3 ..
n——+o00o
3. En déduire un équivalent simple de S,, puis montrer que
1
n - 3 -
n—-+4o0 3n
4. Enoncer et démontrer le résultat général de sommation de relations de comparaison utilisé a la question 3.

Correction. Une autre preuve, par comparaison série-intégrale. De 2,5, — 1 on tire a,2,55 — 1, c'est-a-dire
(S, — s,,,l)s,% — 1. On pense alors naturellement a une comparaison série-intégrale :

Sn
(Sn— Sa1)S2; < / £2dt < (Sp— Sn1)S2,
Sn—l

S=5.

3 < 3%5,27, ou encore

Nt 3_dire 42 G2
c'est-a-dire a;,5;,_; <

2c2 2 2 2 53_53 1 2c2
n n—
anSn + an(snfl - Sn) < f < ansn'

Or S2 — 52 | = 22(2S, — a2), quantité bornée, donc a2(S2_, — S2) = O(a2) = o(a%f,%). Comme a252 — 1,

la sommation des relations de comparaison, I'’encadrement et le télescopage donnent ?” ~ n, dou Sﬁ ~ 3n et
1

an ) 373,7

Exercice 29. Théorémes d'Abel-Dini. @@C Soit (us)n>1 une suite de réels strictement positifs et o > 0.

n
Partie A — Le cas divergent. On suppose ici que Z u, diverge et on pose S, = Z Uk

k=1
Un .
1. Montrer que — diverge.
que » 5 diverg
n=1
u
2. Montrer que pour o > 1, Z S—C"x converge.
n>1 """
3. Que se passe-t-il pour 0 < a < 17
+o00
Partie B — Le cas convergent. On suppose ici que Z u, converge et on pose R, = Z Ug.
k=n

4. Montrer que Z % diverge.

=1 "

u
5. Montrer que pour 0 < ¢ < 1, Z R—'; converge.

n>1 N
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Partie C — Moraliteé.

6. En déduire qu'il n'existe pas de série a termes strictement positifs qui soit « frontiére » : pour toute série divergente,
il en existe une qui diverge « plus lentement », et pour toute série convergente, il en existe une qui converge « plus
lentement ».
Exercice 30. Lemme de Kronecker. @ @O

1. Soient (x,)n>1 une suite réelle et (a,)n>1 Une suite croissante de réels strictement positifs tendant vers +oo. On

Xn
suppose que E — converge. Montrer que
n=1 "

1 n
— xx — O
dp ; K n—-+4o00
n
2. Application : soit (us)n>1 Une suite réelle telle que Z u, converge. Montrer que Z k ux = o(n).

k=1
n

3. Application : soit (up)s>1 une suite réelle telle que Zu?, converge. Montrer que Z“k = o(ﬁ), puis que
k=1
Z o(Inn).

+o00
. . , u u 1
4. Soit (Up)n>1 une suite réelle telle que E u, converge. Montrer que E ?" converge et que E ?k = O(n)'
n=1 k=n

4 Familles sommables

Exercice 31. Le contre-exemple des sommes itérées. @©O Pour (n, p) dans N?, on pose

1 .
Upp = m st n # p, Upn = 0.
+o0
1. Soit n dans N*. Justifier |'existence de Z Unp et calculer cette somme.
p=0

+oo [/ +oo
2. En déduire les valeurs de Z (Z Un p> et Z (Z Up p>

3. Que peut-on en conclure sur la famille (un,p)(n,p)eNz ?

4. Retrouver directement ce résultat en minorant Z |unp| pour des parties finies F bien choisies.
(n.p)eF

Exercice 32. Familles sommables de référence. @©O Etudier la sommabilité des familles suivantes, en discutant selon
les paramétres.

1 1
1- et ﬁ
L+mn/ o memmye L+m2n?J o ey

n> ,aveca>letb>1
(m,n)e(N*)

(cx) ,avecx € R
(m + f'l) (m,n)e(N*)2
1
3. (w) ,avecax € R
(m +n ) (m,n)€(N*)2
1
4, (H> ,avecx € R
m*+n (m,n)€(N*)2
1
5. (

1
> ,aveca € R
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Exercice 33. Sommation par paquets et exponentielle. @ QO
1
plg'(p+qg+1)

K

a
(n+ Kl

1. Justifier la sommabilité de la famille ( > , puis calculer sa somme.
(p,q)EN?

2. Soit a > 0. Pour (n, k) dans N2, on pose u, x =
somme.

Justifier la sommabilité de (U k) (nk)ene €t calculer sa

3. Soient a et b deux complexes distincts de module < 1. Montrer que

+00
an+1 _ bn+1 1

a—>b T 1-a—btab

n=0

4. Soit z dans C avec |z| < 1. Montrer que la famille (Z‘”‘) est sommable et calculer sa somme. En déduire, pour

nez
r €0, 1] et 6 réel, la valeur de Z rlnlein?
nez
+o0 1
Exercice 34. Interversion et fonction (. @©O Pour s > 1, on note {(s) = Z =
n=1
—+o0
1. Justifier I'existence puis calculer Z(((n) —1).
n=2
2. Déterminer la nature de Z(—l)”(((n) — l) et calculer sa somme.
n>2
. n)—1
3. Déterminer la nature de Z & et calculer sa somme.
n>2 n
. _ . (=1)
4. Etudier la sommabilité de la famille | ——— et calculer sa somme de deux facons.
) p2,q22
+oo 1 71'2
Exercice 35. Autour de la partie entiére de la racine carrée. @ @O On admet dans cet exercice que Z 2= 6
n=1

1
(p+a*)(p+q>+ 1)>(p,q)eNxN*'
2. Calculer sa somme en sommant d'abord par rapport a p.

1. Justifier la sommabilité de la famille (

3. En sommant par paquets « a p+ q2 constant », en déduire la valeur de

i‘: V]

— n(n+1)
+o0
1 n
4. Par une méthode analogue, établir I'égalité 22 o7 Z L\QCJ i
n=1 n=1
= 7r2 1
E 36. C lité et fonct On admet t — = —.
xercice oprimalité et fonction (. @@O On admet que Z e Z e 90
1. Justifier I'exi de S = 1
. Justifier |'existence de S = Z pROpCE
(m,n)€(N*)?
mAn=1
- . 2)? .
2. En partitionnant (N*)2 suivant la valeur de d = m A n, montrer que S = CC((A,)) , puis calculer S.
3. Généraliser : pour a > 1, exprimer Z e a l'aide de (.

mAn=1
4. Interpréter le résultat en termes de « probabilité que deux entiers tirés au hasard soient premiers entre eux ».

Page 24 sur



Saint 26 .
E Louis N. Laillet
TD 01 — Procédés sommatoires nlaillet.math@gmail.com
Exercice 37. Sommabilité sur Z" et normes. @ @O Soient n dans N*, o un réel et || - || une norme sur R”. On s'intéresse

3 la sommabilité de la famille

()
X%/ wezmgoy

1. Justifier que la réponse ne dépend pas de la norme choisie; on pourra donc supposer || - || =

I lloo-
2. Pour p dans N*, on pose /, = {x € Z" | ||x||coc = p}. Montrer que (/,)p>1 est une partition de Z" \ {0} et calculer
Card(/p).

3. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur a pour que la famille soit sommable.

4. Retrouver, dans le cas n = 2, la nature de la famille (225> .
(P?+ @) ) (pqreqiye

5 Du coté des concours

+oo 5
Exercice 38. CCINP 24. 1. Soit p € N. Justifier la convergence de Z 2 On note Sp la valeur de la somme.

on
n=0

Correction. Soit n € N. Alors

+1)P
(I72n+1) 7(n+l)p SN 1

nP - :
= 2nP n—+oo 2

M X 1 P Z Z np
Par le critere de D'Alembert, la série de terme général <2n> converge.
neN

2. En développant (n+ 1), exprimer S, en fonction de Sg, ..., Sp-1.

Correction. On remarque que

S,=Y

3. En déduire que S, € N pour tout p € N.
Correction. On démontre ce résultat, notons-le H,, par récurrence forte.

. . . 1
Déja, Hyp est clairement vrai car Z o = 2¢e€N.
n=0
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p—1
Ensuite, soit p € N*. On suppose Ho, ..., Hp—1 vraies. Alors, comme S, = <Z) Sk et comme les coeffi-
k=0

cients binomiaux (i) sont tous entiers, on en déduit que S, € N.

+o00 oo
. —1)" +o0 ) n
Exercice 39. CCINP 24. Déterminer la nature de Z %/ e~ dt puis celle de Z(—l)"/ et dt.
n=1 n” 1 0

(on vérifiera d'abord que chacun des deux termes généraux est bien défini)

Correction. Chouette, un exercice qui méle intégrales et séries !

t2

£ est continue sur [n?, +oof et e~ i o(1/t?), qui est intégrable. La
—+400

Premiére série Déja, la fonction t +— e~

+oo
fonction étant positive, on sait que le reste / e " dt tend en décroissant vers 0 lorsque y tend vers 4o0.
y

+o00 1
L. _ 42 L. . . L. _42 . R
Ainsi, / e~ t dt est positive, décroissante, tend vers 0; a fortiori, f/ et dt aussi. Donc, par le critére des
n2 n Jq2
L . » L ()" [t .
séries alternées, la série de terme général u, = —— e~ " dt converge.
n n2

Deuxiéme série Pour mieux comprendre le terme général de cette série, on effectue le changement de variables

linéaire u = nt. Ainsi,
2

n _ 2t2 1 Z _ 2t2
e "V dt == e "t dt.
0 nJo

En notant v, = (—1)”/ e " dt. on remarque, par le calcul qu’on vient de faire, que
0

+o0
Up+ vy = (71)”7/ e dt.
nJo

+o0 1 +o0
Mais ;/ e P dt est positive, décroissante, tend vers 0 donc la série de terme général (_1)HE/ e Pdt
0 0

converge par le critére des séries alternées.
Ainsi, E up converge, E Un + v, aussi, donc E Vv, converge.

n—1
1
Exercice 40. Centrale 24. Nature de la série de terme général z, = \/(n —1)! H sin <\/;> ?
k=1

Correction. Méthode plus rapide mais avec un résultat hors-programme. On essaie de faire une régle de D' Alem-
bert,mais qui ne fonctionne pas. On écrit quand méme :

1 1 1
It psin—— = 1——|—o<).
Z n n—+oo 6n n

On va ensuite utiliser la régle de Raabe-Duhamel. L'idée est de trouver une série (convergente ou divergente) de
Zn+1 Vi1 Zn4+1 Vi1
< n @ n 2 n
. n . Vn ZI'I VI'I
déduit le comportement de la série de terme général (z,).

1\ “ 1
V”“:(H) = 1—a+o(>.
Vi n n—+oo n n
Zn41 > V41

1 : S . :
En prenant 5 < a < 1, on remarque que, asymptotiquement (i.e. a partir d'un certain rang N), on a — 7
n n

terme généal (v,) telle que . Ensuite, c’est assez classique de démontrer qu’on en

1
Posons v, = — ou a > 0. Alors
n

On en déduit alors que pour n > N,

n—1 = n—1 v
k1 k1

[H=—=11-"-

k=N <K k=N K
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. Zn Vi , A . L. L . -

soit — > —. Par comparaison de séries a termes positifs, et comme la série de terme général v, diverge, la série
zZN VN

de terme général z, diverge.

Méthode piétonne, mais pour moi davantage dans I’esprit du cours. Méme si z, est défini a I'aide d'un produit,

. 1 )
la régle de D'Alembert ne fonctionne malheureusement pas. Remarquons que z, = H f <> ou f est la fonction

sin(x)
X

sinus cardinal, f : x — . Regardons In(z,).

- 0(0()
().

. . .y Pa . P Z Z 1 N
Par comparaison a une série a termes positifs, on en déduit que la série de terme général In (f ()) diverge (vers

vk

2
Or, f(x) o 1-— % + o(x?), donc

—00) et donc que In(z,) T, oo
n—-+00

. o 1 ‘ . .
Maintenant, on voudrait dire que In(z,) ~ ~5 In(n) (comme la somme partielle de la série harmonique), et que
In(n)

«donc» z, ~e & Probleme, on ne sait pas en quoi un équivalent du terme général permet un équivalent des

sommes partielles et, pire encore, on ne peut pas passer les équivalents a I'exponentielle. Cependant, on va reprendre
I'idée que I'on a eues en cours pour trouver un équivalent de H,.

1
Montrons que u, = In(z,) + = In(n) converge. Pour ce faire, on étudie u,11 — U, :

1 1
un+1—un:|n(zn+1>—|—|n(n+ >
Zn
(vasin (75 )) n(1+7)
=In nsin —
n
= In{1- —+ +o0 Ll +E 1—i—ko el
n—+00 6n 12On2 n? 6 \n 2n? n?
1,1 111
n—s+co  6n 12002  36n2  6n 12n n?
1
njooO(nz>-

Donc, par comparaison a une série absolument convergente, la série de terme général u,,1 — u, converge, donc la

suite (u,) converge vers un réel c. Ainsi, e’” — ¢, d'ou
n—-+oo

e C

z, — e“ e |z

1/6 ~  —
n .
n—+o00 n—+oo n1/6

n

Par comparaison a une série a termes positifs, la série de terme général z, diverge.

sin(In n)

Exercice 41. X 24. Etudier la série de terme général u, = (—1)" (convergence, convergence absolue).

Correction.

Convergence On a envie de sauter a pieds joints dans un critére des séries alternées. Malheureusement, je n’ai pas
réussi a démontrer de monotonie... on va essayer de faire autrement !
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Soit n € N. Alors
sin(In(2n)) ~ sin(In(2n + 1))

Upp + Uopy1 =

2n 2n+1
_ (2n+1)sin(In(2n)) — 2nsin(In(2n + 1))
N 2n(2n+1)
sin(In(2n)  sin(In(2n + 1)) — S|n(ln(2n))
B 2n(2n+1) 2n+1

Le premier terme correspond au terme général d'une série absolument convergente. Pour le second, on utilise un

cos(In(x))
X

théoréme des accroissements finis avec f : x — sin(In(x)), donc la dérivée est : on dispose de ¢, dans

[2n,2n + 1] tel que
sin(In(2n + 1)) — sin(In(2n)) = w
donc

sin(In(2n + 1)) —sin(In(2n)) | _ |cos(In(cy))
2n+1 — (2n+1)c
1

S o
(2n+1)2n

sin(In(2n + 1)) — sin(In(2n))

terme général d'une série convergente, donc la série de terme général converge, donc

2n+1
2n 2n+1
E U, converge, tout comme E uk (car la différence des deux tend vers 0). Donc la série de terme général u,
k=1 k=1
converge.

Convergence absolue On n’a toujours pas de monotonie, mais en méme temps, avoir une intégrale nous aiderait
peut-étre.
On note

"1 sin(In(x)) "1 sin(In(n))  sin(In(x))
vn:un—/n fdx:/n — . dx

n

Un théoréme des accroissements finis entre x et n assure qu'il existe ¢, € [n, x| vérifiant

sin(In(n))  sin(In(x)) _ cos(In(cx)) — sin(In(cx))

n X G2

sin(In(x))
X

(on a dérivé la fonction f : x — ). Ainsi,

sin(In(n))  sin(In(x))

n X S 2 T on?

2 L ) .
donc |v,| < —. Ainsi, la série de terme général v, converge absolument, donc converge. Donc la série de terme
n

1 sin(In(x))

général u, est de méme nature que la série de terme général / dx, qui est de méme nature que la

n
suite de terme général cos(In(n)).

Il reste donc a montrer que cette suite diverge.
C'est vrai, mais cela dépasse quand méme un peu le cadre de la PSI... L'idée est que In(n) —+> 400 mais
n——+0o00

In(n+1) —In(n) " 0. Ainsi, on peut construire une suite d'entiers k, telle que In(k,) - 0[27] et une suite
n—-+oo n——+00

_ 7r _
d’entiers £, telle que In(¢£,) — 5[2#]. Me demander si vous avez cherché cela et que vous bloquez encore !
n——+o00

1 k+1
Exercice 42. CCINP 24. Pour n € N*, soit u, = Z ( )
k=n+1
1. Justifier la définition de la suite (u,)nen €t montrer qu’elle converge vers 0.
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Correction. On remarque que la suite <> est positive, décroissante et qu'elle tend vers 0 donc, par
Vk/ ken-
_1)k+1
le critére des séries alternées, la série de terme général T converge. Ainsi, son reste d'ordre n, up, est
défini et tend vers 0 en +oo.
* (71)n P P
2. Pour n € N*, on pose v, = - un. Montrer que la série de terme général v, converge.
Correction. |l s'agit l1a d’'étudier un peu plus finement le reste d’une série alternée. Par le cours, on sait que
1
2 1+1 n
pour tout n dans N, u, est du signe de (—1)"* =(—1)" et que |u,| < )
Ainsi, on a l'inégalité
1
0Ly, <——.
X Vn X nﬁ

Comme la série de terme général —375 converge (série de Riemann), on en déduit, par comparaison de séries
n

a termes positifs, que la série de terme général v, converge.

(=1)" ¢~ (=D
3. Pour n € N*, on pose w,, =
Pose Wi 2k

n
k=1
Correction. Notons z, = v, + w,,. Alors

. Nature de la série de terme général w, ?

_ (DRI (D (1)

Z = x C,
n n N n
k=1
ol C est une constante ne dépendant pas de n (c'est la valeur de la somme de la série alternée de terme
-1 k+1 .
général ——=—), positive.
Vk

. . (=1)" .
Ainsi, comme la série alternée E converge, la série de terme général z, converge.

Mais w,, = z, — v, donc la série de terme général w, converge.

1 n ( l)k+1
4. N* = — —
Pour n € , ON pose X, n E \/E

k=1
Correction. Avec les notations de la question précédente, on sait que

. Nature de la série de terme général x,?

w0 (_1)k+1
S e
o \/E n—-+o00

donc
-
Xp —
n—-+oo N

terme général d'une série divergente. Ainsi, par comparaison de séries a termes positifs, la série de terme général
Xp diverge.

Up
(T+uw)(T+wu) (14 uy)

Exercice 43. Centrale 24. Soit (u,) € C" telle que : Vn € N, u, # —1. Pour n € N on pose v,, =

1
(I4+w)(T+w) - (1+u)

n
1. Montrer que Z Ve=1-—
k=0
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Correction. Soit n € N. Alors

Uk
ka ; 1+u0)(1+u1)...(1+uk)

_ 14+ u—1
_§(1+u0)(1+u1)...(1+uk)

1+Uk 1

:,2::0(1+U0)(1+U1)---(1+Uk)_(1+uo)(1+u1)...(1+uk)

S 1 1

_kz:(:)(1+UO)(1+U1)---(1+UI<—1)_(1—|—uo)(1—|—u1)...(1—|—uk)
1 P

=1- Gt Ao A+ par télescopage.

2. Montrer que si (u,) est a termes positifs, alors la série de terme général v, est convergente.

1

(IT4+u)(X+u)---(1+ Un))neN
positive, et décroissante car 1 + u, > 1 pour tout n. Par le théoréme de la limite monotone, elle converge,
n

est

Correction. Si (u,) est a termes positifs, on remarque que la suite <

donc E Vi converge. aussi, c'est-a-dire que la série est convergente.
k=0
3. Montrer que si la série de terme général u, est absolument convergente, alors la série de terme général v, est
absolument convergente.
. i . ) . Un
Correction. On suppose ici que g |up| converge. On aimerait pouvoir dire quelque chose comme v,  ~ <
n——+o0
mais, pour ce faire, il faut démontrer que le dénominateur converge !
n

Notons, pour n dans N, p, = H(l + uk). Comme Z |up| converge, u, n_)—+>oo 0 donc 1 + u, n_>—+>oo 1 dong, a

k=0
partir d'un certain rang, 1+ ux > 0. Quitte a sauter les premiers indices, on suppose que ce rang est 0. Ainsi,

on obtient

n(pn) = Z In(1 + u).
k=0

Or, comme vy — 0, In(1 4+ wux) ~  uk, quiest le terme général d'une série absolument convergente. On
k—+o00 k—+o00

en déduit que la série de terme général In(1 + wuk) converge absolument, donc on dispose de £ € R tel que
In(p,) — £, donc p, — et.
n—-+o0o n—-4o00
Ainsi,
v Un
n n—+oo e !

et comme g up converge absolument, g V), aussi.

n+1
Exercice 44. Mines-Telecom 23. Nature de la série de terme général u, = Arctan (—Fl) T ?

. us .
Correction. Dégja, on remarque que comme Arctan(1) = 1 on a bien u, —+> 0.
n——+oo

. . . _ . n+1
Ensuite, on va utiliser le théoréme des accroissements finis : on dispose de ¢, € } 1, P [ tel que

< Arctan’(c,) <+1 = 1)

12
S l4+c2n-1

Or, ¢, — 1ldoncu, ~ —, quiestleterme général d'une série divergente, donc, par comparaison a une série

n—-+4o00 n—-+oo N
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3 termes positifs, Z u, diverge.

2n° 4+ pn—1 >

Exercice 45. Mines 23. Soit p € Z. Etudier la série de terme général a, = sin ( o1

Correction. Quand on regarde (a,), on se dit que ¢a a une téte de série alternée. Or, qu'est-ce qui fait alterner le
sinus : c'est nw ! On fait donc apparaitre artificiellement nm dans le sinus.

On écrit
a3 s 2n° +pn—1
=sin| ——M7
n 2n+1

. +2n2+pn—1
=sin(nm—nr4+ —-—"-—-
2n+1
o —n+2m’+pn—1
— (—1)"sm( d n;; +n1+pn 7r>

= (=1)"sin ((p ;nlinl_ 17r>

= (—1)"sin ((p;nlinl—lﬂ) :

((p—1)n-1 . (p—1
> <2n+17T oo "\ T2 )
Ainsi,

e si p — 1 est impair, a, ne tend pas vers 0 et la série diverge grossierement.

Ensuite, on remarque que

e si p— 1 est pair, a, tend vers 0. Il reste & démontrer que |a,| est bien monotone. Pour ce faire, on remarque
que

(p-1n-1_ (p-1)(n+3)-232 -1

2n+1 2n+1
p—1 1+22

2 2n+1°

) —1)n—1 _ =1 , —1)n—-1
On en déduit donc que Mw tend en croissant vers 2 7, donc que sin Mw est
2n+1 2 2n+1

négative et tend en croissant vers 0. Donc |a,| tend en décroissant vers 0. Par le critére des séries alternées,
on en déduit que la série de terme général a, converge.

Exercice 46. Centrale 24. Soit la suite (Up)nen définie par :

(=1
n+1°

n

1. Montrer la convergence de la somme de la suite et donner une approximation a 107 pres.

2. Montrer que :
Zuk In(2).

3. On veut réorganiser la suite sous le nom de (V) e en prenant a la suite deux termes positifs et un terme négatif :
1 11 1
Viql, s —=. =, —=. — S
3" 2’5" 7

4. Ecrire la fonction V/(n) et donner V/(250), V/(251), et V/(252).

5. Soit t, la somme partielle des suites (V;,). Donner une valeur approchée de tosg, tas1, et toso.

=

. S .
6. Faire le rapport t—" et trouver une conjecture.
n
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7. Prouver la conjecture.

8. Considérons une généralisation de la suite (V;,) sous la forme suivante : on prend p termes positifs et g termes
négatifs dans la suite. Trouver la limite de cette suite généralisée.

Correction. C'est le DM1... exercice non corrigé !

Exercice 47. Centrale PSI 24. Pour n € N, on note u, = Arctan(n+ 1) — Arctan(n). Pour x € [0, w/2], on pose

n—1

) O0sixel0,m/4] . ) Osi Zek(x)uk + u, > x
go(x) = 1six € [r/4,7/2] et, pour n € N*, g,(x) = —
1 sinon.

1. (a) Ecrire une fonction Python tracant une ligne polygonale reliant les points Mk = (k, ux) pour k € [1,50].
Conjecture?

Correction. On propose

1/|| import numpy as np

2/l import matplotlib.pyplot as plt

3

48|##£Calcul de un

5

6/|| def u(n):

7 return np.arctan(n+l) — np.arctan(n)
8

9[[|X = list(range(1,51))

10H{|Y = [u(n) for n in X]
11| plt.plot (X,Y, ’o-")
12/{| pIt .show ()

On obtient

0.301

0.251

0.201

0.159

0.101

0.051

0.001

(b) Ecrire une fonction Python d’argument x et N renvoyant (go(x),...,en(x)) et Zsk(x)uk. Tester cette

) 1 . . .
fonction pour x = 0, 5 1,2, 7 et, a chaque fois, N = 20. Observations et conjecture ?

Correction. On propose

13/{| def approx(x,N):

14 if x>np.pi/4:

15 res = u(0)

16 else:

17 res = 0

18 for k in range(1,N-1):
19 if res + u(k)<x:
20 res += u(k)

21 return res
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22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35

On obtient

>>> approx(0,20)
0
>>> approx(0.5,20)

0.49955747871629486

>>> approx(1,20)
0.9981299440890583

>>> approx(2,20)
1.5182132651839548

>>> approx(np.pi,20)
1.5182132651839548

s .
On remarque que pour x € {O, E} alors la série semble tendre vers x.

2. (a) Etudier la monotonie de (u,) et sa convergence éventuelle.

Correction. Par le théoréme des accroissements finis, on dispose de x, € [n, n + 1] tel que

1 1
up = Arctan(n + 1) — Arctan(n) = X%(n—kl—n): —

n

On a alors
1 1

< ,
1+x2,  1+x2

d’ol la décroissance de (up).

(b) Donner un équivalent de u,.

. . 1
Correction. On en déduit, comme x, ~ n, que u, ~ —
n—4o00 n—+oo N

3. (a) Etudier la convergence de la série Zen(x)un.

Correction. Soit n € N, on a 0 < €,u, < u,. Or, E u, converge par transformation suite-série car

m s . om . o .
(Arctan(n)) converge vers —, et sa somme vaut ——0, i.e. —. Par comparaison de séries a termes positifs,

2' 2 2
+o0
anun converge. On note S sa somme. On a, par ce qui précéde, 0 < S < Z Up, i.e. 0 < S < g
n=0
(b) Démontrer la conjecture de la question
n
Correction. Pour n € N, on pose S, = Zskuk. On montre par récurrence sur n € N que
k=0
400
S, <x<S5,+ Z Uk
k=n+1
s o= T ™
Pour n =0, si x < Z,eo =0 et donc Sp =0 et Z“k =5 U = 1 On a bien I'encadrement voulu ;
k=1
T T = T
si x> 7 alors g =1 et Sg = 1 et Zuk =7 donc, 1a encore, on a bien I'encadrement voulu. Soit
k=1
+oo
neNtelqueS,<x<S5,+ Z uk. Alors ou bien x < S, + Up41 et alors €,41 = 0 et donc Sp41 = Sy
k=n+1

d'otl Sp+1 < x par hypothése de récurrence. Par ailleurs comme x < S;, + Upt1, on @ X < Spy1 + Upy1.
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Montrons donc que up1 < Z ug. On a Z U = 5~ Arctan(n + 2), donc il reste & montrer
k=n+2 k=n+2

Arctan(n+2) — Arctan(n+ 1) < g — Arctan(n + 2)

tan étant strictement croissante, il suffit de montrer (on applique tan) :

(n+2)—(n+1) < 1

1+(n+2)(n+1) " n+2
ce qui équivaut a n+2 < 1+ (n+1)(n+2) et donc la propriété voulue est vraie et on a bien finalement
Spt1 € x < Spp1 + Rpyr. |l reste a étudier le cas ot x > S, + upy1. Dans ce cas, €,47 = 1 et
Spt1 = Sp+ Upy1. On a bien S,y < x et par hypothése de récurrence, x < S, + R, or S, + R, =
Sp+upy1+ Rnpt1 = Spe1+ Ryt et donc x < Sp41+ Rpp1. Dans tous les cas on a bien vérifié I'hypothése

de récurrence au rang n+ 1. On a vu (1.a.) que ( S, ) converge et ( R, ) converge vers 0 . En passant
+o0

a la limite dans les inégalités prouvées par récurrence, x est la limite de (S,) i.e. x = anun.
n=0
4. Généralisation. Soit (u,) une suite vérifiant I'hypothese (H) suivante : Z u, est convergente et (u,) est décrois-
sante positive. On note A la somme de la série Z Up.
(a) Pour tout n € N, on choisit €, € {0, 1}. Montrer que anun converge. On note S sa somme. Montrer que
Se0,A].
Correction. Z U, est une série a termes positifs. Pour n € N, on a 0 < €,u, < up. Or Z up converge.

Par comparaison de séries a termes positifs, Zs,,u,7 converge. En sommant les inégalités précédentes,
on obtient 0 < S < .

On cherche a savoir a quelle condition la propriété (P) suivante est vraie :

+o00
Vx € [0,A],3(en) € {0, 11N, x =D enuy
n=0
+o0 +oo
(b) Pour n € N, on note R, = Z ug et R, = Z ui. Donner la condition nécessaire et suffisante cherchée
k=n+1 k=0

en fonction de (R)).

+o00
Correction. Pour espérer que tout x € [0, A] s'écrive Z Enlp, il ne faut pas qu'un terme de la série u, soit

n=0
plus grand que le reste de la série R,,. La condition nécéssaire et suffisante cherchée s'écrit donc u, < R,
+o0

pour tout n € N. Montrons le. On suppose que tout x € [0, A\] s'écrit Zenun avec (g,) € {0, 1}".

n=0
Supposons par |'absurde qu'il existe ng € N tel que u,, > Rp,. On choisit x €] Rp,, U, [ On peut écrire
+oo

X = anun, avec (g,) € {0, 1}, S'il existe n € [0, no] tel que €, = 1, alors x > u, > up,, (décroisance

n=0
de (u,) ) : contradiction. Donc, pour tout n € [0, no], €, = 0.

E Enlp < E up < Ry, ¢ contradiction.
n=no+1 n=no+1

Réciproguement, on suppose que pour tout n € N,u, < R,. Soit x € [0, A\]. On construit (g,) par
récurrence sur n € N, avec |'algorithme donné au début.

n
Pour n € N, on pose S, = E exUk. On montre par récurrence sur n € N que
k=0

Sh<x<S,+R,

Pour n = 0 : ou bien x < ug et alors gg = 0 et donc Sg = 0, or 0 < x < g et donc Sy < x <
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So + Ro (g < Rp). Ou bien x > wup et alors g9 = 1,Sg = utg. On a alors Sg < x < Sp + Rp car
So+ Ro = A Soit n € Ntel que S, < x < S, + R,. Ou bien x < S, + upty et alors €,07 = 0.
On a Spy1 = S, et donc par hypothése de récurrence S,+1 < x. Mais on a aussi x < S, + Upt1 <
Spn+ Rnt1 = Spe1 + Ros1. Ou bien x > S, + upyq et alors €407 =1, d'ot Spp1 = S, + Upt1. Mais on a
bien dans ce cas 5,11 < x et comme par hypothése de récurrence x < S+ R, i.e. x < Sp+ Upr1 + Rot1,
on a bien x < S;11 + Rpr1- On a donc bien ce qu’on veut.

Comme S,, converge et comme R, converge vers 0 , par passage a la limite dans les inégalités précédem-
—+oo

ment trouvées, x est la limite de S, i.e. x = E Enly.
n=0

Exercice 48. X MP 2024. Soit f continue de R;dans R, strictement croissante et bijective. Montrer que les séries

1 f~1(n) R
Z Fn) et Z o sont de méme nature.

Correction. Comme f_l(n) — 400, 0na |f _1(n)J ~ f~1(n). La nature de la deuxiéme série est donc la méme que

1( 1) [

celle de la série Z ou encore de Z ) Or, comme tout est positif, on peut écrire :

Bl S » iyg=Se 3 oL S (- k)
= n(n+1) Ln(>)1J n+1) = e T n+1_k:1 [f(k)]  [flk+1)])°
f~1(n) |=k

On a enfin, par transformation d’'Abel,

K K
> {707~ TrRw D) = PO .
— [f(k)] (f(k +1)] — f(kﬂ [f(K+1)]
On distingue alors deux cas :
1
o Si m — 400 quand x — +o0, alors les deux séries divergent. Pour la premiére, c’est clair puisque —— f( )
o . " () f~(n) o
a partir d'un certain rang. Pour la deuxiéme, on a aussi - — 400 et donc o = o a partir d'un

certain rang.

. . . X .
e Sinon, on peut trouver une suite (x,) de réels positifs tels que f(;) est bornée. C'est aussi le cas de
n
K .. . . )
——— —, avec K, = |x,] — 1 (utiliser la croissance de f ). En utilisant K, au lieu de K dans les trans-
EEDIIT : :

formations précédentes, on peut donc passer a la limite quand n — +oo et conclure que les deux séries ont
méme nature.

Exercice 49. Centrale MP 23. Pour n € N, on note b, le nombre de 1 dans la représentation binaire de n, et on pose
en = (—1)b.

1. (a) Ecrire une fonction Python epsilon(n) qui renvoie les n premiers termes de la suite €.
(b) Vérifier avec Python que, pour tout n € N :

€ =E€p, et €Expp1 = —€p

et le démontrer. En déduire une fonction epsilon2 qui renvoie les n premiers termes de la suite € en utilisant
cette propriété.
(c) Pour n €N, on pose :

n
Sn = ng
k=0

Gréce a la fonction précédente, donner les premiers termes de la suite (S,). Quelle conjecture peut-on faire
sur ses valeurs? Le démontrer.

2. On pose, pour les x € R tels que cette série converge :

F(x) = enx"
n=0
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(a) Déterminer I'ensemble de définition Dy de f.
(b) Montrer que pour tout x € Dy, f(x) = (1 — x)f(x?).
(c) En déduire que, pour tout x € Df :

0= im IT (1)

- En
3. (a) Mont — .
(a) ntrer que la série Z - converge
n=1
n
b) Montrer que la série €nln
(b) q > e
n>1
(c) Pour tout n € N, on pose :

converge.

n €
2k + 1\
P = —_—
" H (2k + 2)
A I'aide de Python, calculer P,? pour quelques valeurs de n > 1000. Quelle conjecture peut-on émettre quant
a la nature de la suite (P,)?

(d) Démontrer cette conjecture.

()
On pourra introduire R, = <> )
et k+1
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Correction.

1.

(a)

36
37
38
39
40
41
42
43
44

On peut écrire un truc comme ca :
def b(n):
s=0
while n!=0:
s=s+n%2
n=n//2
return s

def epsilon(n):
return [(-1)%xb(k) for k in range(n)]

45’

Voici ce que renvoie epsilon(20) :

[, -1, -1, 1, -1, 1,1, -1, -1, 1,1, -1, 1, -1, -1, 1, -1, 1, 1, -1]

(b)

46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58

La fonction b a pour complexité O(log, n), donc la fonction epsilon a pour complexité O(nlog, n).
On peut tester rapidement avec le code suivant, et écrire la fonction epsilon2 ainsi :

def test(n):
e=epsilon (2%n)
for i in range(n):
if e[2xi]!=e[i] or e[2%i+1]l=-e][i]:
return False
return True

def epsilon2(n):
L=[1]+(n+1)=[0]
for i in range(n//2+1):
L[2*i]=L[i]
L[2*%i+1]=-L[i]
return L[:n]

(c)

59
60

Cette derniere fonction est bien de complexité linéaire, on peut la tester avec
epsilon(20)==epsilon2(20).
On code facilement la fonction S :

def S(n):
return sum(epsilon2(n+1))

61’

Voici ce que renvoie [S(i) for i in range(20)] :

[, o0, -1, 0, -1, 0, 1, O, -1, 0, 1, O, 1, O, -1, O, -1, O, 1, O]

(a)

On s'apercoit qu’elle vaut 0 pour tous les indices impairs et 1 ou —1 pour les pairs. Plus précisément, on
peut remarquer que les termes d'indices pairs reproduisent la suite €. On va donc démontrer que, pour
tout n € N :

S2n =€, et S2n+1 =0

Soit P, la propriété précédente. Py est vraie car Sg =1 =¢g et S; = 0.
Soit n € N et supposons que P, soit vraie. Alors :

Sont2 = Sont1 + E2n42 = Sont1 + Ent1 = Ent1

Sony3 = Sonyo +€2n43 = Enp1 —Eny1 =0

La récurrence est donc démontrée.
On peut aussi calculer Sp,, et Szp41 en faisant des paquets de 2 et en remarquant que €z, + €211 = 0.

Comme |ep| = 1, la série entiére a le méme rayon que ZX”, c'est adirel. Pour x =1etx= -1, 1a
série diverge grossierement. Donc Dr =] — 1;1].
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(b) Calculons (1 — x)f(x?) :
[e ) oo o0
(1-x)f(x*)=(1-x) Zenxz” = Zenxz” = Zenx2”+1
n=0 n=0 n=0
[e.e] o
— 252nx2n + 252n+1x2n+1 — f(X)
n=0 n=0
(c) Posons :

Qn(x) = f[ (1 — XQk) Q(x) = ﬁ (1 — sz)

k=0 k=0
Montrons par récurrence sur n que, pour tout n € N :

f(x) = Q,,(x)f(XQ”“)

La propriété est vraie pour n = 0, car Qp(x) = 1 —x et on a bien f(x) = (1 —x)f(x?). Supposons qu'elle
soit vraie pour un certain n > 0. Alors :

F(x) = Qu(x)F(x"") donc F(x?) = Qn(x2)F(x2"")
On a donc :
F(x) = (1= x)F(x?) = (1 = x)Qn(x)F(x*"") = Qu2 () F(x*")
ce qui termine la récurrence.

En faisant maintenant tendre n vers I'infini, et f étant continue en 0 (car elle est DSE sur | — 1;1[) :
f) = lim_Qu()f(") = Q()F(0) = Q(x)

On aurait pu aussi penser a une autre démonstration :

On pose h(x) = f(x) — Q(x) (sachant qu'il est facile de démontrer que le produit converge).

h vérifie I'équation fonctionnelle h(x) = (1 — x)h(x?) car f et Q la vérifient, et h(0) = 0.

Pour x € [—a;a] avec a < 1, |h(x)| = |1 — x||h(x?)| < |h(x?)|, donc pour tout n € N, |h(x)| <
1h(")].

On démontre que @, donc h, est continue en 0 (en passant par les In par exemple).

En faisant tendre n vers I'infini, on arrive a h(x) = 0.

On peut démontrer de méme que la convergence du produit est uniforme sur tout segment [—a; a] C
]—1;1[.

n

3. (a) Notons T, = Z %k Commee,=S,—S,_1,ona:

k=1

k k k
k=1 k=1 k=1
B n ﬂ - n—1 Sk
— k pare k+1
S, — S
_ g
n 0+ (k+1)
La suite (S,) étant bornée (par 1) _Sn O(1/n?), d'oll la convergence de la série Z _Sn et
"n(n+1) ' n(n+1)
donc de la suite (T,).
Comme :
n 1 1 5
lnn—i—l In(l+ >——n+O(1/n)
alors : c
— = 2
Enlnn—i—l_ n+O(1/n)

et donc la série considérée converge (somme de deux séries convergentes).
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(c) On peut faire une petite fonction :

62 || def Prod(n):

63 P=1

64 E=epsilon2 (n+1)

65 for k in range(n+1):

66 P=P=x((2xk+1)/(2xk+2))*%(2+E[k])
67 return P

On s'apercoit que le produit semble converger vers 1/2 (Prod(1000) renvoie 0.49950062427515446).
(d) Les quantités sont toutes strictement positives, on peut prendre le logarithme des produits partiels. Avec

des notations évidentes : .,
k
nR, = €xln
" kz_:l kTl

Comme (T,) converge, alors (R,) converge aussi.

= Tn

n

2k +1
InPn:ZskIn k2
k=0

Or, comme dans la question 3.b. :

2n+1 1 %
N2 = “anga T O/

On en déduit la convergence de (P,). Il faut alors bien siir séparer les termes pairs des termes impairs de

R,.On a:
n £ n €
2k+1 2k+1 2k 2k
R2”+1_k1_lo<2k+2> kHl(2k+1>

n 3 n €
2k + 1) % 2k \*
R =11 (555) 1 (50a7)
SA\2k+2)  LAA\2k+1
ﬁ<2k+1>€kﬁ(2k+2)eklﬂ[< 2k >€k
A\2k+2) [Li\ok+1) [ 2k+2

et donc :

On en déduit que :
Rn
Rant1 = 2p2

Toutes les quantités convergent, et Iim R, = R > 0, donc :
n——+oo

R
R=— < P2=1/2
2P2 /
On retrouve la conjecture faite a la question précédente, et on arrive a P = \ﬁ
. . . 1
Exercice 50. Mines-Ponts MP 2026. On définit la suite (x,)nen par xo > 0 et, pour tout ndans N, x,11 = X”+Z”7x'
k=0 *k

n
On note §,, = Zxk.

k=0

1. Montrer que x, —> oo et que Xpp1 ~  Xp.
n—-+o00 n—-+o00

Correction. On sait déja que (x,)nen croit strictement (car x, > 0 par récurrence immédiate). Par le théoreme
de la limite monotone, x, — £ & R% U {4o00}.
n—-+oo

Si (x,) convergeait vers £ > 0, alors, par le théoréme de Cesaro, on aurait S, ~ né. Mais alors, on aurait
n—-+o00o

Xpe1—Xp ~ —, terme général d'une série divergente. Ceci assure que la série de terme général (x,11 — X,)
n—

+o0 £n
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diverge, donc la suite (x,)nen diverge, absurde!
Donc x, — +o0.
n—-+00

o(xn).

1 1
Donc S, —> 4+o00oet — — 0,donc — =
S, n—+oo S, n—+
Ceci assure donc que Xpi+1
n

~

Xn-
—+oo0

S S
2rtl 20 demontrer que S,

Xn+1 Xn n—

2. En utilisant la suite

~Y
+o00

nx,.

Correction. Comme indiqué par I'énoncé, soit n dans N. Alors

Sot1 S _

Xn

Sn + Xn+1 .

Xn+1

1
s

Xn+1

Xn+1 Xn

=1+5,
XnXn+1
1
XnXn+1
—p 1,

n—-+o00

donc, par sommation des relations de comparaison,

Sn
Xn

So

n—1
DRI

Y
0 ko

Sk+1 _ Sk

Xk+1
ce qui assure |'équivalent attendu.

. . P 2 2
3. Déterminer un équivalent de x;,; — x;

Correction. Soit n dans N. Alors

terme général d'une série divergente. Ceci assure, par sommation des relations de comparaison, que x;

n

2
D% nhes
k=1

21In(n) (équivalent de la série harmonique).

. v/21In(n).

~

On en déduit que x,
n—
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Indications

Ex 1. 1. Poser u, = H,—In(n) et utiliser le lien suites-séries.
Ex 10. Si a## 1, se ramener a une série de Riemann. Sinon, faire une comparaison série-intégrale.
Ex 11. 1. Etudier la série télescopique Z(unﬂ — Up).
4. Montrer que (n+ 1)W,W,11 = g et que W, ~ W,,1.
Ex 13. On pourra utiliser une transformation d'Abel.
Ex 14. Dans presque tous les cas, écrire u, = e™(“) et comparer In(u,) a —aIn(n).

Ex 15. Commencer systématiquement par un équivalent (ou un développement asymptotique) de la somme figurant
dans I'expression. Attention, on ne passe pas les équivalents a I'exponentielle !

Ex 16. 3. Démontrer que les sommes de Newton p, = 0" 4+ zJ' + - -+ + zJ d'un polynéme unitaire a coefficients entiers
sont des entiers.
. 1 ) ) 1
Ex 17. 1.c. On distinguera les cas a < > a > 1 et on fera trés trés attention a I'asymptotique pour le cas > <a<l.
2. Les paquets sont ici de longueur géométrique : [Inn| = p pour n € [|eP| + 1, Le”“ﬂ].

Ex 18. Regrouper les entiers par nombre de chiffres.

2

Ex 19. 1.a. Passer au logarithme et utiliser In(1 4 x) = x — % +0O(x3).

2n
k
Ex 20. 2. Minorer Z 0152) en remarquant que les o(k), pour k € [n+ 1,2n], sont n entiers distincts.

H u 12 y N - , .
Ex 22. On pourra considérer v, = n—'; et se rappeler que, pour I'étude d'un produit infini, c'est bien de prendre le In...

n
In(2k
Ex 26. 3. Considérer Sy, et séparer les indices pairs des indices impairs ; faire apparaitre Z (2/( ).

k=1

Ex 27. 3. Encadrer Hy(p) et Hyp)—1 par définition de ¢(p), puis utiliser le développement de la question 2.

N
Ex 29. 1. Utiliser une tranche de Cauchy i

k=n+1 k

Up 1 1
2. Comparef — a4 —— — ———.
G

Ex 30. 1. Poser R, = Z :—i et effectuer une transformation d'Abel.
3. Utiliser Cauckh>y’15chwarz.
Ex 31. 1. Décomposer rﬁ%p? en éléments simples en p et télescoper.
Ex 32. Sommer par paquets le long des « diagonales » m+ n = ¢, ou le long des « couronnes » max(m, n) = p.

Ex 33. 1. Utiliser les paquets /, = {(p, q) € N? | p4+ g = n} et la formule du bindme.

n
1 -1 n+1
Ex 34. On rappelle que Z = In(n) +v +o(1) et que In(1 4+ x) = Z %x” pour |x| < 1.
k=1 n>1

Ex 35. 3. Pour n fixé, dénombrer les couples (p, q) tels que p + q> =n.
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