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IMPORTANT. En début de DM, indiquer : la formule choisie, le temps passé, I'aide recue (sur quelles questions et
quel type d'aide : camarades, professeur, famille, internet, 1A).

Formules
1. Bases. Probléme 1 (séries). Temps conseillé : 2h max.
2. Intermédiaire. Problémes 1 et 2 (séries et révisions de sup). Temps conseillé : 4h max.

3. Plus difficile. Problemes 1 et 3 (séries et révisions de sup + dures). Temps conseillé : 5h max.

Probléme 1. Séries — BECEAS MP 2023 — Une inégalité entre sommes de
séries

On note & 'ensemble des suites réelles (indexées par N*) a termes strictement positifs

telles que la série Z“n converge. On pose, pour tout élément (a,),en+ de & et pour tout
entier » non nul,

n
”1
o

L'objet de I’exercice est de prouver la convergence de la série Z h;, et de comparer sa somme
a celle de la série ) _ an.

hn:

1. Un premier exemple

On pose, dans cette question, pour tout entier naturel » non nul, a,, = ﬁ
+0oo
(a) Montrer que la série Z a, converge et déterminer la somme Z an.
n=1
(b) i. Calculer, pour tout entier naturel » non nul, la valeur de h,,.
ii. Etablirla convergence de la série Z h,, et déterminer la somme io h,,.
n=1

2. Un second exemple

Soit g un réel de ]0, 1[. On pose, pour tout entier naturel z non nul, a, = q"'l.

+00
(a) Indiquer la valeur de la somme Z an et pour tout entier naturel » non nul, la

n=1
valeur de h,,.

- sy 1
(b) Etablirla convergence delasérie ) _ h, et prouverlamajoration: ) h, < m
n=1 -

Page 1 sur |§I



Saint 26

Louis

S

N. Laillet

DMO1 nlaillet.math@gmail.com

3. Soit n un entier non nul et soit (x1, xp,..., x,) et (y1, y2,..., ¥n) deux n-uplets de nombres
réels.

(a) ProuverI'égalité : (i Jc,-y,-]2 + ) (xiyj - x]’yilz = (i xlz) ( Zn: J/IZ]
i=1 =

1<i<j<n i=1 i=1

(b) En déduire I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

n n n
Y x| <L % \/ZJ’IZ
i=1 i=1 i=1

TG l l

4. Prouver, pour tout entier naturel k non nul, I'inégalité : — =
p & nZ:“k nn+1)2 ~ 2k2

+0c0o 1

On s’intéressera a la monotonie de la suite de terme général uy = — — _
g 2k? gk n(n+1)>2

5. Soit (ay)pen+ un élément de &.

(a) Prouver, pour tout entier naturel #» non nul, I'inégalité :

(5 <L Ra (X )

k=1 %

(b) En déduire, pour tout entier naturel p non nul, I'inégalité :

P 14 1 n )
ey — (3 Ka)
n;l " nz::l n(n+1)? kzz:l
p 4
(c) Prouver, pour tout entier naturel p non nul, I'inégalité : Z h,<2 Z ag:
n=1 k=1

+00 +00
(d) Endéduire la convergence delasérie )_h, etl'inégalité: )" h,<2)_ a,.
1

n=1

6. Soit C un réel strictement positif tel que, pour tout élément (a,),en: de &, 0n a

+00

+00
Y ha<C)_ an
n=1

n=1

On va montrer que C est au moins égal a 2.

. 1 .
On pose, pour tout entier naturel » non nul, an = = ou a est un réel strictement
n

+c0 1 ][2
supérieur a 1 et on rappelle qu'on dispose de I'égalité : Z Pl
n=1 n
+00 n +co 1 71.2

a) Prouverl’inégalité : S —— ———

(a) (4 nzl( +1)a+l/z 6

(b) Prouver, pour tout entier naturel #n non nul, 'inégalité: h, > (a +1) ————

( n+ l)a+1
+oo
(c) Prouverl’égalité: lim ) — = +oo.
a—1:=1 n%

(d) Conclure que C > 2.
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7. On suppose qu'il existe un réel K > 0 tel que, pour toute suite (&) ,en+ a termes réels
+00 +00

strictement positifs dont la série ) a, converge, ona ) a, <K )_ hp.
n=1 n=1

(a) Justifier I'inégalité: K > 1.
On pourra utiliser le résultat de la question 2.

(b) Soit N € N*.On pose gy = 1 et, pour tout entier naturel n non nul,

4
o sidpe[1,N] n=p?
gn= et a, = (g")n
n— n —
1 . (gn i (g™ 1
— sinon.
2”

i. Calculer a, pour n> N2+ 1 et en déduire la convergence de la série Z an.

+o00 +oo
ii. Prouverlesinégalités: > g, <4 et Y an>2N.
n=1 n=1

n
(c) FtablirI'égalité: (g,)" = l_[ ay.

(d) Prouver, pour tout entier naturel n» non nul, I'inégalité h, < g, et en déduire
qu’un tel réel K n’existe pas.

Probléme 2. Reévisions de sup — Petites Mines 2000

Partie I : Etude de la fonction réciproque de la fonction tanh.

On notera respectivement cosh, sinh et tanh les fonctions cosinus hyperbolique, sinus hyperbolique et tangente
hyperbolique définies par :

e +e® e —e " sinh(z) e*—e™®
Vz € R, cosh(z) = ———, sinh(x) = ——— et tanh(x) = = .
(z) 2 (z) 2 () cosh(z) e*+e*
1. — Montrer, en étudiant ses variations, que tanh est une bijection de R sur un intervalle I de R a préciser.

On note artanh («argument tangente hyperbolique») sa réciproque.
— Exprimer la dérivée de tanh en fonction de tanh.
— Démontrer que artanh est impaire.
Démontrer que artanh est dérivable sur I et calculer sa dérivée.

— Exprimer artanh a ’aide de fonctions usuelles.

AN o
\

— Déterminer un développement limité a 'ordre 5 de artanh en O.
Partie II : Etude d’une équation différentielle

Soit ’équation différentielle (E) : xy + 3y = =t

7. — Résoudre (E) sur l'intervalle J =0, 1.

Partie III : Etude d’une équation fonctionnelle

Le but de cette partie est de résoudre le probleme suivant :
déterminer les fonctions f définies sur R, & valeurs réelles et dérivables en 0 qui vérifient :

2f(z)
L+ (f(2))?

Ve e R, f(2z) =

8. — Déterminer les fonctions constantes solutions du probleme posé.
9. — Déterminer les valeurs possibles de f(0) si f est solution.
10. — Montrer que, si f est solution, on a Vo € R, —1 < f(x) < 1.
. . x
(on pourra exprimer f(x) en fonction de f <§> 2

Page 3 sur |§I



Saint 26 .
E Louis . N. Lalllet
DMO1 nlaillet.math@gmail.com
11. — Montrer que si f est solution, — f est aussi solution.
12. — Montrer que tanh est solution du probleme posé.

Dans les questions 13. & 17., on suppose que f est une solution du probléme posé, que f(0) =1 et que f

n’est pas constante.

On considere zy € R, tel que f(zo) # f(0) et 'on définit la suite (u,) par : Vn € N, u, = f (%)

13. — Montrer que la suite (u,) est convergente et préciser sa limite.

14. — Etablir une relation entre u,, et Un+1 ; en déduire que la suite (u,,) garde un signe constant, puis étudier
sa monotonie suivant le signe de uyg.
15. — En utilisant les résultats des questions 13. et 14., aboutir a une contradiction.

16. — Que peut-on dire si ’hypothése « f(0) = 1» est remplacée par I’hypotheése « f(0) = —1» ?

17. — Conclusion ?

Dans les questions 18. & 22., on suppose que f est une solution du probléme posé et que f(0)

=0.

18. — En raisonnant par 'absurde et en considérant une suite du méme type que celle des questions 13. a 17.,

montrer que : Vo € R, f(x) # —1et f(z) # —1.
On définit alors la fonction g par : Vo € R, g(z) = artanh(f(z)).

19. — Montrer que : Vo € R, g(22) = 2g(z).

20. — Montrer que g est dérivable en zéro.
x
f(3)

2n
Montrer que (v,,) est convergente et déterminer sa limite.

21. — Soit x € R* ; on définit la suite (v,) par : Vn € N, v,, =

22. — En déduire que g est linéaire.

23. — Déterminer toutes les fonctions solutions du probléme posé.

Probleme 3. Révisions de sup — Centrale MP 2000

Définitions

Si f est une fonction de classe C* définie sur un ouvert Q C IR et a valeurs réel-
les, on notera, pour p=1, f = fof..of p fois, fonction définie sur le sous-
domaine de @ défini par x€Q| flx) €Q, FA(x)EQ,....f" '(x) €Q}. On appelle
p-cycle de f un ensemble de p éléments {x,..x, }CQ tel que
flxg) = 2y oo flx, o) =2, |, f(x, ;) = x,. On appelle multiplicateur du cycle
la quantité

(FP) (%) = flxo)f(x))--Fl(x,_1) -

Un point x €Q est dit p-périodique s’il est élément d'un p -cycle ; un point
1 - périodique est encore appelé point fixe. Le multiplicateur d’un point périodi-
que x, est alors le multiplicateur du cycle le contenant, qui n’est autre que le
multiplicateur de x, comme point fixe de f” . Le cycle (ou le point p -périodique)
sera dit attractif, super attractif, indifférent ou répulsif suivant que la valeur
absolue de son multiplicateur est strictement inférieure a 1, égale a 0, égale a
1 ou strictement supérieure a 1.
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Partie I - La méthode de Newton pour les polynomes réels

Soit P:IR—IR une fonction polynomiale non constante et
Q={x€R|P(x)=0}. Si x€Q, on définit Np(x) comme étant I'abscisse de
I'intersection de la tangente en (x, P(x)) au graphe de P avec 'axe des x.

I.A - Montrer que :

Plx)

VxEQ,Np(x) = x- P'(x)

I.B -
IB.1) Six€Q,calculer N'p(x).

1.B.2) Soit ¢ un nombre réel.

Montrer que si P(a) = 0, P'(a) =0 alors a est un point fixe super attractif de Np.
Si @ est un zéro d’ordre p =2 de P montrer que N, peut se prolonger par con-
tinuité en a qui devient un point fixe attractif de N, de multiplicateur 1-1/p.

Si x €Q, on dira que la suite de Newton de x par P est bien définie si 'on peut
définir une suite (x,) telle que x, = x et:

VnelN,x, €Q etx,,, = Np(x,).
Dans ce cas, cette suite (x,) sera la suite de Newton de x par P.

I.C - Montrer que si la suite de Newton de x par P est bien définie et converge
vers a € IR alors P(a) = 0.

I.D - Soit réciproquement a € IR un zéro de P.

[.LD.1) Montrer’existence de ¢ >0 tel quesi |y —a| <& alors la suite de Newton
de y par P est bien définie et converge vers a .

On appelle I(a) le plus grand intervalle contenant ¢ et formé de points dont la
suite de Newton par P converge vers a .

I.LD.2) Montrer que c’est un intervalle ouvert ; on ’appelle le bassin immédiat
de a.
LE -
ILE.1) On suppose que P a au moins deux racines réelles. Soit a~ le plus petit
zéro de P ; on suppose que &, le plus petit zéro de P’ vérifie £>a~ et que P’ ne
s’annule pas sur ]-«,&[. Montrer que le bassin immédiat de a~ est égal a
J-,E [.
ILLE.2) On suppose que le bassin immédiat du zéro a« de P est de la forme
lo, B[, o, pPEIR.
Montrer successivement que Np(]a, f[)Cla, B[, que P(a)P'(a)P(B)P'(B)=0, et
enfin que Np(a) = B, Np(B) = a. Ce 2- cycle peut-il étre attractif ?

L.F - Les hypothéses de la question I.LE.2 étant toujours vérifiées, montrer que le
bassin immédiat de a contient un zéro de P".

I.G - On suppose P de degré d =2 possédant d zéros distincts. Montrer que N,
attire tout zéro de P” vers un zéro de P.
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Partie II - Etude algébrique

Soit P un polynéme de C[X] de degré d (on note d°(P) = d ). Dans cette partie
la dérivation est a prendre au sens de la dérivation formelle des polynomes ou
plus généralement des fractions rationnelles et N, est la fraction rationnelle

Np(X) = P(g{))

IL.A - Montrer que si P a d zéros distincts alors R = N, vérifie

R- % Q.S € C[X], PGCD(Q, S)= 1,d°(Q)= d,d°(S)= d -1
*)

et R posséde d points fixes super attractifs

(Un point fixe super attractif de R est un point z€C tel que R(z) = z,
R'(z) = 0).

IL.B - Soit réciproquement R une fraction rationnelle vérifiant ( *). Montrer
qu’il existe P € C[X], de degré d, possédant d zéros distincts, tel que R = Np.

II.C - Deux fractions rationnelles f, g sont dites semblables s’il existe une simi-
litude T(2) = az+b (a,bE C,a=0) telle que si D, D’ désignent les domaines de
définition de f, g (c’est-a-dire le complémentaire dans € de l'ensemble des
poles) alors T(D) = D’ et

VzED', f(z)= T ' ogoT(z).
Sia,beC,a=0 etsiT(z) = az+b montrer que NPo r est semblable & Np.

ILD - Déterminer N, pour P(X) = X, P(X) = X*- 1 montrer que si }1’ est un
polynéme de degré 2 alors N, est semblable az—Zoubienda z> 2+~

2 2 2z
ILE - Pour m € C on définit
P, (2)= 2’ +(m-1)z—m= (z-1)(z" +z2+m), N ,(2) = Np (2)

Montrer que si P est un polynéme de degré 3 alors soit N, est semblable a

ZH 2?2 soit il existe m € C tel que Np est semblable a N,

ILF - Quel est I'intérét des résultats des deux questions précédentes pour
I’étude des suites de Newton par les polyndmes de degré <3 ?
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