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Probleme 1. Séries — BECEAS MP 2023 — Une inégalité entre sommes de
séries

Corrigé de Catherine Aymard pour I'UPS. Une remarque sur la question 2.(b), ou il est écrit directement que Z kgt—t =
k>1

. Démontrons-le :

1
(1-q)?

Z kgl = sz: !

k>1 k>1 i=1
+o00

= ZZ g~ par sommation par paquets, car tous les termes sont positifs.
i=1 k>i

+oo

=Y

i=1 1 q
111
1-gl—qg (1-9?%

1 . . .
1. (a) a, ~ — donc par comparaison a une série de Riemann > a, converge.
n

1 +oo
d n = 1.
nil Ol’lCZa

n=1

1
VneNa,=——
n

(b) i i:n(n—i—l):ng—i—n.

ap,
n 1 n n
Donc Z— :Zk2+2k
=1k k=1 k=1
nn+1)2n+1)  n(n+1)
= +
6 2
_ n(n+1)[2n+1 41
2 3
~n(n+1)(n+2)
. 3 3
Ainsi, h, = ——— =3 an.1.

(n+1)(n+2)

+o00 “+o00
ii. Donc > h, converge et Zhn = 32% =31-a)= g

n=1 n=2
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2. (a) Y_ a, estune série géométrique de raison ¢ € |0, 1[ donc ) a,, converge

o= 1
et;an =17

"1 1—q™
Deplus,za—k = [
k=1

1—q_1

Donc h, =n X ~ng" (1 —q).
1—qg™m
hn, .
hH — ¢ < 1, donc ) h,, converge (critere de D’ Alembert).
OrvVn e N* h, <nqg" 'carVn €N, ¢" < g, et donc 0 —qn < 1.
+00 +00 1
Donc th < quk_l = ﬁ
k=1 k=1 (1-a)
3 (a) n 2 n n
(Tom) =X ama,
i=1 i=1 j=1

V2 > miaiyiy

1<i<j<n

?J?+inxjyiyj

i#j

n
_ E 2
= x;

i=1

n
_§ : 2
= x;

i=1

2y

i#£]

(L) () -t

i=1

Donc,
n 2 n n

(Z%@h) _< xf)(zgﬁ) Zx szxjyzy]

i=1 i=1 = i#] i#]

= miyiziy;—(

i#j

i y;)?

=2) wyiasy— ) (wiy)

1<j 1<j
_ 2
=— E (Tiy; — x;y:)
i<j

= (zm)

i<j

n 2 n n
(b) Comme Z(xz Yj — T y;)? = 0, on déduit que (Z%%) < fo X ny
i=1 j=1

i<j i=1

D’ou I’inégalité de Cauchy-Schwarz.
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4. Soit U = — ;(n——l—l)_’_%
1 1 4 1
u — U= ——————— — ——— _—
TR T 9k + 12 2k k(k+1)2
1
=———-= <0.
2k2(1 + k)2

Donc (ug) est strictement décroissante.
Or (uy,) converge vers 0. Donc Vk € N, uy, > 0, d’ot le résultat.

()

k=1

n k\/a—k>2 n ) n 1
= — ] < k*ay X — par Cauchy-Schwarz
(Za) <xreXa

k=1
(b) L’inégalité précédente montre que h,, < 4

1 n
— ) Ka.
8 n(n+1)32 kz_; i

En sommant ces inégalités pour n € [1, p], on conclut.

(©) p

4 kap = 4
NN
p , p 1
:4;k@kn§=:kn(n+1)2
p ) +oo 1
<4; ak;n(n—i—l)2

+o0
(d) Ainsi zp: ha <2 ay.
k=1

n=1

> h,, est a termes positifs et ses sommes partielles sont majorées.

+o0 +o00
Elle converge donc et Z h, <2 Z .

n=1
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6. (a) +oo " +o0 1 400 1
; (n+ D)o+l ; (n+1)° 7; (n + 1)t
+oo +o0
1 1
=y - 11— Z -
e a+1
—n e (n+1)
B +o0 1 +o0 1
- E B na+1
“+00 1 +00n11 7_‘_2 n=l1
Or a>1 doncZaH\ EZF
n=1 n=1
+o0 +oo 2
n 1 T
Ainsi — = —
n "1 -
®) h, — =) K

E:_ =1 ko1
Qg

k+1
Par comparaison avec une intégrale, k“ < / t* dt.
k

n n+1 a+1
Donc Zk“g/ BT G i
— 1 a+1
. (a+1)n
Ainsi h,n 2 W.

1
c) x— E — est décroissante sur |1, +oo[. Elle admet une limite [ dans R U {+o00}
nfE

enlt.

1
V! 1 , et Vp>1, — > —.
T T

p
Donc, en passant a la limite quand x — +1, Z

1
Or >  — diverge. Donc [ = +oc.
n

—+00 —+o00
1 2

+oo
(d) Ainsi Y h, > (a+

n=1 n=1

2
Donc C’}i;}l >(a+1)1——+£ ]
1
— 6 E n-“
nOZ
n=1 n=1

En faisant tendre « vers 1, on trouve C > 2
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7. (a) Pourq €]0,1] et a,=q""},

+00 —+00 +oo

1 1 K
E h, < = X E e h
— n X (1—(])2 1_q n:1an\ 1_qn:1 n

Donc K >1—¢ pourtoutq €]0,1[. Ainsi,quandg — 0, K >1

() i Sin>N?+4+1, Vpe[l,N], p>#n et p*#n—1.

1
on—1 :

1
Donc, g, = onv n-1=

a, = 2(n—1)2—n2 — 9l-2n_

. . . 1
Donc E a, converge en tant que série géométrique de raison T

n>N2+1
Donc, Y a, converge.
i YneN, g < done S g, < 42 -
2 n=1 2”
Soitn € N tel que n = p? avec p € [[1, N].

22n 2
dot a, = — x 271" =2,
271

4
gn =7~ €l gp1 =

on 2n—1

+00 N
Donc Zan > Zapz =2N.
n=1 p=1
n n k n
[Y 9
() Hak: —h == g
k=1 ket Jk-1 90

(d) Linégalité arithmético-géométrique donne
1
n

1\n 11 1
<H—>n < —Z— ouencore — <
Qg n Qg 9n

k=1 k=1

400 —+00 —+00
Si K existe, 2N <Y a, <KY hy <K x» g, <AK
n=1 n=1 n=1

Ceci valant pour tout /V, on a une contradiction.

S

Probléme 2. Reévisions de sup — Petites Mines 2000

Corrigé UPS.
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ELEMENTS DE CORRECTION DE I’EPREUVE DES MINES SUP 2000

Probléme 1

Partie I
1. tanh’ = COShjos_hSQinhQ = CO;hQ > 0 donc tanh strictement croissante. Or tanh continue, donc tanh
bijection de R sur tanh(R) =] lim_., tanh, lim ;o tanh[=] — 1, 1[ (factoriser par e* ou e™7%).

2. tanh’ = 1 — tanh?.

3. arctanh est définie sur | — 1, 1[ symétrique par rapport a 0. Soit v €] — 1, 1[, Iz € R, u = tanh(z).

arctanh(—u) = arctanh(— tanh(z)) = arctanh(tanh(—z)) = —x = —arctanh(u) donc arctanh im-
paire.
_ ~1 1N 1 _ 1 _ 1
4. arctanh = tanh™" donc Vu €] — 1, 1[, arctanh’(u) = Tl (arctanh () — T tanh(mcranh(@)? — 1o
5. iy = 2(1£u) + 2(1}H¢) et arctanh(u) = [ arctanh’(t) dt pour u €] — 1,1[. Or arctanh(0) = 0 (car
tanh(0) = 0), donc arctanh(u) = (— In(|1 — u|) + In(|1 + u/)) = In ( }j—g)
6. S+ t2 4+ (%)% + o(t*) (car limgu? = 0), d’ott arctanh(u) %f(;‘(l + 12+t + o(th)) dt, soit
arctanh(u) Sut 2ud + 2ud + o(uP).
Partie II
7. (BE) <=y =-32y— m car x # 0 sur |0, 1.
Ona:S8=<¢ |0,1[—R | € R ¢ solution de 'équation homogene y' = —3y sur 0, 1[.
7 — qe 3|zl
Cherchons une solution particuliere sous la forme y(z) = m—lg g(z) pour x €]0, [, avec g € D(]0, 1]).
On trouve ¢'(z) = ==z — 1. Soit donc Vz €]0,1[, g(z) = arctanh(z) — z et y(z) = arCtar;h(m)_m
Ona:8=¢ |0,1[-R |a € R § solution de I'équation (E) sur ]0,1[.
T y(T) + 5
Partie TIT
8. Soit f=a€R,a= 1-2:12 = a=0o0ul+a’>=2ie.a=00oua=1oua=—1.
9. f(0) vérifie ’équation précédente donc f(0) € {—1,0,1}.
10. Vz € R, f(z) = Lﬂé)—z Or a®+1—-2lal = (Jla] = 1) > 0et 1 +a* > 0 donc el <1, dont
|f(2)] < 1.
oo _ _ 2=f=) . 29(x) :
11. Soit g = —f, Vx € R, g(22) = —f(2x) = T2 = Trg@)® done g solution.
2tanh(z) _ 2(e®—e " ®)(e®H+e )2 2r_pg—22
12. V2 € R, {in@? = Gefeeto) (e e = gz = tanh(2z).
13. 1im(2") = 400 donc lim (£2) = 0. Or f dérivable donc continue en 0, d’ott lim(uy,) = f(0) = 1.
14. u, = f (2%) = %ﬁ et 14 uiﬂ > 0 donc le signe de u,, est celui de u,11.
On montre alors par récurrence que : Vn € N, sgn(uy,) = sgn(up).
2
Vn €N, upt1 —up = W et 1 —u2,; >0 (car, d’apreés la question 10), |up41| < 1) donc
n+1
sgn(Up41 — Up) = —Sgn(Up+1) = —sgn(ug), d’ott (uy,)nen croissante si ug < 0 et décroissante sinon.
15. Soit ug > 0, (up)nen décroissante et minorée par -1 (cf question 10) donc elle converge vers
[ = inf((un)nen) < up = f(zo) < 1 absurde (cf question 13).
Un raisonnement analogue est a mener dans le cas ug < 0.
16. Soit g = —f, g(0) = 1 et g solution (cf question 11) donc on aboutit aussi & une contradiction.
17. Au vu de la question 9, on en déduit donc que la seule valeur possible est f(0) = 0.
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18. Supposons qu'il existe 2o € R tel que f(z9) = 1 et définissons (u,)pen comme précédemment.
Montrons par récurrence que : Vn € N, u,, = 1, ceci étant vrai pour n = 0.

St uy, = 1 alors %ﬂ =1 (cf question 14) d’olt up41 = 1.
n+1

Or (up)nen converge vers f(0) = 0 (cf question 13) absurde.

Si f(xg) = —1, on utilisera le raisonnement de la question 16 pour aboutir & une absurdité.
19. Vx € R, tanh(2¢g(x)) = % (cf question 12), or tanh(g(z)) = f(x) donc

tanh(2g(x)) = %z = f(2x) = tanh(g(2z)) ; or tanh injective (cf question 1), donc 2¢g(z) = g(2x).

20. f dérivable en 0 et arctanh dérivable sur |—1, 1] donc en f(0) = 0 d’ot1, par composition, g dérivable
en 0.

21. ¢(0) = arctanh(f(0)) = 0 donc v,, vaut le taux d’accroissement de g en 0 évalué en ==.

271
Or Vz € R,lim (%) = 0 donc lim(v,) = ¢/(0) (car g dérivable en 0).
22. Montrons que : Vz € R, zv, = 2"g (2%) = g(x), ceci étant vrai pour n = 0.
Si le résultat est vrai pour n, alors zyn 41 = 2" x 2g (557) = 2"g (2 X 557) (cf question 19) d’olt
Tup41 = g(z), ce qui permet de conclure par récurrence.
On a donc Vn € N, g(x) = xv,, d’oli, en passant & la limite en n, g(z) = x¢’'(0) = Az avec A = ¢’(0).
g est donc clairement linéaire.
23. On a montré : I\, Vz € R, arctanh(f(z)) = Az, d’ou f(x) = tanh(\x).
Réciproquement, il est aisé de vérifier (cf question 12) qu’une telle fonction est solution.

Probléme 2
Partie I

1. A(0) = 0 donc 0 racine de A donc X divise A, d’ou l'existence de B.
deg(A) = deg(X) + deg(B) et deg(A) = 2n (car A = Zi’;l Ck X*) d’ott deg(B) = 2n — 1.
Le coeff. dominant du produit étant égal au produit des coeff. dominants et le coeff. dominant de
A valant C37 = 1, le coeff. dominant de B vaut 1.

Méme raisonnement pour le coeff. constant : by = C3, = 2n.
2k:7r

2. Soit z € C, A(z) = 0 <= z + 1 racine 2n° de 'unité <= Jk €[[0; 2n — 1], z =€'2n — 1.
On pose donc z, = ez 1 pour k entler entre 0 et 2n — 1.

2 = e'on (ei% - e_i%) = 2isin (&) ¢ 5w = 2sin (57) (icos (5) — sin (42)).

. _ y1j=n+l . (2n—g)m ])71' j=2n—1 j=2n—1 Jm
3. Posons j =2n—k,ona P, = [[;25, lsm( =[[;= sin 7r—— == sin(g;)-

On a donc P? = P, xPn—HJ —an- 1sin( ) Qn.

4. Ona B = Hk n— 1(X — 2;) donc (—1)%—t Hk =1 = by, soit Hk -l — by = —2n.
De plus, [[f=2""" 2, = [[}=2"~ 1QZsm(lm) eitn = 9n—1;2n— 1exp( Zz - 1k> [1E=3" " sin (47).
d’ou Hk n=l, — 92n— 1= 1)nexp(Q” 1z7r)Qn,orexp( 1z7r)—e nme=iy = =0 1) d’ou
Qn:2nx21_2":4n%1etp _2"@1'

5. Vk <2n—1,3B;, € R[X], A= (X — 2z) By, donc A’ = (X — z3,) B}, + By, d’ott By(z) = A’ (z1).
Or ﬁ est le coeff. de la partie polaire relative au pole z;, de F et A’ = 2n(X + 1)~ d’ou

ckm
k= 2n 1 1 k=2n—1 2ne ''n
F= Z Al (zp) (X — Zk) k=0 X—z °

Partie 11

6. Soit f = alg avec a € C, on a ((a +1)2" — 1)IE = 0O, or alg inversible pour a # 0 donc on a
(a+1)2" —1=0,ie. f solution <= Fk €[0; 2n — 1], a = 2.

7.4 = (]- + 1)2n = Ziign Cén et 0= (_1 + 1)2n = iign(_l)kcgn = Zk pair Cécn - Zk impair Ck
Onadonc S+ 5 =4"et S-S =0,dou S =9 =2x4"1L

8. Onas®=sos=1 E et s et I commutent donc, d’ apres la formule du binéme,
(s+Ip)—Ip =Y 1o Ch s 17  —Tp =3 02n12 + 2k tmpair Cons — Ip = S's + (S —1)I5.
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Probleme 3. Révisions de sup — Centrale MP 2000

Corrigé UPS. Remarque : le corrigé va un peu vite sur certains points :
e Question I.B.2, il faut proprement appliquer le théoréme de prolongement du caractére ¢*.

e Question I.D.1, on n'a pas de théoréme de point fixe en sup, en tout cas pas celui invoqué. Mais on peut démontrer
les choses a la main :
Notons p la multiplicité de a dans P. D'aprés |.B.2, Np est définie au voisinage de a (quitte a la prolonger par conti-
nuité en posant Np(a) = a, ce qui est déja vrai si P'(a) # 0), elle est continue en a, et Np(a) = a, XI@a Np(x) =

1 1 1
1——.Posons k=1——,desorteque 1 — — < k <1.
p 2p p

. 1 .
Comme P’ n'a qu'un nombre fini de zéros et que Np(x) — 1 — i on peut choisir € > 0 tel que, sur I = [a—

€, a+ €|, P’ ne s'annule pas, sauf peut-étre en a et [Np(t)| < k pour tout t dans I\ {a}.

Soit x € I. Sur le segment [a, x] ou [x, a], la fonction Np est continue, et dérivable & I'intérieur, et, pour tout
t dans I'intervalle, |[Np(t)| < k. Ainsi, par I'inégalité des accroissements finis, |[Np(x) — a| = |Np(x) — Np(a)| <
klx —al < ke < e.

En particulier Np(x) € 1 : l'intervalle T est stable par Np.
Soit y € T et (x,) la suite définie par xg = y et x,01 = Np (x,). Par récurrence, elle est bien définie, a valeurs dans
I, et, pour tout n, |x, — a] < k"|y — a il 0, puisque 0 < k < 1. Ainsi, x, — a.

n—-+o00
e Question |I.E.1, il est fait mention de I' egahte de Taylor-Lagrange (plus au programme) mais la convexité n'est pas
utilisée...
On peut supposer P” > 0 sur ] — oo, €[, quitte a changer P en —P.

Ainsi, P" est strictement croissante sur | — oo, €] et P'(€) = 0, donc P’ < 0 sur ] — oo, €[, qui est donc inclus dans

Q. On en déduit que P est strictement décroissante sur | — 0o, £]. De plus, P(a~) = 0, ce qui implique que P >0

sur]—oo,a”].

Or, Np envoie | — oo, £[ dans | — 0o, a|. Comme P est convexe sur | — oo, £[, sa courbe est au-dessus de ses

tangentes (celle en x en particulier), ce qui implique, en évaluant en a~, que 0 =P (a~) > P(x)+ P'(x) (a~ — x).

ooy P
P'(x)

Np(x) = x —

+a” —x >0, soit Np(x) <a. Or, Np croit sur | —oo,a ]. Six < a~, P(x) >0et P'(x) <0, donc

P(x)

P'(x) ~

Ainsi, si xg €] — 00,&[C Q, alors x; < a~, puis par récurrence immédiate, x, < a~ pour tout n. La suite est

croissante et majorée par a~, donc, par le théoréme de la limite monotone, on dispose de £ € R tel que x, —+> L.
n—-+oo

De plus, par continuité, Np(£) = £, donc P(£) = 0 d'apres I.C, donc £ = a~ car a~est le plus petit zéro de P.
Enfin P'(§) =0donc £ ¢ Q, et £¢1(a), doul(a)=]— o0&l
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1 Centrale MP Math 1 2000

Partie I - La méthode de Newton pour les polynomes réels

P est un polyndéme non constant donc P’ n’est pas identiquement nul :
Q={zeR | P'(z)#0} est un ouvert de R, succession finie d’intervalles ouverts.
I.A - L’équation de la tangente en (x, P(x)) au graphe de P est : Y = P(x) + P'(x).[X — z]
Pour z € Q , elle coupe I’axe des x au point d’abscisse X telle que : P(x)+ P'(x).[X —x] =0

P
dot: VreQ, Np(x)=z-— P’((fc))
P"(x)P
I.B.1) - Np fraction rationnelle, est de classe C*® sur Q, et Nj(z) = (z) f) sur )
[P (x)
I.B.2) -Si P(a)=0et P’(a) #0, a est un zéro simple de P, et on a : NI,D(a) —a
Np(a) =0

| a est un point fixe super attractif de Np. |
Si a est un zéro d’ordre p > 2 de P, on peut factoriser : P(z) = [z —a]”.Q(z) avec Q € R[X] et

Qa) #0

ainsi { P'(2) = ple — )" Q) + [ — a]”.Q'(x)

P'(z)=pp—1) [z —a’*.Q@)+2p[r—a]"" .Q"(z) + [z —a]”.Q"(x)
[z — a].Q(x)

p-Qx) + [z — a].Q'(x)
[pto = 1).0) + [~ Q') + 2~ a* Q") (¢~ @) Q)

dou: Ve € Q, Np(x)=z—

et Np(x)=
p-Q(@) + [z — a] .Q"(x)]”
lim Np(z) =a
—
Les deux fonctions ont une limite finies : x_ ¢ p—1 1 , Np étant C'*° au voisinage de
lim Nj(z) =——=1——
Tr—a p p

a.
Np est prolongeable par continuité en a, son prolongement par continuité est dérivable en a, et méme C'*
en a.

1 1
On le note encore Np : Nj(a) =1—— | a est un point fixe attractif de Np de multiplicateur 1 — —

p p
I.C- Ona YVneN |, z,€Q et xp41 = Np(z,) Ainsi: Vn €N  P(x,) = P'(zy). [Tn — Tny1]
Si la suite est bien définie et tend vers a, en passant a la limite, par continuité de P et P’ P(a) =0

I.D.1) - Si on note encore p I'ordre de a comme zéro de P : Np est C! au voisinage de a et Nj(a) =1— =

1
Donc: e >0, Vc€|a—e,a+¢] |N1’3(c)|§1—2—<1

Np est ainsi strictement contractante sur un fermé de R complet, par le théoreme du point fixe :
toutes les suites récurrentes pour zg =1y € [a — €, a + €| convergent vers a I'unique point fixe de Np
dans ce fermé.

1.D.2) - L’ensemble formé des points dont la suite de Newton par P converge vers a contient [a —e,a + ¢].

Définissons : N*(a)={z>a / Vy€ [a,x] , lasuite de Newton de y par P converge vers a}

N *(a) est un intervalle contenant a. Soit [ = sup (N *(a))

Si I’ensemble N T(a) est borné, € R et B>a+¢
Supposons 3 € N *(a), la suite de Newton de 3 converge vers a et il existe ng € N
tel que Bn, = (Np)"™ (B) € } a— %, a+ g [, mais alors (Np)"° est continue au voisinage de 3
et donc pour y assez proche de f3, et supérieur & 3, yn, = (Np)"™ (y) € ]a —¢,a +¢]
la suite converge donc ensuite vers a , et il existerait des éléments de N T (a) strictement supérieur a 3

Absurde : N*(a) =[a,8] Si N T(a)n’est pas borné alors: N *(a) = [a, 00|

De méme a gauche de a :

[le bassin immédiat I(a) = N ~(a) UN T(a) de a est un intervalle ouvert de R |

I.E.1) - P” ne s’annulle pas sur |— 00, [, supposons| P” >0 sur |— oo, £]

alors P’ croit strictement vers 0 sur |— o0, &[ donc | P/ <0 sur |—oo,§ [| et P décroit strictement
de +o0
jusqu'a P(&) en passant par P(a™) =0 | P >0 sur]—oo,a_[| et | P <0 sur]a_,£[|
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Pour tout z € |— o0, [ par Taylor-Lagrange, il existe ¢ € Ja™, z[ tel que :
1
P(a) = P(z) +[a — 2] P'(z) + 5 [a - 2> P"(c)
P(x) P'(z)[x —a] — P(z)+ P(a) P"(c) [x—a]2
N — = — — = = O
ple)—a=o—a= 505 P'(x) 2P(z)
Quelque soit le point de départ xp € |— 00, [, le premier terme x; est dans |— oo, a ™|,

et | les autres termes de la suite resteront majorés par a~, la suite est bien définie. |
P(z)
P'(z)
Par croissance majorée, Vg € |— o0, §] 1| a suite converge vers une limite /¢ |et ona {<a~

et ol par continuité : Np(¢) =¢ . Avec I.C : P({)=0 donc : | L=a"
Le bassin immédiat de a~ contient donc |— 0o, [ mais ne peut contenir ¢ ou la suite n’est pas définie.

De plus Vo € |—o00,a”[ Np(z) =z —

> et la suite est donc croissante a partir de .

donc :| le bassin immédiat de a~ égale donc ]— o0, §] |

Il en est de méme dans le cas P” < 0 sur |— oo, &|
I.E.2) Le bassin immédiat de a est & extrémités réelles : I(a) =] a, f]

e AvecI.D.2): I(a) ={x / Vy € [a,z]|, la suite de Newton de y par P converge vers a}

Supposons que z € I(a) et que Np(z) ¢ I(a) alors il existe z dans [a, Np(z)] tel que la suite de Newton de
z par P ne converge pas vers a. Mais z € [Np(a), Np(x)], donc par le théoréme des valeurs intermédiaires, il
existe y € [a, x] tel que z = Np(y). La suite de Newton de y suit alors celle de z, elle ne converge pas vers a.
Contradiction sur = € I(a).

Donc : |Np(] a, ) C e, 5[|

Note : si y = Np(z) la suite de Newton de y = 1 est obtenue par simple décalage & partir de celle de x
Vn eN, y, =z,41 elle est donc définie et convergente vers la méme limite a.

e Si P(a)=0 puisque P(a) =0 avec le théoreme de Rolle: 3¢ € Ja,a] C|a, B[ tel que P'(§) =0
La suite de Newton de £ n’est alors pas définie et cela contredit la définition du bassin immédiat.
De méme si P(8) =0

Si P'(a) =0, puisque P(a)# 0 , par continuité de P et P’ quand x — o™ | Np(z)| — oo
Pabscisse du point d’intersection de la tangente avec Oz part a 'infini et donc Np(z) ¢ |, 5]
De méme si P'(8) =0 |ainsi P(a)P'(a)P(B)P'(B) # O|

e Il n’y a aucun autre zéro de P que a sur [«, 8] ( toujours avec Rolle ) et P’ ne s’annule pas sur [«, 3],
sauf peut-étre en a ( zéro d’ordre p > 2 ), par continuité elle reste non nulle sur un voisinage de «,
et sur un voisinage de [ .
Il existe alors 77 >0 tel que Np soit C' (au moins ) sur un intervalle Ja —n, 3+ 7|

avec un seul probléme éventuel en a. Donc : |N pla) € |a,pf] | par continuité.

Mais si Np(a) € Ja, (] , la suite de Newton de Np () serait bien définie et convergerait vers a
celle de a aussi ( simple décallage ) donc a € Ja, B[ absurde . D’'ott Np(a) =a ou f

Np(a) =« enun point « ou P’(a) # 0 entrainerait P(a) =0 qu’on a exclu. |Np(a) =03

De méme Les extrémités du bassin immédiat d’'un zéro de P constituent un 2-cycle.
e Si ce 2-cycle était attractif : en notant Mp = Np o Np on aurait Mp(a) =a et Mj(a) <1
Mp étant C! au voisinage de «, elle resterait strictement contractante sur un [ — e, + ¢} ot € > 0
Pour z € |o,a+¢] la suite extraite de la suite de Newton (z2,),cy convergerait vers a, ce qui
contredit
la définition de I(a) =]a«, B[ puisque z, — a . | Ce 2-cycle ne peut étre attractif. |

: __P(a) P(B)
I.F-Ona.ﬁ—a——P,(a) P'(5)

Pla) et P(B) sont de signes opposés, |P(a)P’(a)P(6)P’(6) < 0|

P'(a) P'(B)
N, — N, N, —
Np est C! (au moins ) sur un intervalle Ja —n, 8+ n[ et pour z > « P(a;)j — aP(a) = I;(i)a p

par passage a la limite quand z — o™ on assure : Nj(a) < 0. Mais Nj(a) =0 rendrait le 2-cycle

N, — N, — N,
(a, B) super-attractif, ce qu’il n’est pas : | Nj(a) < 0| De méme : r(8) r(z) — p(2) <0

B —x B —x
et D'oit : [ P(a)P"(a)P(B)P"(8) > 0]

e Premier cas : si P’ ne s’annulle pas sur [«, 8] ( elle ne pourrait s’annuller qu’en a )

et a—f=—

avec P(a) P’ () P(B)P(B) # 0

<0
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P'(a) et P'(B) ont méme signe, P'()P'(8) >0 d'olt P(a)P(8) <0 et | P"(a)P"(8) <0|
il existe | c€la, B[ ou P"(c) = O|
e Second cas : si P’ s’annulle sur [, ] elle ne s’annulle qu’en «a

—1
Ni(a) <0 alors que Nlé(a):p— >0 il existe| c€la,a[ o Nji(c) =0 donc P”(c):O|

L.G - P admet d = d°(P) racines réelles distinctes ordonnées : (ax),j, Entre deux zéros successifs de P

il existe un zéro de P’ qui admet donc d — 1 racines réelles distinctes : (§);<p<y_q avec & € Jag, ap41[
de méme P’ admet d — 2 racines réelles distinctes : ((x);<pcgo OU Ck € |k, Epta

Le bassin immédiat de a; = a~ est |—00,&;1[ et ne contient pas de zéros de P, de méme celui de ag = a™
Pour k€ {1,---,d—2} lebassin immédiat de ay; est de la forme Jagy1, Bk+1[ , ne contient pas de racine
de P’

( P n’a pas de racines multiples ) mais contient une racine de P" :  (x € |ak+1, Be+1] C |k, Epta]

| Np attire tout zéro P" vers un zéro de P|

Partie II - Etude algébrique

IILA - Pourd=1 Np(X)=R(X)= b pour P(X)=p1 X +po et (*) n’est pas vraie: d°(Q) =d—1
Po

On supposera donc et P(X)=paXT+ - -+p1 X +po
ainsi le terme de plus haut degré de Q(X) = X P/(X) — P(X) vaut (d— 1)psX? et d°(Q) =d
S = P’ est de degré d°(S)=d—1
PGCD(Q,S) = PGCD(P,P')=1 puisque P a d racines simples dans C.

P PII
R(z)=2z et R'(2) = % =0 pour une racine de P | R vérifie (¥*) |
z
IL.B - Notons (zx);,<, les points fixes de R et P le polynoéme : |P(X) =[] (X —z)
== 1<k<d
X)—-X.5(X
La fraction rationnelle R(X)—X = Q )S(X) (X) s’annule sur les (2x); <j<4 distincts, son numérateur

aussi, et d°(Q(X) — X.5(X)) <d donc il existe A € C tel que | Q(X) - X.5(X)=\PX) |

et car sinon PGCD(Q,S) =S

' T AP(X) o P
Alors: R(X) =X+ S(X) et R/ (X)=1+ A\ SO0
A [P/(X)S(X) — S'(X)P(X)] + [S(X)]?est nul sur les (2k)1 <p<q distincts, et dans Cag_o [X]
C’est donc un multiple de P(X), avec un quotient U(X) dans Cg4_2 [X]
ainsi avec Q — X.S=A.P A[AP'S—S'(Q—X.9)]+\NS?2=U.[Q — X.9]
dott: [AS+ AP+ AX.S' + XU S =[U+A\8"Q
mais PGCD(Q,S) =1 donc S de degré d — 1 divise [U + \.S'] de Cy_2 [X]

dou: U+AS" =0 et A.S+A2.P'=0 dou | S=—-\P’

P(X)
PI(X) pour P(X)= 151;[91()( — 1)

est nul sur les (Zk)1<k<d

Ainsi: |R(X) =X+

1 b
I1.C - a # 0 la fonction réciproque de T' est définie sur C par T ~!(z) = = z — — c’est aussi une similitude.
a a
Remarque : la relation de similitude est une relation d’équivalence ( réflexive, symétrique et transitive )
Notons : D ={2€ C | P’(z) #0} c’est le domaine de définition de Np ( aux pdles multiples pres )

Le polynéme PoT est définie par PoT (X) = P(a.X +b) et donc (PoT)’'(X)=a.P'(a.X + )
ainsi sur D' =T ~ (D)

P(a.z+Db) P(a.z+b)
ToNp, =a.|z— ——F7"= b= (a. b) — —— = Np(a. b
° Npor(z) = a {Z a.P’(a.z—i—b)} + (a.2+5) P’(a.z+1b) plaz+0)
donc : |TONPOT:NP oT ainsi Npor et Np sont semblables|
II.D - Remarquons que | VA # 0 N,\_p:Np|
X
. Pour Q1(X)=X? ona: NQI(X):E
X 1
Pour Q2(X)=X?—-1=(X—-1)(X+1) ona: NQQ(X):E—FK
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e Si P est un polynome de degré 2, P(X) =a. X2+ B8.X +7 oua#0
) premier cas : une racine double z;  P(X) = a.(X — z1)?
il admet dans C second cas : deux racines distinctes z1 et 22 P(X) = a.(X — 21)(X — 22)

Dans le premier cas : T(z) = z + z; est une similitude, et Po T (X) = a.Q1(X)

associée a la fraction rationnelle : —

Np est semblable & Npor = No.g, = Ng,

2
. . . a+b=2z
Dans le second cas : on cherche T qui envoie le couple (1,—1) sur (z1,22) soit atb— =
- =22
. 1 1
Sil'on prend : | a = 3 [21 — 22] et b= 5 [z21+22] et T(X)=a.X+Db
alors: PoT(X) € Cqo[X], PoT(1)=P(21)=0 PoT(—1)=P(z2)=0
et son coefficient dominant vaut a.a? # 0 d’ou : |P oT (X) = a.a’.Q2(X) |
X 1
|Np est semblable & Npor = Ny 2.0, = Ng, | associée a la fraction rationnelle : 5 + %

ILE - Posons: P(X)=a.X3+B.X24+~7X+d§ ona#0
Premier cas : P admet une racine triple z; P(X) = a.(X — )3
T(z) = z + 21 est une similitude, et Po T (X) = aX?

2.X
Np est semblable & Np.r = N, x3 = Nxs associée a la fraction rationnelle : =

Deuxiéme cas : P admet une racine double z; et une simple zo  P(X) = a.(X — 21)?(X — 22)
1 1
On peut choisir | a = 3 [21 — 22] et b= 3 [2.21 4+ 22] et T(X)=a.X+b| alors T(1) = z; et
T(—2) =2z dou: PoT(1)=0 PoT(-2)=0 et (PoT) (1)=a.P'(z1)=0
dott: [PoT(X)=a.a®>P_y(X)=0a.a’(X -1)*(X +2) =a.a®. [X?—-3.X + 2]
- ] C2(X3-1) 2[X?4+X+1
|Np est semblable & Npor = Ny 42 p, = N_2| égale a 3X2_1) 3 [ X1

} Troisiéme

cas : P admet trois racines simples : z1, 2o et z3
Il n’y a pas de similitude appliquant les racines (1, us,us) de P, sur les racines (z1, z2,23) de P
une similitude conserve les angles, et ces deux triangles n’ont pas, a priori, les mémes angles.
Cherchons brutalement s’il existe (a,b,m,\) € C* telsque P,p,oT =XP (a#0etAX#0)
X3 +3a%b.X%+ [3ab® +a(m —1)] X+ [*+b(m—1) —m] = X [a. X3+ B.X? +v.X + ]
3 2
d’ou : )\:a— , b:%, m=1+a? M
e 3a 3a?
dans la 4%¢™¢ g doit vérifier : a® [27(12(5 +2B3 — 9a67] +9d%« [30(7 — 62] +27a% =0
ce qui est possible car [27(12(5 +2B3 — 9a67] et « [30(7 — 62] ne sont pas simultannément nuls

puisque 'unique racine de P”" qui vaut ¢ = 34 n’est pas racine de P et P’ simultannément.
@

avec les trois premieres relations

On peut donc trouver (a,b,m,\) convenables (a#0et A#0) et | Np est semblable & N, |
. , o rg=2€ C donné et
IL.F - Les suites récurrentes définies par { VneN  ani = R(z)
R et S semblables, se correspondent par similitude :
sio vneN y,=T Y=z, alors VneN y,1 =T roRoT (y,) = Syn)
Donc leur comportement dynamique : convergence, cycles, attractivité etc... se conservent.
Pour étudier tous les comportements dynamiques des suites de Newton des polynémes de C3 [X],
il suffit d’étudier ceux des suites récurrentes associées aux fonctions :

1 2z ¢ cC 2224+ m
-— L, Z — € our m zZ I —
22 3 &P 32+m—1

de deux fractions rationnelles

»—)Z »—)Z—f—
z - z -
2’ 2

Partie III - Etude analytique du cas cubique réel

III.A.1) - 2; = 1 est racine apparente de P,,(X) = (X — 1)(X? + X + m) qui aura donc trois racines

complexes distinctes, si et seulement si
( 1 n’est pas racine de (X2 + X +m) ) et ( (X2 + X + m) n’a pas de racine double )

1
si et seulement si | (m # —2) et <m + Z)

II1.A.2) - Pour m > 1 ladérivée P/ (r)=3.2°+m —1 reste strictement positive sur R.
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