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Présentation et mode d’emploi

Qu’est-ce que ce cahier ?

Ce cahier est un cahier de calcul, basé sur le programme de mathématiques college/lycée ainsi que sur le
programme de premiere année post-Bac. Il ne se substitue en aucun cas aux TD donnés par votre professeur de
maths mais est un outil pour vous aider a vous améliorer en calcul.

A quoi sert-il ?

En mathématiques, la technique et le calcul sont fondamentaux.

Sans technique, il est impossible de correctement appréhender une question mathématique. De méme que 1’on
doit faire des gammes et beaucoup pratiquer lorsque ’on apprend un instrument, on doit calculer réguliérement
lorsque 'on pratique les mathématiques, notamment en CPGE et dans les études post-Bac.

Comment est-il organisé ?

Ce cahier comporte plusieurs parties :

e Un sommaire vous permettant de voir d’un seul coup d’ceil les différentes fiches et de noter celles que vous
avez déja faites ou pas.

¢ Une partie de calculs élémentaires, faisables des le début de la premiére année, centrée sur les calculs
« de base » : développement, factorisation, racines carrées, fractions, etc. Cela peut vous paraitre simple,
mais sachez que ce type d’erreur de calcul est toujours fréquent, méme en spé, méme sur les copies de
concours. Travailler les techniques élémentaires de calcul vous facilitera grandement la vie!

o Une partie liée au programme de premiere année : sont indiqués précisément les chapitres nécessaires pour
pouvoir aborder chaque fiche de calcul.

o Les réponses brutes ainsi que les corrigés détaillés, qui sont a la fin du cahier.
Chaque fiche de calcul est organisée ainsi :

o Une présentation du théme de la fiche et des prérequis (notamment, pour des techniques propres a certaines
filieres, on précise de quelle filiere il s’agit)

o Une liste de calculs, dont le temps de résolution (incluant la longueur et la technicité du calcul) est
symbolisé par une ( ©), deux ( 00), trois (| OOO) ou quatre (OOO®) horloges.

e Vous étes invité a écrire directement les réponses dans les cadres prévus a cet effet.




Comment ’'utiliser ?

Un travail personnalisé.

Ce cahier de calcul est prévu pour étre utilisé en autonomie.

Choisissez les calculs que vous faites en fonction des difficultés que vous rencontrez et des chapitres que
vous étudiez, ou bien en fonction des conseils de votre professeur de mathématiques.

Pensez aussi a 'utiliser a 'issue d’'un DS ou d’une colle, lorsque vous vous étes rendu compte que certains
points de calcul étaient mal maitrisés.

Enfin, ne cherchez pas a faire linéairement ce cahier : les fiches ne sont pas a faire dans 'ordre, mais en
fonction des points que vous souhaitez travailler.

Un travail régulier.

Essayez de pratiquer les calculs & un rythme régulier : une quinzaine de minutes par jour par exemple.
Privilégiez un travail régulier sur le long terme plutdt qu’un objectif du type « faire 10 fiches par jour
pendant les vacances » .

Point important : pour réussir a calculer, il faut répéter. C’est pour cela que nous avons mis plusieurs
exemples illustrant chaque technique de calcul.

Il peut étre utile de parfois refaire certains calculs : n’hésitez pas a cacher les réponses déja écrites dans
les cadres, ou a écrire vos réponses dans les cadres au crayon a papier.

Un travail efficace.

Attention a l'utilisation des réponses et des corrigés : il est important de chercher suffisamment par vous-
méme avant de regarder les réponses et/ou les corrigés. Il faut vraiment faire les calculs afin que le
corrigé vous soit profitable.

N’hésitez pas a ne faire qu’en partie une feuille de calculs : il peut étre utile de revenir plusieurs fois a une
méme feuille, afin de voir a quel point telle technique a bien été assimilée.

La progression

Avoir une solide technique de calcul s’acquiert sur le long terme, mais si vous étudiez sérieusement les fiches de
ce cahier, vous verrez assez rapidement des progrés apparaitre, en colle, en DS, etc. Une bonne connaissance
du cours combinée a une plus grande aisance en calcul, ¢’est un trés beau tremplin vers la réussite en prépa ou
dans vos études !

Une erreur 7 Une remarque ?

Si jamais vous voyez une erreur d’énoncé ou de corrigé, ou bien si vous avez une remarque a faire, n’hésitez pas
a écrire a 'adresse cahierdecalcul@gmail.com. Si vous pensez avoir décelé une erreur, merci de donner aussi
I'identifiant de la fiche, écrit en gris clair en haut a droite de chaque fiche.
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Fiche de calcul n°1

Fractions

Prérequis
Reégles de calcul sur les fractions.

Calculs dans ’ensemble des rationnels

001A

— Simplification de fractions. 00
Simplifier les fractions suivantes (la lettre k désigne un entier naturel non nul).
) 32 ) 2771 % 42
A) o i C) o
10 “ Aot
1 _9)2k+1 2k—1
B) 83X o e q EXTT xS
42 4k x 3—k+1
— Sommes, produits, quotients, puissances. 00
Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.
2 1 36 15
o e — X — Xb ..
9 173 ) 25X
2 2 6
b) = =02 ... d) ——+(—=) e
) 3 ) 15 ( 5)
alcul 1.3 000
Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.
11 1 1
2X 3 X DX T (2 o o o) e
a) 2x3x5xT)(5+5+5+3)
b) 136 28 . 62 o 21
15 =t 1o G TCTTTeeeeeeeTeeneereeseesei
) 510 x 73 — 25° x 492
C) o e
(125 x 7)3 + 52 x 143
Q) 1978 x 19794+ 1 980 x 21 + 1958
T 080X 1 070 — L 078 )L 070~ ' " ottt esee e
Calcul 1.4/ — Un petit calcul. ]
) 05—-24+=2 05—24+1-02
Ecrire — 517 537 = 73 74 sous forme d’une fraction irréductible. ..........
s-wtx  s-it3z—35
— Le calcul littéral a la rescousse. 00
En utilisant les identités remarquables et le calcul littéral, calculer les nombres suivants.
) 2 022 ) 1235 x 2469 —1 234
a .. ) —————————— ..
(=2 022)2 + (-2 021)(2 023) 1234 x 2469+ 1 235
b 2 0212 d) 4 002
) 202024202222 1000 x1002—-999 x 1001 "
Fiche n° 1. Fractions 3



— Les fractions et le calcul littéral.

Mettre sous la forme d’une seule fraction, qu’on écrira sous la forme la plus simple possible.

1 11 .
a) ST —EpourneN .............................................
313 2
b) ((Z__bb)2 - (c;—ibb) pour (a,b) € Z?, distincts deux & deux. .....................
6(n+1)
c) %ﬁn—?) pour m € N*\ {1}, oo
nZ(n—1)%

— Le quotient de deux sommes de Gauss.

,n2

2. k (p+1)
Simplifier k:O pour tout n € N*, en utilisant la formule 1 +2+---+p = b p2

Sk

k=0

“alcul 1.8 — Décomposition en somme d’une partie entiére et d’une partie décimale.

, b
Soit k € R\ {1} et € R\ {2}. Ecrire les fractions suivantes sous la forme a + ¥ aveca et b entiers et X € R.

29 k Jr —1
— b) —— ... .
%) % - A
— Un produit de fractions. )
. 1 1 9 9
Soit t € R\ {—1}. On donne A = T2 A+1? et B= (1+t*)(1+1)°
Simplifier AB autant que possible. ....... .. . e
Comparaison
alcul 1.10] — Reégles de comparaison. L
Comparer les fractions suivantes avec le signe « > », « < » ou « = ».
3 5 12 10 125 105
= e b) —...— ...... — = ...
9 5 ETRET 9 35 m
— Produit en croix. L]
21 104 34
Les nombres A = % e = % sont-ils égaux? Ouiounon? ........ ...t
— Produit en croix. o

100 001 ot
1 000 001

1 000 001

A = = —
On pose 10 000 001

Réponses mélangées

cat-on A>B, A=BouA<B?......

-1 ab 12 10 1 nd+n
2 3 bl e - 247 1 000

n(n+1)>2 a—"> A 117 12 2 . n+1
10 5 3 203 1 3 5
ot 2 022 _ Z id aid - = 252
0 5 3tyi s " 5 6 579
16 1 125
4 e 1 - 5 _ 3k—2 N 1 - -
+ A>B 3% 2 2x%x3 on + 1 o5

o Ol

21

105

» |Réponses et corrigés page ??|
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Fiche de calcul n°2 002A
Puissances
Prérequis
Opérations sur les puissances (produits, quotients), décompostion en facteurs
premiers, sommes d’expressions fractionnaires (méme dénominateur), identités
remarquables, factorisations et développements simples.
o
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme d’une puissance de 10.
10° (105 -1073)5
10°-10% .......... T, —_—
2) ) 1 ®) 05109
1075 3)=5. 105
b) (10°) ..o ) o ) Qo) 107
10_3 103 . 10_5 ......
o
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme a™ avec a et n deux entiers relatifs.
25 65
a) 3t.5% c) SECIRLLRRLIRREREE e) PRIRREERTEEIPRES
— _ (304)7
b) (5°)7% ... d) (=7)?%-(-7)75 f) SIS R
00
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme 2" - 37, ot n et p sont deux entiers relatifs.
23 .32 322 4 321
Q) e C)  Tor o e
34.28.6-1 322 _ 321
2 (_o9\4)8
b) 221 42% d) (3(—2))_2 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
((=3)°-29)
000
Dans chaque cas, simplifier au maximum.
|17 .66 1272 . 154
A) s e C) oo e
9—3.942 252 . 184
) 552 .12172.1252 a) 363 - 705 - 102
975 GOG=Z . g5d e 148 982 56
000
Dans chaque cas, simplifier au maximum ’expression en fonction du réel x.
T 2 2 x? 28 222
a) - — c) ——
r—1 z+1 22-1 22—z x¥+a22 xP-—=x
2 1 8 1 x+2 2
b -t d) " +——4+—— .
) x4+ 2 x—2+x2—4 ) .17+$2—4 72 — 21
Réponses mélangées
T 4 2z 221 .3 1015 11 5—6 238 . 326
z+1 z+1
10? 108 1072 274.371 26.5 35 (=7)72
2 4 7 -8 10 1 28
10 8 2 10 3 3 2
r—2 r—2

» |Réponses et corrigés page ??|
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Fiche de calcul n°3 003A
Calcul littéral

Prérequis
Les identités remarquables.

Développer, réduire et ordonner

Dans cette section, on tachera de mener les calculs avec le minimum d’étapes. Idéalement, on écrira directement
le résultat. La variable x représente un nombre réel (ou complexe).

Calcul 3.1 ()
Développer, réduire et ordonner les expressions suivantes selon les puissances décroissantes de x.
1\3
a) (21;2) .................... d) (e+1)*@-1)(22+z+1) ...
2

b) (z— 132 +a4+1) ) (=17 (z+1)(@*+z+1) ...

C) (x—|—1)2(1’—1)(x2—x—|—1) f) (1}2+LL‘+1)(I’27I+1) .......

o

Développer, réduire et ordonner les expressions polynomiales suivantes selon les puissances croissantes de .

a) (x—2)°(-2?+32-1) =2z - 1)@ +2) .ot

b) (224 3)(52 — 8) — (22 — 4)(5Z — 1) +\ e

c) ((1‘+1)2(x71)(m2fx+1)+1)xf:c6fx5+2 .......................

) (@+D(@—1)2 =22+ 2 4F1) o

Factoriser

Calcul 3.3| — Petite mise en jambe. ]

Factoriser les expressions polynomiales de la variable réelle x suivantes.

a) —(6x+T)(62 — 1) +362% —49 ..o

b) 25 — (102 4 3)% oo

¢) (62 —8)(4x — 5) 43627 — 64 ..t

d) (=97 — 8)(87 + 8) 4 6427 — 64 ..

6 Fiche n° 3. Calcul littéral



Calcul 3.4 — A l’aide de la forme canonique. o

Factoriser les polynémes de degré deux suivants en utilisant leur forme canonique. On rappelle que la forme

2
<x+%> —b2_—4aC] (ol a # 0).

canonique de az? + bz + c est a

4a?
a) 22 —2r+1 ...l d) 322 +7x+1 ...l
b) 2 4+4r+4 . e) 202 +3x—28 ...l
¢) 2PH3r+2 . f) —bx?4+6x—1..............
— Avec plusieurs variables. 00
Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.
a) (z4y)2—2% d) zy—z—y+1 .o
b) 2%+ 6xy + 9y* — 16922 ........ e) 2P+ a%y+22°+2ryt+aty ..
¢) ay+xz+y+1 ..ol f) yz(a2+b2) —i—16334(—a2 —b2) .
— On passe au niveau supérieur. 000

Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.

L I e o

d) (@e4bd)? 4 (ad — BC)? oo

e) (ap+bq+cr+ds)® + (ag—bp —cs +dr)? + (ar + bs — cp — dq)? + (as — br + cq — dp)? .

Réponses mélangées

1+ 2z +32° + 22° + 2* (a® +b*) (y — 42?) (y + 42?) (z+1)(z+2)

2423 — a2t — 2 -3 2?41 (:172—1—95—}-1)(332—334—1)
—V2 V2

2(m+ ¥> (m+ ¥> 2(3x — 4)(10x + 3) 14 2* (x—1)(z+1)(2*+1)
(a® + 0%+ +d*) (p*> + ¢ + 1> + 57) (z+y—2)(r+y+2) 45z +4)(—=5x + 1)

—1 -3z —32% + 23 t+ 2?41 3(14x + 3y)(—4z + 5) (z+1)(y+1)

2 — 20 +2® — 2?20 — 1 (z —1)* (z+y)(z+1)2 —6(6x +7)
823 — 622 + g:v - é —5(z —1) (x - %) (a® + %) (* + &) (x—1)(y-1) (x +2)2
—2 4+ 12z — 172° 4 823 — 32* 25 20t fa® —2? - 22— 1 R | —28 4+ 21x
—8(2* +1)(z — 4)(z +4) 3(m+%3_7) <x+%ﬁ) —8(x + 1)(z + 16)

» |Réponses et corrigés page ??|
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Prérequis

Fiche de calcul n°4

Racines carrées

Racines carrées. Méthode de la quantité conjuguée.

Premiers calculs

Calcul 4.1 — Définition de la racine carrée.

Simplifier les expressions suivantes en simplifiant les symboles v/- qui peuvent ’étre (et en prenant a ne pas se

tromper sur les signes).

004A

a) V(=B)2 d) \J2=VD2 .
b) (V3—=1)2 .o e) (B—m)2
c) (V3—=2)2 .. f) (3—a)® ..
— Transformation d’écriture. 00
Ecrire aussi simplement que possible les expressions suivantes.
a) (2VB)2 e) B+VNEI-B-V7)? . ...
4
b) 24V f) ( 2\/5) ....................
2
c) VA+2V3 ) (5 - ﬂ) ...................
V3

d) \VI14+6V2 oo, D) (VZ4 V3 + (V232 ...
Avec la méthode de la quantité conjuguée
o0
Rendre rationnels les dénominateurs des expressions suivantes.

2 -3 1
B) e e €) e e

242 V2-/3
b) V21 0 V2+/3

;L RARREELNIELEL LR EEE T3 e
0 V2+V3+45 ) 5+2\/6+5—2¢6

—\/5 T 5 e g RV SV, 2y SEELELIELEE
Qo V3-V2 " ( 5v2 )

;30 AL EELELEIELLEERELE 1) e
8 Fiche n°4. Racines carrées



Exprimer la quantité suivante sans racine carrée au dénominateur.

1

T BT TR

Calculs variés

— Avec une variable. 00
On considére la fonction f qui & z > 1 associe f(z) = Va — 1.
Pour tout x > 1, calculer et simplifier les expressions suivantes.
1 f'(@)
a) fx)+ ——= o d) =
VIO ) @
f(x+2>_f(x) "
.................. e) flx)+4f"(x) coovveeiii .
SRR EIE ) Tl
f(x)
¢) CA2f(@) f) Film)
— Mettre au carré. 0o
Elever les quantités suivantes au carré pour en donner une expression simplifiée.
a) \/3+\/5—\/3—\/5 ................. b) \/3—2\/§+\/3+2\/§ ..............
— Méli-mélo. 000
Donner une écriture simplifiée des réels suivants.
a) —3_\/5 ........................... d) 3e72% L
2+ V5
3+Vh
b) V34+2V2 e) 2 2\/_ ........................
2++2 1. V2+1
C) A o f) —ln—— ...
22 27 V/2-1
0000

/ 12 / 12
On note A = §/3+ 9+2—75—\3/—3+ 9+2—75.SimpliﬁerA

On commencera par exprimer A% en fonction de A. .............. . ...

Réponses mélangées

12V7 A -1?  —(V2+3) 9—13—0\/5 20 —3+\/§+2*/§+*/6
V2 1+VE 22 NeEs 3—a|  50-25v3  1+4+Va -1
V3—-1 3+V2 1+V2 2—\/_—\/§+%\/6 5 %xil
_w@—2) e
G-V T V3 VI5+VI0-V6-2 1 2v2 9445
n(14++v2) 1+v3  —V3+2 -3 12 V71-2 3-2V/2
1+v2 —11+5/5  z—+va2—1 10 M 1-V10+ V15

» |Réponses et corrigés page ??|
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Prérequis

Fiche de calcul n°5 005A

Expressions algébriques

Identités remarquables.

Equations polynomiales

~ Cubique. °
Soit @ un nombre réel tel que a® — a4+ 1 = 0.
Exprimer les quantités suivantes sous la forme za® + ya + z ol x, y, z sont trois nombres rationnels.
a) (a+2)3 ....... ¢) a'? ...,
5 1 1

b) a®—a® ........ d) —+ = e

) a’—a ) o + 2
— Introduction aux nombres complexes. o
Soit i un nombre tel que iZ = —1.
Exprimer les quantités suivantes sous la forme z + iy ou x, y sont deux réels.
a) (3+1)2 .. ¢) (B3—1)3 ...
b) 3—1)2 ... d) (3—20)°% .............
Calcul 5.3 00
Méme exercice.

3

a) (4—50)(6+30) ....... o) (~4+1v5)
b) (243032 3i)° ..... Q) (-3+14)
— Puissance cinquiéme. 00

Soit @ un nombre distinct de 1 tel que a® = 1. Calculer les nombres suivants :

a” —3a® +4a° —a®>+3a—1

2)

a1234 a2341 a3412 4123

X X X a

1234

[
k=0

d) THa+a®+ad+at

99
e) Z A

k=1

4
f) H (2= )

k=0
10 Fiche n° 5. Expressions algébriques



Expressions symétriques

“alcul 5.5 — Inverse.

, 1 ,
Soit « un réel non nul. On pose a = x — —. Exprimer les quantités suivantes en fonction de a uniquement.
T

3 1
= —=
T

1
a) a:2+; b)

calcul 5.6 — Trois variables.

Soient x,y, z trois nombres deux a deux distincts. On pose
a=zr+y+ 2z, b=zy+yz+zz et

Exprimer les quantités suivantes en fonction de a, b, ¢ uniquement.

1
4

c=zyY=z.

d) (@+y)y+2)(z+2)

e) xyz+4yzx + 2Py

f) z2y? + y?2? + 2%

Calcul 5.

Méme exercice.

a) By+2)+>3¢+2)+ 5@ +y)

z Yy z
c) (x—y)(x—z)+(y—z)(y—x) Gy T
d a? y? 22
) ORI I 7 T i Rl s ey ST
.’L'S y3 Z3
e) (-T—y)x—z)—i_(y—z)y—x) (z—x)(z—y) .................

Réponses mélangées

—4 4 43iV5 a* 4 4a® 4+ 2 ab—c -1 —9 — 46i a®+3a 7a® +12a+ 7
39 — 18i 18 — 26i 8 — 6i a* — 4a®b + 4ac + 2b* a® 42 3 1
8 + 6i ac 1 0 31 a a’—1 1 2197 a’b — ac — 2b*
—a?+1 —2ac + b? ab — 3¢ 0 a?—2b 40®> —a—3 1 a® — 3ab + 3¢

» |Réponses et corrigés page ??|
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Fiche de calcul n°6 0005bis

Equations du second degré

Prérequis
Relations entre coefficients et racines.

Dans cette fiche :
e tous les trindbmes considérés sont réels;
e on ne s’'intéresse qu’a leurs éventuelles racines réelles;
e tous les parameétres sont choisis de telle sorte que 1’équation considérée soit bien de degré 2.

Les formules donnant explicitement les racines d’une équation du second degré en fonction du discriminant ne
servent nulle part dans cette fiche d’exercices!

Recherche de racines

“alcul 6.1 — Des racines vraiment évidentes. o

Résoudre mentalement les équations suivantes. Les racines évidentes sont a chercher parmi 0,1, —1,2, —2 ainsi
éventuellement que 3 et —3.

a) 22 —6x+9=0 .....cciiiiii.. £) 202432 =0 ...t

b) 922 +62+1=0 ......cccvviin... g) 202 43=0 ...

¢) 22 4+4r—12=0 ..., h) 2 4+42—-5=0 .....cccoviiin..

d) 22 =52+6=0 .....ccooiiiii.. i) 322 —1lz+8=0.......cccve...

e) 22 —Br=0 ..o j) b4+ 24x+19=0 ...,

— Somme et produit. 00
Résoudre mentalement les équations suivantes.

a) 22— 132 +42=0................. d) 22 =82 —-33=0 ..........cuuin..

b) 2 +8x+15=0 .................. e) 2 —(a+br+ab=0 ............

¢) 22 H18x+T7T=0 ....oooiiii.., f) 2 —2ax4+a®—02=0............

— L’une grace a l’autre. ')

Calculer la seconde racine des équations suivantes.

a) 322 — 14z +8=0 sachant que & =4 et TACINE ...........ooeiirriiiiieaiiiiiiien.n,

b) 722 +23x+6 =0 sachant que £ = —3 €St TACING ... .....covrrriiiieeiiiiiiiaaanas.

¢) ma?+(2m+ 1)z +2=0 sachant que x = —2 est racine ......................ooii...

d) (m+3)2® — (m*+5m)x +2m? =0 sachant que 2 = m est racine .....................

12 Fiche n° 6. Equations du second degré



Jalcul 6.4] — Racine évidente.

Trouver une racine des équations suivantes et calculer I'autre en utilisant les relations entre les coefficients du

trinéme et ses racines.

Seuls les deux derniers calculs ne se font pas de téte.

a) (b—c)x?+(c—a)z+(a—D0)=0 .00
b) a(b—c)z? +blc—a)r+c(a—D0) =0 ..ourrr
c) (@4a)x+bd)=(m4a)(Mm4D) oo

Recherche d’équations

Calcul 6.5 — A la recherche de I’équation.

En utilisant la somme et le produit des racines d’une équation du second degré, former I’équation du second

degré admettant comme racines les nombres suivants.

C) 24V3 et 2V B

d) m+vm2—=3 et m—VmZ—3

2m — 5
e) m+3 et TR
2
1 -2
f) mEl et
m m

Jalcul 6.6 — Avec le discriminant.

Déterminer la valeur & donner a m pour que les équations suivantes admettent une racine double, et préciser la

valeur de la racine dans ce cas.

a) 22— (2Mm A 3)T Mm% =0 oo
b) (m4+2)2% —2(m — 1) +4=0 .00t
¢) (M43 2% +2Bm+ Dz +(m+3) =0 oo

Fiche n° 6. Equations du second degré
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Factorisations et signe

>alcul 6.7| — Factorisation a vue. 00

Déterminer de téte les valeurs des parametres a et b pour que les égalités suivantes soient vraies pour tout x.

a) 202 F T2+ 6= (2 F2)(AT FD) ot

b) —da? 44z — 1= (22 — 1)(@Z +D) ..o

€) =322+ 142 — 15 = (2 —3)(aT +D) o tiii

1 11
d) 51‘2 + 2%~ 0= (2 =D5)(AT +Db) <o

e) 224+ 2VTr —21= (2 —VT)(az +b) .o

— Signe d’un trinéme. )

Déterminer I’ensemble des valeurs de x pour lesquelles les expressions suivantes sont positives ou nulles.

a) 22— (V24 1) 2+ V2

b) =% 20 15

Réponses mélangées

2/3 m donc ab/m m donc —(m + a + b) a=-3etb=5 —7,—-11
22— 220 +117=0 | — o0, —1] U [2/3, 40| 0, donc 5 m=1letx=—-loum=-letzx=1
[—3,5] m donc m(a —b)/(b—c) a=1/2etb=38 —-3,11 1 donc c(a —b)/(a(b— c))
a,b ] — 00, 1] U [V2, +00] —1/m a + b puis 2ab/(a + b). 1 donc —5
6,7 1 donc (a —b)/(b— ¢) | — o0, —1/2[U [4, +o0] 2m/(m + 3)

—2/7 a=1etb=3V7 m2z? + (m —2m?)z + (m* —m —2) =0
a=—-2etb=1 2,3 a—>ba+b 3,3 a=2etb=3 1 donc 8/3
1% m=—3/4et x=3/4 -3,-5 22 — (4m + )z + (2m* +m — 15) =0

—1 donc —19/5 22 —4r+1=0 —~1/3,-1/3 2 —2mr +3=0

0, donc —3/2 2?2 —6x—187=0 2,—6 m=—letzx=—-2,oum="Tet x=2/3

» |Réponses et corrigés page ??|
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Fiche de calcul n°7

Exponentielle et logarithme

Prérequis
Exponentielle, logarithme.

Logarithmes

006A

Calcul 7.1 ]
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In 3 et In 5.
1.1 1.1
a) ln16 ........................... d) glﬂz*ilng ................
b) Inb12 ... e) n72—-2In3 ...
c) In0,125 ... f) In36 ...
Calcul 7.2 ]
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In 3 et In 5.
1
a) In I IRARRRRRERERRERREETTERERTS d) In500 ...
16

In(2,25) .oovii In— ...
b) In(2.25) &) I
¢) In21+2In14 —31n(0,875) ..... f) In(6,25) ...ovoiniii
00
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In 3 et In 5.
lanrlnng +ln%+lnﬂ

5 3 99 TO0 0
— Logarithme et radicaux. 00
7 1
a) On pose a = — In(3 4 2v/2) — 41In(v/2 + 1). Calculer (14 v/2)? et
) D 76 I ) ( ) ( ) 1
En déduire une écriture simplifiée de a en fonction de In(v2 = 1).....ooviieiiieiiieeii.,
b) Calculer 3 sachant que In 3 =1In(7 +5v2) + 8In(v2+ 1) +7In(v2 —1) ....ooviviiiinn. ..
c) Simplifier v = ln((2 + ﬁ)m) + ln<(2 - \/§)20> ............................................
1 -1

d) Simplifier 6 = ln<\/52+ ) + ln(\/g2 > ................................................
Fiche n° 7. Exponentielle et logarithme 15



Exponentielles

Calcul 7.5

Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.

Calcul 7.6

Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.

Etudes de fonctions

— Parité.

Etudier la parité des fonctions suivantes.

2021 + x
L I
) friz— g
b) fo:ix = In(@ 4 V@2 4 1) oo
e — 1
R e S
c) fs:w % 11
e —e™ "
d L b e

Calcul 7.8 — Etude d’une fonction.
[Calcul 7.5]

et —e "

Soit f:axr— ———.
et +e 7T

a) Préciser ensemble de définition de cette fonction. ........... ... i

fla) + f(b)
1+ f(a)f(b)°

b) Montrer que pour tous réels a et b on a f(a+b) =

c) Déterminer la limite de f en 400, ..ot

d) Déterminer la limite de f en —00. ...

16 Fiche n° 7. Exponentielle et logarithme



00

On considere I'application

Rt — >R
| z——sIn(l + ).

Calculer et simplifier les expressions suivantes pour tout z € R pour lequel elles sont définies.

a) f(2e" —1) oo d) off(x) =1 oo
b) et @) e) e% ...........................
e) —f(@*—22) ..

Equations, inéquations

000

Résoudre les équations et inéquations suivantes (d’inconnue z).

xr — 61

Réponses mélangées

x
c Yo S1 S3m2 8 2m5-2m2 o 2240
Vi+z 2 ) 3 5
3In5+2In2 2In3 —2In2 impaire x>z - —2In5+41In2 R 3
e
—13 —+v2 1
In3+4+111In2 1 T+1n2 # impaire -1 0 T > 1
25 1 1
91n2 §1m(\/§—1) 3 T 3In2 -17 (1+2)” 2In2+2In3
1
g -2 —In3—2In2 41n2 x €10,1] impaire impaire e I}
1 1 1
In |z —1| = — 0 ok 17+12v2 -2 —2In2 —2In5 1
3 In2 2

» |Réponses et corrigés page ??|
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Prérequis

Fiche de calcul n°8

Trigonométrie

Relation cos® +sin® = 1. Symétrie et périodicité de sin et cos.
Formules d’addition et de duplication. Fonction tangente.

Dans toute cette fiche, z désigne une quantité réelle.

Valeurs remarquables de cosinus et sinus

Simplifier :
) wf + 31 + 51 + ﬁ
a COb4 cos 1 cos 1 cos 1

b)

3 4

. om LI
s E + sin —

6

o 4m

3

4
d) cos? g — sin

Propriétés remarquables de cosinus et sinus

Calcul 8.2
Simplifier :

2)

b)

, 77
sin(m — x) + cos<§ + x)

sin(—x) + cos(m + x) + Sin(g - x)

Formules d’addition

Calculer les quantités suivantes.

a)

b)

5T (ona T4 T2 5My
cosl2 ona6 4—

™
COS —

12

Calcul 8.4

Simplifier : sin(4x) cos(bx) — sin(5x) cos(4x)
in 2 2

Simplifier : 51.11 L coser
sin x Cos &

Simplifier :

Expliciter cos(3x) en fonction de cosx

(pour z € ]07 g {)

2 47
COS X + CoS x+? + cos x—|—§

27 3T o
c) tan — + tan — + tan — + tan —

6

RCEORETCES
C 51n2 T SIH2 T

d) cos(z —m)+ sin(—g - x)

007A

©
s
6
LU
©
LY

18

Fiche n° 8. Trigonométrie



Formules de duplication

Calcul 8.5

™ ™
En remarquant qu’on a i 2 x 3 calculer :

Calcul 8.6
1 — cos(2x)

a) Simplifier : Sn(22)

(avec x € }0, z

N |
Ll
—

sin3x  cos3x

b) Simplifier :

sinx CosS T

c) Expliciter cos(4z) en fonction de cosz .........

Equations trigonométriques

Calcul 8.7

(pour z € ]0, g {)

Résoudre dans [0, 27], dans [—, 7], puis dans R les équations suivantes :

) 1
a) COST == ..........
2

Inéquations trigonométriques

f) Jtanz|=—% ......

h) 2sin®z+sinz—1=0

) T
i) cosx = cos CARERMEE

Résoudre dans [0, 27], puis dans [—7, 7], les inéquations suivantes :

e) tanz>1 ............

Fiche n° 8. Trigonométrie
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Réponses mélangées
_ _57r U [_7‘(’ 7Ti| U 5T
"% 6°6) 6"

{471'

3

{_

447 4 4

{E 3_7T75_7T7_7T} ~1-+3

{g 4 2%km k€ Z} U {—3 + 2k,

—sinx

{

117
12

3
T3 ™ oom
4’ 4 373

12

8 8’
m 117 137w 2371'}

Y 771' 1171' B
6’6"

V3ol {—5—W,—f,f,5—ﬁ} { Ty kez}
V3+1 6> 6°6 6 472
2cosx ! [— —W}U[ﬂ- }
cosx T3 37
keZ} m n [0 qu 5t Tl G [T o
6 6 "6 6 6 6’
3 T 7w 5w
el 7 _o2 et
D VR B 5 1
5—7T+2k7r keZ U{?—Z-{—Zlmr,kEZ

{1+k7r,k€Z}U{111—27r+k keZ}

3T 7 11w 157
[07 —] . [— ﬂ N [T’Zﬂ

—sinx

2 2 (5
—+2k7r,keZ}U{5—7T+2k7r,keZ} V2 Tkl kex [O,qu 2T on
3 2 6 6 | 6
fo Seos m or 3 s [om o
8cos®x —8cos“x + 1 {6’ 6 2} [O, 4]U[4 ,2m 4cos”xz —3cosx
T 117 —2r -7 9 cos o 9m _371' T 37
7127127 12 373 147 14 47 474 4

T 3T
4’ 4

{§+2kw,kez}u{—7+2lm,kez}

3 Trw V2 -2
474 2

T T 47
’ 2{ {Z’E[ {?
5% s 5%
v?} [_”’E]U[E
\/6;\/5 0 o

3
Al LI (Fremeeaju{Trimeen)

{7”+21~m keZ} {“T”Jrz/m,kez}

3] o Bl
) hp AR 4

{ 3T 71'[ } T 77} |:ﬂ' 7T|: i|ﬂ' 3#]
— | U=, == |U |-, = |U|Z, — tanx
4 2 2 4 472 24

O MESINEE
4’2 2’ 4 47 2 27 4

» [Réponses et corrigés page 77|
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Fiche de calcul n°9 008A
Dérivation
Prérequis
Dérivées des fonctions usuelles. Formules de dérivation.
Application des formules usuelles
— Avec des produits. o
Déterminer Pexpression de f'(x) pour f définie par :
a) TERet fl) = (22 +324+2)(22 —5). +orrrriiii
b) ze€Ret f(x) = (2 +324+2)(@% —5). oo
¢) ze€Ret flx)= (2% =22 +6)exp(22). .ovvvrriii .
d) 2 €]2,+oofet f(z) =B —z)In(x —2) ..o
Calcul 9.2| — Avec des puissances. o
Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :
a) zERet f(x) = (22 —52)% o
b) ze€Ret f(x)= (22> +4x —1)% ... ...
¢) xE€Ret f(x) = (sin(x) +2cos(z))? .o
d) z€Ret f(x) = (3cos(x) —sin(z))> ...
Calcul 9.3 — Avec des fonctions composées. L)
Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :
a) E€Ret f(@) =In(@? +1). oo
b) x€|l,+oo[et f(z) =In(In(x)). ..covviri
¢) zeRet flx)=(2—2)exp(2? +2). «ooiiiiiiiii
d) zeRet f(x) =exp(3sin(2x)). «.ovniriiiiii i
Fiche n°®9. Dérivation 21



Calcul 9.4] — Avec des fonctions composées — bis.

Déterminer Pexpression de f'(x) pour f définie par :

222 — 1

a) z€Ret f(x)=sin (T—i-l)

20+ 1

b) ze€Ret f(z)=cos(

c) z€]0,m[et f(@)=/SIN(X). «ooiii

d) z€]0,+oo[ et f(x) =sin(Va). ...

— Avec des quotients.

Déterminer Pexpression de f'(x) pour f définie par :

2?2 4 32

a) xeRetf(x):m.

b) z €]0,+00 et f(x) = e

cos(2x + 1)

c) vERet f(r)=—5—

2 +1

_ 222 + 3z

d) ze|l,4oofet f() = ———— oo

In(x)

Opérations et fonctions composées

Calcul 9.6

Déterminer I'expression de f'(z) pour f définie par :

a) x € R* et f(x) = a?sin (%) ......................................

b) z€]—3,3[et f(z)=

¢) a:e]l,+oo[etf(x):ln< zi) ..............................
d) zel0,mlet f(z)=1In (blzx) ...................................

)

22
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Dériver pour étudier une fonction

Calculer f’(x) et écrire le résultat sous forme factorisée.
a) ze€R\3,-2et f(z)= ! !

) =g T g e
b) z€]—1,+oolet f(z)=a® —In(z+1) ...,

2
Q) zell,+oolet f(z) =In(@® +a—2) - “”fl ....................
d) ze]—-1,4o0[et f(z)= xL_H—l—m—ﬂn(ac—i—l). .................
~ 1+In(x)

e) € ]0,6[U]€,+OO[ et f(.'L') = Tn(m) ..........................

Réponses mélangées

(6 — 1) In(x — 2) +

x cos(z) — sin(x)

x sin(x)
6 cos(2x) exp(3sin(2x))

22% + 22 +5 1 2 2 -3z
(x 4+ 2)(z —1)2 z1n(z) (1 —In(x))? 2y/x(3z + 2)?
3z —x 9 22% + 22 — 8 in (2:17 + 1) cos(x)
z—2 (9 — 22)v/9 — 22 (2% +4) z? + 4 2y/sin(z)

—3(3cos(z) — sin(x))?(3sin(z) + cos(z))

(2 + 3)(2sin(x) + 3) — (2 + 3z) x 2cos(x)

(2sin(z) + 3)2

52% — 622 + 42 — 15

5(z% — 5x)*(22 — 5)

_2(302 + 1)sin(2z 4+ 1) + x cos(2z + 1) cos(4/x) 6 cos (21:2 - 1) x?
(z2 4 1)2 2\/x (z2 4 1)2 2 +1 (x+1)2

4 3)1 —2x—3 2 1 3 1—+/3 10z — 5
(4z +3)In(x) — 22 (o +\/_>(x+ \/_> z

(In(z))? z+1 2 2 (3—12)%(2+ x)?

2z sin ( ) — cos (l) 622 + 2z — 11 (222 — 22 4 10) exp(2z) 8 cos®(x) — 6 cos(x) sin(z) — 4
x
2z 1
3 2 2 2

4(22° + 42 — 1)(32* 4+ 2) P (—=22° + 3z + 1) exp(z” + ) a2

» |Réponses et corrigés page ??|
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Fiche de calcul n°10 009A

Primitives

Prérequis
Intégration de Terminale. Dérivée d’une fonction composée.
Trigonométrie directe et réciproque. Trigonométrie hyperbolique.

Pour chaque fonction a intégrer on pourra commencer par chercher les domaines ou elle admet des primitives.

Calculs directs

Calcul 10.1 ()

Déterminer directement une primitive des expressions suivantes.

Calcul 10.2 ')

Meéme exercice.

a) VIHt— vVt c)

Utilisation des formulaires

Calcul 10.3| — Dérivée d’une fonction composée. 00

Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.

Calcul 10.4)] — Dérivée d’une fonction composée — bis. 00
Méme exercice.
In®t 1
B) o e d) ——=
) = ) 2/t
1 et + eft
Py R e) o= SESEISRIERS
8 2t %
C) )
B R
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— Trigonométrie. 00

Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.

cost
a) COS2 tsint ....... g) tan2 toe i 1) m ......
i 1
b) cos(t)e™™"....... h) tan®¢...........| | ) ——
) 1+ 4¢2
tan® ¢ t
c) tant ............ ) n2 ........... ) c_
cos“t 1+ e2t
U P | Arsin(y
1 —sint cos?(t)y/tan t 0 Jioeg
sin v/t 1+ tan?t
e) N R k) + a2n ....... D) 1
tan®? V1 — t2Arcsin(t)
p costmnt)
t
— Trigonométrie — bis. 000
Déterminer une primitive des expressions suivantes en utilisant d’abord le formulaire de trigonométrie.
9 sin(2t) 1
a) Cos“t......o..... —_— ) ——+...
) cos 1 sin®t ) 20 ot (1)
b) cos(t)sin(3t) .... e) o g) 1
R S
c) sint........
— Fractions rationnelles. 00
Déterminer une primitive des expressions suivantes apres quelques manipulations algébriques simples.
24+t+1 3 +1 t—1
—_— d) —— .. e
e ) T 8 i1
t?+1 t—1 t
b U, —— h) ———.........
) t3 ¢) t+1 ) (t+1)2
115 #3
c) T f) o RARRLLEEILLE
Dériver puis intégrer, intégrer puis dériver
Calcul 10.8 000

Pour chacune des expressions suivantes :
e dériver puis factoriser I'expression ;

e intégrer I’expression.

a) t2—2t+5 ..... e) e* et L.
1 1 3t—2

b) t72+¥ ......... f) [
1 t2

C) \/i_ti ........ g) m ..........
1 1 3t—1

d) —4+—— ....... h) —— .........
RSN ) P
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i) sin(t)cos?(t) ... o % ......

j) sinh(t) cosh(t) .. p) te ™t ..

k) t12 sin% ....... q) ! —tlnt ........
t

) 2—T—et ---------- r) ﬁ ...........

m) % ...... s) sin(;nt) ........

n) \/% ........ t) %te% .........

— Bis repetita.

Reprendre I'exercice précédent en commencant par intégrer puis en dérivant et factorisant.

Réponses mélangées

B 4 31 11 2 3 1,
t . . s = e = v ~a2t+1 2v/tan t
t3ts 5 2pr P T3E T t+z2  2° an
3cos?t —1 1 23 1 3 2 3 1
———— puis —In(1 2(t —In*t t— —+ = —— 4+ — puis -t? + —
1+ cos2t)2 PM° n(lcos(®)) gl 2 3 ovi T P gt T op
1/2 1 fe?t — 1
—cotant + tant 5 (? + 1> puis 5 + In |¢] —w) puis Arctan(e')
1 1 1
—1In |1 —sint| t+nt — - t—2In|t+ 1] 2¢?" — 3¢ puis §e2t — et
1 3 1 1+Int . 2 cos(4t)
—(142t2 Injt+1+ — Injt+1 —_—— In|lnt -—— —
2tsin 7 + cos 7 1 1 1 1 2cost+3 1
-t pui - In|t| — — = is —=In |2+ 3cost
z PHIs €055 nltl = 2 2 (1 —sint)? 2+3cost)2 P T3 n[2+3cost|
3 1 1 Int —2 1
4_1(1+7t2)§ —cost + gcos3t cost(3 cos® t — 2) puis —3 cos® t ntz puis Int — §ln2t
1 2e! 2 9
gArctan(3t) ﬁ puis In(2 + ef) —W puis g In(t*> 4+ 1) — Arctan(t)
1 2 1
2(t — 1) puis §t3 — 1% + 5t —2cosV/t —V/1—1t2 §1n|1 + 3 51n(1+t2) — Arctan(t)
1 . coslnt —sinlnt | 2 .1 e
m puis —v 1—+¢2 t—2 puis —cos(lnt)) (1 — 2t2)e ¢ puis —ée ¢
1 1 2 t in(2¢t
61n(1+3t2) Zln|tan2t| m 5 + # —11’1|COSt| ln|tant|
2 3 1 1
§(1 + t)% - é_lt% —sin(wlnt) sinh(¢)? + cosh?(t) puis 5 sinh? () In(1 4 sin? t)
7r
1 1 4t 2t
In |Arcsin(¢)| NFEE 1 tan® t In|l —e™" +e _cosé ) _ cosi )
; 1 1 1 1
esint 5 tan?t + In | cost| 2VInt 3e3t—2 p2uis —;3t—2 0 i(Arcsin(t))Z
1 t
tant —t —et 5Arcsin(2t) t— ) + 5~ In |t + 1 Arctan(e’)
1 4 t(t3 +2) 1 3 3 1
_g cos” t — (t — 1)2(t2 T 1)2 puis g 1Il(|t — 1|) —m §Arctan(2t)

» |Réponses et corrigés page ??|
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Prérequis

Fiche de calcul n°11

Calcul d’intégrales

Primitives usuelles, composées simples.

Intégrales et aires algébriques

b
On rappelle que

a
repere lorsque les bornes sont « dans le bon ordre ».

Sans chercher a calculer les intégrales suivantes, donner leur signe.

3
a) / 2 +e¥da .
-2

-3
b) / |sin 7z| dx
5

En se ramenant a des aires, calculer de téte les intégrales suivantes.

Calcul d’intégrales

b
On rappelle que si F' est une primitive de f alors / f(x)dax = F(b) — F(a), que 'on note [F(a:)] .

Calcul 11.3] — Polyn6mes.

Calculer les intégrales suivantes.

3
a) / 2dx o
-1

0
c) / rr+lde ..o

-2

—1
c) / sin
0

8
d) / 1—2zxdx ..
2

Calcul 11.4)] — Fonctions usuelles.

Calculer les intégrales suivantes.

§
a) / sinzdx ...

b) /G coszdz ...

us
6

c) /de
E

100 1
d / —dz ...
AN

1z
) / &
-3

dx ...

2
e) /sinxdx....
-2

010A

f(z) dz est aire algébrique entre la courbe représentative de f et ’axe des abscisses du

Fiche n°11. Calcul d’intégrales
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— De la forme f(az +b).

Calculer les intégrales suivantes.

— Fonctions composées.

Calculer les intégrales suivantes.

3
z—2
———dx ...
2) /1 224z 15"

b) /4 rsin(z® +1)dz ........

usy
4

z
c) / tanxdr ...
0

Calcul 11.7| — Divers.

Calculer les intégrales suivantes.

1 em
a) R P e — de ........
0 €2‘L + 2e* + 1

00
d) /6 sin(3z)dz .............
) 33 4 .
e —dz ...
0 \/3l’+1
:
f) /_Trcos(g—x) de .........
00
z
d) / sinz(cosz)’dz ........
1 2
e) / we® Vdx ..
0
1
x
) | ————dx ............
), e
000
d) / se 2w
1 x
e) /2 cos(2z)sin(z)dz .......
0
f) /4 |coszsinz|dr .........
00
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Réponses mélangées

% % Positif —% g 50 —In3 % %(1 — %)
2 e—1
-2 ~To1 5 = 141 01 0 118 g 0 12
3e—4 8 Positif —54 2 o1l ~ 384 e? —e 3 3
g —% ln<%> 26 —1) 78  Négatif % ;—r

» |Réponses et corrigés page ??|
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Prérequis

Primitives, dérivées, intégration par parties.

Fiche de calcul n°12

Intégration par parties

011A

On rappelle le théoreme d’intégration par parties. Si (a,b) € R?, si u € C'([a,b],R) et si v € C'([a,b],R), alors

Intégrales

Calcul 12.1
Calculer :

s

Z
a) / tecostdt ...... .. ... ..
0

Primitives

000
1
g) / In(1+t2)dt oo,
0
1
h) / tarctantdt ................
0
i) /2 arcsintdt ............o...
0
1
4
j dt oo
J) o V1+t
1
k) [ VIttn(l+6)dt..........
0
z
) / ttantdt ...
0
00

Pour chaque fonction suivante, préciser sur quel ensemble elle est définie, puis en déterminer une primitive.

a) x+—— (—x+1)" ... c) x+—arctan(z) ......
Inzx
b) x e d) z+— xch(z) .........
€T
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Intégrations par parties successives

Pour ces calculs de primitives et d’intégrales, on pourra réaliser plusieurs intégrations par parties successives.

— Calcul d’intégrales. 000
! 3
a) / (243t —4)e®dt ...l b) / elsintdt ...
0 0
— Calcul de primitives. 000
Calculer des primitives des fonctions suivantes.
a) x> sin(x)sh(z) .... ¢) v+ (zlnz)? .......
b) z—In®z ........... d) z+— garecos(@)

Réponses mélangées

1 202 4 1 =L =R
A S AV R A
4 2 3 3 2 JRERN learccos(x) (.Z‘ — /1= x2)
2
ez + * 2 am@) — Sy d
2 1+Inx 3 9 9 1 9
— x — zarctan(z) — iln(l + )
(In(2))*22 — 21n(2) — 2" 4 2 R—R
2 1
(In(2)) x> 5 (= cos(x)sh(z) +sin(x)ch(z))
1 2 RY — R
S L T B )
z— zln’z—2zlnz + 2z
R — R 3 R —R
2In2 — 4_1
x — axsh(z) — ch(x) x = (—z+2)e”
R* — R
" 3
T m@o2st IV3 o
z =z 11n2sc—glnﬂc+3 2 2 12 2
3 9 27

» |Réponses et corrigés page ??|
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Prérequis

Fiche de calcul n°13

Changements de variable

Primitives, dérivées. Changements de variables. Intégration par parties.

Changements de variable

Calcul 13.1

Effectuer le changement de variable indiqué et en déduire la valeur de l'intégrale.

o [ 1lmdt

3 1
b%mdt

1
1
—dt

°) /0 cht

2
d) / sin®t cos t dt
0

2
e) / sin® t cos® ¢ dt
0

|
f / de¢
) 1 t+VE

Méme exercice.

T sint
——dt
) /0 3+ cos?t
1
b) /;dt
0 2+et
4
1
/7(115
o VAt —t2
1
1
d — dt
) /0 (1+12)2

Jaiv=
—dt
Va3tV —1

2
N Int
f —dt
) /e t+tln%t

AVEC & = SIN G Lot

avec u = \/i ................................................

AVEC U == € ittt e i e ettt tnnneneeeteeesonnseeeessssssnnnneees

AVEC U = SIN T ittt e e

AVEC U = SIN T ot i ettt ittt e e e e

avec u = \/i ................................................

012A
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Changements de variable et intégrations par parties

“alcul 13.3

Effectuer le changement de variable indiqué, continuer avec une intégration par parties et en déduire la valeur

de I'intégrale.

4
a) /e‘/zdt avec u = Vt
1
(Vi 1)
b /—dt avec u =/t
AN

Calculs de primitives par changement de variable

00
Déterminer une primitive de f en utilisant le changement de variable donné.
s cosx +sinz
a) xE}O,—{»—>,— AVEC U = CANT «vv e ee e
2 sin z cos? x
b) zeR+— L
x —_— AVEC U = €7 ittt
1+ th(z) veen=e
. 1
c) reR, — —— avecu=+ver* —1 ........ .. .. .. ..
et —1
d) xGR*H; avec u = V/x
T TrdE eusVE
1
e) T>1r— ——— avecu=+\x2—1 .......... .. ... ...
zvr? —1

%1n<26;1>
o3l ~ =

R — R

1,400 — R

x +—> arctan

x — tanz + Intan(x)

r Zarctan( ex—l)

2 -1

1 R s 1 n s
oo T e 2@ 3v/3 48
2 4
T 21ln 3 —Iln— T u
2 2 6 12
—2(V3-1)In(vV3-1)—4+2V3 22 g

R* — R
- 2arctan(e) — g

x = gln(:v% +1)

» |Réponses et corrigés page ??|
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Fiche de calcul n° 14 013A

Intégration des fractions rationnelles

Prérequis

Fonctions In et arctan. Division euclidienne entre polynomes.
Petites décompositions en éléments simples.

Forme canonique d’un trindéme du second degré.
Changements de variable affines dans les intégrales.

Premier cas

alcul 14.1

Calculer les intégrales suivantes.

21

Soit a € R . Calculer les intégrales suivantes.

1

Deuxiéme cas

0
2
1
Y | et
L2+ 1
00
U.2 1
b)/ At oo
o t+a
00

Calculer les intégrales suivantes, en effectuant d’abord une division euclidienne entre le numérateur et le déno-

minateur des fractions en jeu.

1+¢

2 2
L+t+t
a)/idt ............
1

Troisieme cas

4t + 5

1
2 1+ 2t+ 3¢t2
b) /l LR U P

’
Dans ce troisieme cas, il s’agit de reconnaitre une expression du type -.

Calculer les intégrales suivantes.

2
2t + 1
el
2) /1 Zri+1

calcul 14.5

Soit a € R . Calculer les intégrales suivantes.

/ﬂfw% .
a ——dt ...
) 1 12 4/2t

34
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Quatriéme cas

Calcul 14.6| — Exemple détaillé d’un calcul d’intégrale. L
a) Quels sont les deux zéros de t — 12 — 3t 427 ...
b) Trouver deux réels A et B tels que
1 A B
tout ¢ € R\ {1,2}, it =
pour tou \ {1,2}, on ai TR t71+t72
4 2
c) Calculer / At
s (-2
00
Calculer les intégrales suivantes, en procédant comme ci-dessus.
1 1
4 1
dt ................f | ¢ | =———dt ...........
) /0 2 —4 ) /0 12 +4t+3
1
3 Y
2 31
dt ...l d dt ...l
) ,/2 t2 -1 ) A 4t2 —1
000
Soit a € ]0,1[. Calculer / 5 At o
0o ¥ —a
Cinquiéme cas
— Une primitive a retenir. o
Soit a € R*.
., 1 T
a) Calculer la dérivée de x — — arctan(f) ............................................
a a
o 1
b) Donner une primitive de z — — T T
Salcul 14.10 4
Calculer les intégrales suivantes.
1 1
1 1
dt oo b dt oo
) /0 241 ) /0 243
Calcul 14.11 00
S|
Calculer / o Al
L1242
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Synthese

Calcul 14.12] — Mise sous forme canonique.

Soit a € R*. Mettre sous forme canonique les expressions suivantes (ou z € R).

Jalcul 14.13|

Calculer les intégrales suivantes.

! 1
—
2) /0 11212

0 1
b) / —,
14t

Soit a > 1. Calculer les intégrales suivantes.

3 1
a s dt
) /_% 3t2 + 2t + 10

1
1
b) /0 t2—(2a+l)t+a2+adt

Un calcul plus difficile

calcul 14.15

1
1
Calculer / Al
o 1+

LY
c) \/§x2+ix+\/§ .........
V2
d) ar?+a*r+a® ...
00
e
c LSRR
1 1
d tooo
) /0 662 — 5t + 1
000
0000

Réponses mélangées

1
\/5($+%)2+\/51—2 :

21nz—l
3

1
48

a2
In <—a2 — 1)

1
2

2v2
A=—-1let B=

51 . 21 1 x
— - arctan(
a

64 19 )
ln<2\/E> a(x—i-g)Q-i-%
2
2

3
3 +1n(3) — In(2)

» |Réponses et corrigés page ??|
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Prérequis

Résolution par substitution d’une variable, par combinaisons linéaires de lignes.

Fiche de calcul n° 15

Systemes linéaires

Systemes de 2 équations a 2 inconnues

0014A

Calcul 15.1 o
Résoudre dans R?.
r—2y =1 3z —6y=-3
a) {3x+4y—13 ......... c) Qw4 2y—2
2¢+y = 16 3z —4dy=—V2
b) e d) o fm e
r—y =25 6x+2y=23V2
Calcul 15.2] — Systémes avec parameétre. o
Résoudre dans R? en fonction des valeurs du paramétre a € R.
) 3r+2y=2 o) 3x+5y=a
2x+4y:a ............ 2x7y:a2 ............
b) r—ay=3a+2 d) z+ 2y = 3a
ax+y:2a73 ........ 2x+3y:5aia2 ......
Systemes de 2 équations a 3 inconnues
Calcul 15.3 ]
Résoudre dans R3.
2) r+2y+z=1 o) x—y+32=5/2
Spdy—2:=3 42— =32
b) 3z —2y+z2=6 q) Sx+y+2z=-5/2
r4+2y—z=-2 " 20 —y+2z=-5/3
Systémes de 3 équations a 3 inconnues
00
Résoudre dans R3.
r+2y—z=-3 r+3y+z=1
a) 2e—y+2=8  ....... c) 2r—y+2z=-1 ......
3r+y+22z=11 r+10y+2=0
a—b—c=-7 3x+2y+32=0
b) 3a+2b—c=3 ........ d) 2r—y+2z=-1 ......
da+b+2c=14 dr+by+4z=1
Fiche n° 15. Systémes linéaires 37



00

On considere le systéme d’inconnues x,y, z € R et de parametre a € R :
r+y—z=1
r+2y+az=2
20 +ay + 2z = 3.

Résoudre ce systeme pour les valeurs de a proposées.

a) a=0 ........oil C) =3 i
b) a=-2 ... d) aeR\{-2;3}. .........
000
On consideére le systéme d’inconnues x,y, z € R et de paramétres (a,c) € R? :
rT—az=c
ar—y=-c
ay—z=c.

Résoudre ce systéme pour les valeurs de a et ¢ proposées.

00

On propose le systéeme d’inconnues z,y, z € R et de parameétre A € R :

dr4+y+z= A\
r+4dy+z= Ay
r+y+4z= Az

Résoudre ce systeme pour les valeurs de A proposées.

a) A=1 ... ) A=06 ..o,
D) A=3 teeiieeeii,
S (XS ) S (S N ()
(Co—r-vi@oer)  (aizey {25
{2-2Paier)  (Ga-m @oy e-tard)
R ey
15,2 3, 5 3 -95 T _
{(_3 + —= 3 1—30/—EG, )} {(x,ﬁ—ix,ﬂ—zx),xeﬂﬁ}

(1 42-22:2€R)  {(z,2,2); 7 € R} %Laiyai2ﬁ {(0,0,0)}

(usrmwery o {Gh}  (Gui-zaizer) (1)

» |Réponses et corrigés page ??|
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Fiche de calcul n°16 015A
Nombres complexes

Prérequis
Forme algébrique et forme exponentielle.

Pour s’échauffer

Calcul 16.1] — Ecriture algébrique. o

Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique.

a) (246)(541) oiiiii. e) (2-3)" ...
. 1
b) B3—1)(44+1) «covviiiii.t. f) RS
3—1i
2—3i
©) (A=3)" g I
) (430 R
d) (1=20)(1+2i) ....ooonnn h) e 5
— Forme exponentielle. 0
Mettre les nombres complexes suivants sous forme exponentielle.
a) 12 ..o e) 2%
b) —8 f) 5—=51 ..
e) VB g) —545V3
d) =20 oo h) e'34+e's ...l
Un calcul plus dur
— Une simplification. 000
1+v2+i
On pose z = ————.
1+v2—i
a) Caleuler |z] ..o
b) Mettre z sous forme algébrique ............ ..o i
c) Caleuler 22020
Réponses mélangées
1 1 IRRVE] 1 1
— +i—= - ——i - —i—= 5 1 4+ 32i
A V2 " V2 2 2 V2 V2
.2 L ™ s
= 106 13— i 27 2cos(5)et 12
59 ~ 291 Oe'3 3—i 5v/2e71% cos{ 15 e'1
. - . 1 .
7T —24i 8e'™ 2% V3e'3 —119 + 120i % + 1—01 272

» |Réponses et corrigés page ??|
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Fiche de calcul n°17

Trigonométrie et nombres complexes

Prérequis
Nombres complexes, trigonométrie.

Dans toute cette fiche, z désigne une quantité réelle.

Linéarisations

Calcul 17.1

Linéariser :

b) cos(2z)sin*(z) ....

¢) cos?(2x)sin?(z) ...

Arc-moitié, arc-moyen

Calcul 17.2

Ecrire sous forme trigonométrique (c’est-a-dire sous la forme re'

Calcul 17.3

Ecrire sous forme trigonométrique (c’est-a-dire sous la forme re'

s

a) % 4t

Délinéarisations

Calcul 17.4

016A

L
d) cos(3x)sin®(2z) ...
e) cos®(2x)cos(3z) ..
f) sin(4a)sin(3z) ...
00
0 avecr >0et f cR):
e) —l—e€'s ...
f) 1—efe ..............
) 14¢'s
8) T am e
h) (1+e®)*
o
 avecr >0etfcR):
b) €% —elT L.
o

Exprimer en fonction des puissances de cos(z) et de sin(z) :

40
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Factorisations

Calcul 17.5

Factoriser :

a) cos(z) + cos(3x)

b) sin(5z) — sin(3x)

Factoriser :

a) sin(z) + sin(2x) 4 sin(3x)
b) cos(x) + cos(3z) + cos(bx) + cos(Tx)
c) cos(x) —i—cos(a:—i— 2?”) —i—cos(:v—i— ?ﬂ-

Calculs d’intégrales

calcul 17.

Calculer :

5)

00
c) cos(z)—cos(3z) .....
d) sin(3z) +sin(5z) .....
000
00

Réponses mélangées

1 1 3 1 in 1
~3 cos(6x) + 1 cos(4x) — 3 cos(2z) + 1 2cos( = e g(e7T —2) 2sin(4x) cos(x)
1 1 1 7 .51 1 1 1
~1 cos(4x) + 3 cos(2zx) — 1 —2cos £ e i ~1 sin(11z) + 1 sin(bz) + 5 sin(3z)
2008(1 o33 cos(9z) n 3cos(bx)  cos(3x) n 3cos(x) 4cos®(z) — 3cos(x)
12 8 8 8 8
13 cos( 5 in
2cos(—)el% 4 cos®(x) sin(z) — 4 cos(z) sin®(z) - (12)e% 0
1 sm(i)
= in(8 1 3 iz
2sin(%)e_‘% 2 cos(2z) cos(x) ;Zi(?) 1 cos(3z) + 1 cos(x) 2cos<%)e‘ﬁ
Sin(%w) sin(2x) e" +1 sin(9z) = 3sin(bz) sin(3z)  3sin(z) . .
sin(2) 5 st "% "3 2sin(z) sin(2x)
227 COSQ7(%>ei% 2sin(%)e_l72”r 251n(%>e‘111_27r 2 cos(4x) sin(z)

» |Réponses et corrigés page ??|
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Fiche de calcul n°18 0017A

Sommes et produits

Prérequis
Factorielle. Identités remarquables. Décomposition en éléments simples.
Fonctions usuelles (racine carrée, logarithme népérien).

Rappel

Si g est un nombre réel, si m,n € N* et si m < n, on a

2
" (n—=m+1)(m+n) "y - n?(n +1)2
P S ge 3w (k) =T
k=m k=1 k=1
n " 1— qnferl
s _ nln+ )2+ 1) oo g
DS DS A
k=1 k=m n—m-+1 sinon.
Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul.
Calculs de sommes simples
~alcul 18.1 o
Calculer les sommes suivantes.
n+2 n
a) Zn .......................... c) Bk4+n—1) ..o,
k=1 k=1
n+2 n—1
k—4
b) N Tk d) <3> ...................
k=2 k=2
Calcul 18.2 00
Méme exercice.
a) > k(k+1) .o dy Y oofsrh
k=1 k=0
b) Y (4k(E+2)) e) Y (Th+4k—n+2) ...........
k=0 k=1
n—1
1 2 n
c) ;23 ......................... ) S+t
Calcul 18.3] — Produits. o
Calculer les produits suivants, ou p et ¢ sont des entiers naturels non nuls tels que p > q.
q n
a) [z o) [[ovexk..........
k=p k=1
n 10
b) JI8% ) JI k.o
k=1 k=—10
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Avec des changements d’indice

Calcul 18.4

Calculer les sommes suivantes en effectuant le changement d’indice demandé.

a) Zn—f—l—k avec J=n4+ 1 — k. oo
k=1

"1 1
- —_— ) = L — ke
b) ngk 1o Aveed n + k

c) Zk2k AVeC J =k — L. o
k=1

n+2

d) Z(k— 2)% AVEC J =k — 2
k=3

Sommes et produits télescopiques

Calcul 18.5] — Sommes télescopiques.

Calculer les sommes suivantes.
n+2

3
™

) STh+1P =k c) N ey IR

k=2 k

b) ém(HD ............. A S kxk

Calcul 18.6] — Produits télescopiques.

Calculer les produits suivants.

o TEE o TI(1 1)

k=1 k=2

Lok +1 i 1
b) kl_IQk_S .................. d) H<1—1€2> ...............
=1

A Tl’aide d’une décomposition en éléments simples

Calculer les sommes suivantes.

- 1
b) Zm .............................................................

k=0

Fiche n° 18. Sommes et produits
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Sommation par paquets

“alcul 18.8

Calculer les sommes suivantes.

Sommes doubles

Calculer les sommes doubles suivantes.

Réponses mélangées

n(n+1) 11 n(bn + 1) n(n? —1) n(n+1)(4n — 1) pntl _ gn+l
2 2 n+3 2 2 6 3
2 n+1 n+1 9 on—2 2 T
2n° +n o™ o™ 2(3 1) n(n + 2) 1—4n 6(7 1) +n(n+4)
n(n +1)(7n? + 13n + 4) n(n+1) In(nl) RCES (n—=2)(n—-"7) 0 1
12 2 6 n
1 1
n(3++) n2n+1 + 2(1 _ 2n) 2¢I—I7+1 1— o n(n + 1)(7’l2 +n+ 4)
2 2
0 5”(n!)% n(n4—}— 3) n (n4+ 1) n(n+ 1§(n+2) (1) —1
T(n+1)(n+4) 1 n%(n+1)
3_ 93 Mnrl)n+4 _
In(n +1) n+1 (n+3)° -2 5 CESH 5

» |Réponses et corrigés page ??|
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Fiche de calcul n°19 018A

Coefficients binomiaux

Prérequis
Factorielle. Coefficients binomiaux. Formule du bindéme de Newton.

La lettre n désigne un entier naturel non nul.

Manipulations de factorielles et de coefficients binomiaux

Calcul 19.1] — Pour s’échauffer. ]

Donner la valeur des expressions suivantes :

2) %; .............................. d)(@ ..............................

b) 17—0" ............................... e) (2) ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

salcul 19.2| — Pour s’échauffer — bis. o

Ecrire les expressions suivantes a 1’aide de factorielles, de coefficients binomiaux et, le cas échéant, a I'aide de
puissances.

a) 6X7TXx8x9 ............ c) 2x4x---x(2n) .......
b) 9%;%223 ........... d) 3x5x--x(2n+1) ...
— Avec des paramétres. ')
Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre k désigne un entier naturel tel que k < n.
a) (Z) (pourn >2) ....... d) (n :!2)! .................
b) (g) (pour m >3) ....... e) ;1 ﬁ ...........
c) (’Eg)) ................... f) % - 2%1 ..........
+1
— Avec des parameétres — bis. 00

Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre a désigne un nombre non nul.

1 1 1
n! + 2n x (n+1)! + 2x (n+2)!

. (3(n +1))! . (3n)!
) ag(n+1) % ((TL+ 1)!)3 -~ agn % (n!)3 .............................
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Autour du bindome de Newton

©
Calculer les sommes ci-dessous a 'aide de la formule du binéme de Newton.

S k(T S 2n—k (T
S <k> ............. SIDIE (k> ..........

k=0 k=0
DI DG Lany (4 I d) Y 2k x gk

k k

k=0 k=0

00

a) Développer a l'aide de la formule du binéme de Newton (1 +1)" +(1—1)" ..........

5]
n
b) Calculer ) ( > ..................................................................
p=0 2p
Calcul 19.7 00
En utilisant la fonction  — (1 + )", ses dérivées d’ordre 1 et 2 et sa primitive s’annulant en 0, calculer
" /n " /n 9
SID D (1 IR SISl () ET R
k=0 k=0
" /n " /n 1
b)Z()xk ............ d)Z()x— .......
= \k — \k) k+1
00

a) Donner le coefficient de " dans le développement de (14 2)*™ ......................

b) En donner une autre expression en développant le produit (1 + )" (1 + )" ..........

n 2
¢) Calculer Z (Z) ..................................................................

k=0

Réponses mélangées

9 2n 1
122 101 " 2 1 —_—
<4> (n) n(n+1) 0 100 3 (n+2)(n+1) CF 56
9! 2n n(n—1) k+1 n! x (n—3)
15 — 2" 720 6"
5! ( n ) 2 n—=k 22n+2
L3 | 3 n+l _ n 2
= 2p 27 x n! n x (n+2)! n+1 = k
_ 383n+2)(3n+1) 1 n(n—1)(n—2) _
2n—t — e 2n—t 12 x 15" 140
" a3(n+1)2 30 6 .

» |Réponses et corrigés page ??|
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Fiche de calcul n°20

Manipulation des fonctions usuelles

Prérequis

Dérivation, équations du second degré.

Calculs de valeurs

019A

Calcul 20.1] — Fonctions circulaires réciproques. L
Calculer les valeurs suivantes.
1 3
a) arcsin{ — ) ... d) arctan £ ...............
2 3
arcsin(?)
b) — "L . e) arctan(l) ...................
arccos(?)
1 1

1 f) arccos<3 + 6) ............

c) arccos| —= | .ot
) oo 75)
Calcul 20.2| — Valeurs des fonctions hyperboliques. o
Calculer les valeurs suivantes. On rappelle que, pour « € R, on pose th(z) = sh(x)/ch(x).
a) ch(0) ..o d) sh(In(3)) .....ooveiiniintn.
b) sh(0) ... e) ch(In(2/3)) ...t
c¢) ch(In(2)) ..o, f) th(In(2)) ..ot
Calcul 20.3| — Identités de trigonométrie hyperbolique. 00
Soient x et y des réels.
Calculer en développant soigneusement, et en simplifiant au maximum, les expressions suivantes.
a) ch(z)sh(y) +ch(y)sh(z) ..o
b) ch(z)ch(y) —sh(@)sh(y) .. .oooenii
Résolution d’équations
— Fonctions z — a*. o
Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € R.
9(1,’

a) 3“"—? ............. c) 2°=3x4% ... .......
b) 4" =2x2% .......... d) 10 =4 x 5% x 9% ...
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Calcul 20.5| — Fonctions z — a” (plus difficile). 00

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € R.

On pourra faire intervenir une équation de degré 2 en posant une nouvelle variable.

) 20 AT = A

D) 167 — 3 X AT £ 2= 0 .o

C) 2 X 9T = BT — B = 0 ittt
I S S B | R
Calcul 20.6| — Equations avec les fonctions circulaires réciproques. 00
Résoudre les équations suivantes, d’inconnue = € [—1, 1] pour les deux premiers calculs, et € R pour les autres.
a) arcsin(x) = g ........... d) arcsin(sin(z)) = g ......
o 1
b) cos(arccos(z)) =0 ....... e) arcsin(sin(x)) = 3
c) arccos(cos(x)) =0 ....... f) tan(arctan(z)) =1 ......

Calcul 20.7] — Equations avec des fonctions hyperboliques. 00

Résoudre les (in)équations suivantes d’inconnue = € R.

On rappelle que, pour x € R, on pose th(z) = sh(z)/ch(z).

a) ch(@)=V5 ... d) ch(z)<4 ..o
b) sh(z)=1 ...................... e) sh(z)=23 ...l
1
c) th(z)=- ..o f) th(z) < CURRRERREETEERTTERRRERY
Dérivation
— Quelques calculs de dérivées. ')
Dériver les fonctions suivantes.
a) v 242 ... c) x>z
x arcsin ()

b) z+— —— ... d —_— ...,

) @ 5% 4+ 1 ) @ arccos(x)
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— Quelques calculs de dérivées — bis.

Dériver les fonctions suivantes. On rappelle que, pour = € R, on pose th(z) = sh(z)/ch(z).

a) x +— arcsin(z?) ¢) x+— arctan(th(z)) ..

b) z — ch(z)sh(z)

salcul 20.10 — Deux dérivées importantes.

a) x — arcsin(z) + arccos(z)

1
b) x+—— arctan(z) + arctan(;)

“alcul 20.11] — Des dérivées plus compliquées. 000

7. . . . . . . o . = 2
Dériver les fonctions suivantes. Dans ce qui suit, la fonction F' est une primitive de z — e™* .

¢) x—V1—2a?+ zarcsin(x)

1
d) x+— zarctan(z) — 5 In(z? + 1)

Réponses mélangées

1 — th*(x) 3
1+ th?(z)

sh(z) 1

0
v 7 eh(2)? g In(ch(z))

x +— arcsin(zx)

In(1+ v2)

x = 1n(2) x 27 4 2z

In(2)

} o, % ln(3)]

[ In(4++/15), In(44++/15))

z +— ch?(x) 4 sh?(z)

{5 +2kr, keZ}

U{3 +2km, k€ Z}

5 T 111(2)
0 4 o 2v/T — 22 arccos(z)2 |:1n(3 + \/E)7 oo [ In(3) v 0

15% In(3/5) + 3% In(3) In(3) . 2

G Te “In(@) T = alurctan(x) {In(v/5 — 2); In(/5 + 2)}1 3

2z ™
x— (In(z) + 1)a®e™" 1 T 2r— — {2kr, k€ Z} —1n(2)
Vicasi 6 2

13 In(2) 1 )

1 x + sh(z)ch(ch(z)) 2 B 1-— () 0; 3 z+— (In(z) + 1)z

V5-1
T In(4) hl( 2 ) T
1 sh(z +y) i In(20/3) 1 n(3) ch(z +y) 0 1

{L+2kn, kez}

U{m— % +2kn, keZ}

» |Réponses et corrigés page ??|
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Fiche de calcul n°21

Suites numériques

Prérequis
Suites récurrentes. Suites arithmétiques. Suites géométriques.

Calcul de termes

alcul 21.1) — Suite explicite.

Soit la suite (uy,)nen définie par : Vn € N, u,, = 2”—;3 x 272 Calculer :

alcul 21.2| — Suite récurrente.

On définit la suite (uy)nen par ugp = 1 et Vn € N, w1 = 2u, + 3. Calculer :

a) son troisiéme terme ............... b) U e

alcul 21.3| — Suite récurrente.
On définit la suite (vp)n>1 par vy = V2 et Vn > 1, Up+1 = 1/Un. Calculer :

A) VS e b) son sixiéme terme .......

Calcul 21.4] — Suite récurrente.

1
On définit la suite (wy,)neny par wg =2 et Vn € N, wp4q = éwi Calculer :

A) W2 et b) son centiéme terme ......

— Suite explicite.
n

Soit la suite (¢,,),>1 définie par ¥n € N, t,, = ln<gn>. Calculer, pour n € N* :

Suites arithmétiques et géométriques

Calcul 21.6| — Suite arithmétique.

La suite (an)nen est la suite arithmétique de premier terme 1 et de raison 2. Calculer :

020A
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— Suite arithmétique. ')

2 3
La suite (b, )nen est une suite arithmétique de raison r vérifiant que b1g1 = = et b1z = T Calculer :

3
a) b102 ............................... b) T e e e e
— Suite géométrique. 00
1
La suite (g, )nen est la suite géométrique de premier terme gg = 3 et de raison ok Calculer :
a) Son dixiéme terme est : ........... €) U0 « v
b) c1o=¢9go+g91+...+99 ... ... d) o11=¢go+9g1+...+G10 --vovvn...
— Suite géométrique. o
5 1
La suite (hy,)nen est une suite géométrique de raison ¢ > 0 vérifiant que hqy = 1—7{ et hiz = 2—57T Calculer :
a) h12 ............................... b) L
Suites récurrentes sur deux rangs
calcul 21.10 o
Soit la suite (uy,)nen définie par ug =2, u; = 1 et ¥n € N, uyq9 = upt1 + 6u,. Calculer :
Y R D) Us e
calcul 21.11 o
Soit la suite (v, )nen définie par vo =0, v1 = V2 et ¥n € N, Unto = 20,41 + vy,. Calculer :
Y D) Vo e
calcul 21.12| — Suite de Fermat. 000
Soit la suite (F},),>o définie par Vn € N, F,, = 22" + 1. Calculer :
a) B3 d) Fux (Frn—2) coiiiiiiiiiin,
D) Fh @) E
e) (Foor— 141 oo, f) F2. —2(F,—1)% ...,
Réponses mélangées
1 /5 , 3069 17 6141
e L = o 29 Foq-2 2 = 2=
24 5 512 +2 s 24 1024
n _ _ n 3
25 1HV2) i v2) 2 10000 13 o 63537 257
115 2 5) . 2n+3 n
2—\5/_ 211 (2n + 5) 2 Fyq42¥th 3" 4 (=2 8 4nln(2n)
, 3 12 3(2n+1). 23042
10 201 28 — 2nl F, 2 001 —
S B2 nin(n) 5 5

» |Réponses et corrigés page ??|
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Fiche de calcul n°22 033A

Analyse asymptotique de niveau 1

Prérequis
Suites, fonctions usuelles, définition des relations de négligeabilité, domination,
équivalence

Définitions de base

Calcul 22.1] — Classement selon la prépondérance — suites. o

Parmi les suites (4 )nen, (Vn)nen, (Wn)nen, (Tn)nen, écrire quelle suite est négligeable devant quelle suite. Pour
alléger les réponses, on poura écrire « up, << v, << Wy » pour dire que u, = o(vy,) et v, = o(wy). Il se peut
que certaines comparaisons ne soient pas possibles.

Calcul 22.2| — Dérivation partielle. 00

Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes.

a) fi(my)— 2+ day T o

d) f:(z,y)—arctan(2c4+y) .o

Calcul 22.3 000

Meéme exercice.

a) fi(z,y) = cos(Z—Y) i
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d) f:(z,y) — % si (,y) # (0,0)

0 sinon
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Composition de fonctions

alcul 22.4)] — Reégle de la chaine. 00

On note w(t) = f(u(t),v(t)). Calculer w'(t) pour chacune des fonctions f, u, v définies ci-dessous.

a) f(z,y) =42 +3y*  avec {u VT VT UTRTRTR

vV = COS

2t

b) f(z,y) =22 —y?> avec {ugt)) - e_t ...................

v(t) =e

¢) f(z,y) =2® —3zy +2y°> avec {u(t) =3sin(20)

v(t) = 4 cos(2t)

— Changements de variables. 00
Soient f € C*(R* R) et c € R*.
Exprimer les dérivées partielles de f o ¢ selon celles de f pour les fonctions suivantes.

b) ¢ : (r,0)— (rcosf,rsinf).........

of B of s of B 2 of B 1

U ) G200 2 s @) £ (0,0

U (1) = @597 ot oy =] @Y

0 sinon 0 sinon
of i of . . 2
a(x,y):—sm(x—y) et a—y(x,y):sm(x—y) sin(2t) {(z,y) eR*, z—1<y<z+1}
- — i ﬁ — qyg¥1 ﬁ = Y
72 cos(4t) — 46 sin(4t) 9 (x,y) =yaz¥ " et 3y (z,y) =2YInzx

—(z,y) = cos(e™) — zysin(e™) ™ et a—(ﬂc,y) = —x%sin(e™) e™
8(fo<p 18f u+tv v—u _'_i% u+v v—u

R 2830 2 7 2 2¢c Oy 2 7 2
o D=

L (,9) = 2y cos(2ay ) et < 22— 1)cos(2ay —y) 10,400 x [0, +oc
WS o) (r,0) = —rsm&—(rcos@ rsinf) + rcos@g(rcosﬂ rsin 6)
06 ’ oz 5 0
(0) € B2 y = N0} Py =20 +yet Ly =5y +a

dy
a(fai ?) (r,0) = cos Hg (rcos@,rsin@) + sin Og(r cos B, rsinf)

Ox Jdy
2ett 4 e~ A(f o) _1%(1;—1—1} v—u) 18f<u+"u v—u)

olt — g2t ou (u’v)_28w 2 7 2 ) 2c0y\ 2 ' 2

» |Réponses et corrigés page ??|
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Fiche de calcul n°23 021A

Développements limités

Prérequis
11 est nécessaire de connaitre les développements (en 0) des fonctions usuelles,
ainsi que la formule de Taylor-Young.

Avertissement : Les développements limités peuvent se donner au « sens faible » (avec les petits o(+)) ou « au
sens fort » (avec les grands O(-)). Volontairement, aucune de ces deux formes n’est imposée. Mais, pour des
raisons de concision, une seule d’entre elles est donnée dans les éléments de correction de chaque question.

Développements limités

Calcul 23.1] — Développements limités d’une somme ou d’un produit de fonctions. L

Former le développement limité, a 'ordre indiqué et au voisinage de 0, de la fonction de la variable réelle x
définie par ’expression suivante :

a) Alordre4: sin(z)+2In(1+z) ..ooooviiiiiiii..

b) A lordre 4 : WmA+a)
1+z

¢) ATordre 6: sin(z)(cosh(z) —1) ..ooviriiiiiiiiiaiii...

d) Alordre 6 : e®Sin(x) ...ooovvriiiiiiii

Calcul 23.2| — Développements limités d’une fonction composée. 00

Former le développement limité, a ’ordre et au voisinage indiqués, de la fonction de la variable réelle x définie
par I’expression suivante :

1
z

a) Alordre4,en0: (142)% ..ooviiiiiiiiiaiinan..

b) A Pordre 6, en 0 : COS(T) e

¢) Alordre3,en0: € ...

R In(2 —
d) ATlordre 2,en1: n( 5 RN
x
Calcul 23.3| — Développements limités d’une fonction composée. 00

Former le développement limité, a ’ordre et au voisinage indiqués, de la fonction de la variable réelle = définie
par I’expression suivante :

a) A l'ordre 2, en g posin(meos(x)) i

b) A Tordre 3, en % Dootan(X) e

¢) A Tordre 7, en g coocos(msin(z)) e
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Développements asymptotiques

salcul 23.4 00

Former le développement asymptotique, & la précision et au voisinage indiqués, de la fonction de la variable
réelle x définie par I'expression suivante :

N 1 1
a) A la précision 22, en 0 : Tl Ty gE e
N .. sin(1/x)
b) Al & — I e T T T T
) a précision —, en +00 P

3 P |
¢) A la précision —3 en +oo:

x

d) A la précision —

5, en +00 :
x

Réponses mélangées

14—7T2 (a: 7T>4 ™ (:z: 7T)6~|— ) (:z: W)7 In(z) + 1 L ! ! + o L
8 2 48 2 T—Z 2 2z 312 413  zotoo\ 23
15 1 4 19 7 3 2b 6
1= 15 96" 5760 Q@) 2 2 +§So(z4)

er llex Tex 2447ex 5 9o T T 4
2 16 e TLQ@) Srmaa g oot gl
1 1 1 5 9 3 9 9
22_37 T~ 750 00(33 ) 1 x+§(:v 1) +xgl((x 1)%)
3m 2 2 35, 11 4 256 4 4
1= (- 3) Hi’g((ﬂ‘“g)) T T TR L)
3 5 6
2 T T o L_L1,5 5 1
rhE 3 30 90 mgo(:c) x2  x® 6zt 62P x—g-oo 8
s m\? 8 m\3 m\4
t2(e-7) +2(e-7) +5(e-7) 29%(("”‘1) )
e 3 (e e Tt + o e e 1+ix—x2—§im3 + o (2%)
3z 3622 z—+oo \ 22 6 50

» |Réponses et corrigés page ??|
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Fiche de calcul n°24 022A

Arithmétique

Prérequis
Division euclidienne. Algorithme d’Euclide. Théorémes de Gauss, de Bezout et
de Fermat. Décomposition en facteurs premiers.

Division euclidienne

— Variations sur le signe. o
Effectuer la division euclidienne de a par b, on donnera le résultat sous la forme « (quotient, reste) ».

a) a=6letb=9 ................... c) a=6letb=—-9 ..................

b) a=—-6letb=9 .................. d) a=—-6letb=—-9 ................

— Diviseur et reste inconnus. o
On divise 524 par un entier non nul inconnu, d. Le quotient vaut 26 et le reste 7.

a) dvaub ... b) rvaut ...

— Arithmétique modulaire. o

On rappelle que deux entiers a et b sont congrus modulo n, ce qu’on note a = b (mod n), si et seulement s’ils
ont méme reste de division euclidienne par n.

a) Le reste de 5°%! par 3 vaut ....... b) Le reste de 3°°%? par 5 vaut .......
— Encore des modulos. 00

La notation a® désigne le nombre a & la puissance « b puissance ¢ ». A ne pas confondre avec (onb)C = ab*°

Le chiffre des unités de 2 02320227 @8t ...\t

PGCD et PPCM

— Réduction de fractions. ()
On notera a A b le plus grand diviseur commun de a et b et a V b leur plus petit multiple commun.
a) 10010A2772vaut ............... c) 729V 360 vaut ....................
10 010 1 2

b) la f irréductible d t d) ————.

) la forme irréductible de 577y € ) 360 ~ 739
— Systémes diophantiens. L]
Déterminer tous les couples d’entiers naturels (a, b) tels que :

) a® —b* = 9792 a x b= 360
Y Naab=24 T b) RaVb=60 . ..oiiiiiiiiiiii..

6<a<bd
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Coprimalité, relation de Bezout et théoreme de Gauss

salcul 24.7)] — Inverse modulo 13. 00

L’objectif de cet exercice est de résoudre I’équation de congruence 5x+4 =7 (mod 13). Pour ce faire, on cherche
un inverse pour 5 modulo 13, ¢’est-a-dire un reste noté invy3(5) tel que 5 x invy3(5) =1 (mod 13).

a) Donner une solution dans 7?2 de Péquation diophantienne 5u + 13v =1. ........

b) Déterminer 'inverse de 5 modulo 13. ........ ... . i

¢) Résoudre 'équation 5z +4=7 (mod 13)dans Z. .................coiiin...

Calcul 24.8) — Equation diophantienne. 000

Soit N le nombre de couples d’entiers (z, y) solution de I’équation (F) : 192—6y = 1 et vérifiant 1999 < x < 2023
et (zo,yo) celle de ces solutions qui maximise y.

a) Nvaut ..........ooooiiiiii.. b) (xo,yo) vaut ...l

Décomposition en facteurs premiers et théoreme de Fermat

Jalcul 24.9] — Décomposer pour décomposer. o

Donner la décomposition en facteurs premiers des entiers suivants. Il s’agit ici d’appliquer au maximum les
critéres élémentaires de divisibilité (par 2, 3, 4, 5 et 9).

a) 2022 .. €) 2021 oo
b) 2023 ..o d) 2027 .o
salcul 24.10] — Diviseur et quotient inconnus. o
On divise 477 par un entier non nul inconnu, n. Le quotient est ¢ et le reste vaut 8.
a) MVAUL ..o b) gvaut ...
Calcul 24.11] — Arithmétique modulaire. 00
Déterminer, dans chaque cas, le reste de chaque puissance modulo ’entier proposé.
a) 3% =36 (mod35) .............. d) 5% (mod 77) ...
b) 3 (mod 35) ......iiiiiiiiiii... e) 77 (mod 143) ..................
¢) 67 (mod35) ...ttt f)  385%4%% (mod 4 195) ..............
Réponses mélangées
1 . .
(12, 30) 59 160 (—6,7) (216,192) 5 20 66 il est premier
65
154 1 67 (2023, 6406) 5 4 2 x 3 x 337 18

29 160 7x 17? 6 2 (—5,2) (6,7) 11 (mod 13) 2

43%x47 8 (mod 13)  (-7,2) (7.2) 1 1 4 71

» |Réponses et corrigés page ??|
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Fiche de calcul n°25 023A

Polynémes

Prérequis
Opérations sur les polynémes. Division euclidienne. Evaluation. Racines.

Autour de la division euclidienne

Calcul 25.1] — Pour s’échauffer. 00

Pour chacun des cas ci-dessous, calculer le quotient @ et le reste R de la division euclidienne de A par B :

a) A=X34 X2 X 41, B=X =1 .ttt

b) A=X*—3X344X% -1, B=X24X41 .ioiiiiiiiiiiiiiiiiiiinn...

) A=X" 4+ X' X34+ X -1, B=X34+X?4+2 ...

d) A=26X"+12X° -11X?-2X+1, B=2X>-X?2-X+1 ............

Calcul 25.2| — Avec des degrés arbitraires. 000

La lettre n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Pour chacun des cas ci-dessous, calculer le reste R de la division euclidienne de A par B :

a) A=X" B=2X =1 .

b) A=X3T2 L X3l L X3 B=X2 4 X +1 ...

) A=(X -3+ (X —2)" =2, B=(X—2)% ..

d) A=X"P2 4L X" X" B=X3—2X +1 ...

Calcul 25.3] — Avec des opérations. 00

Pour chacun des cas ci-dessous, calculer le reste R de la division euclidienne de P par X* :

a) P=A+Boun A=X"+X-2etB=X"4+X -1 ........c..ciiii..

b) P=AxBouA=2X*-3X?>-X+1letB=X>+X+1...............

¢) P=AoBouA=X?-3X+1etB=(X—-2)% ...,

d) P=AoBouA=2X?>-3X?-X+1letB=X*+X>-2X+1 .........
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— Pour évaluer en un point. 00
Soit P = X% —2X°% —8X* —22X3 — 53X2 — 56X — 20.

a) Calculer le reste de la division euclidienne de P par X%+ 1. ................

D) Calculer P(I). ..ottt

Calcul 25.5| — Pour évaluer en un point — bis. 00
Soit P = X% —2X5 —8X* —22X3 — 53X2 — 56X — 20.

a) Calculer le reste de la division euclidienne de P par X —2. ................

b)) Calculer P(V2). oot

— Pour évaluer en un point — ter. 000
Soit P = X% —2X5 - 8X* — 22X3 — 53X? — 56X — 20.

En vous inspirant des deux exercices précédents, calculer :

a) P(V2 = 1)

D) P4 1) o

— Pour factoriser. 000

Factoriser dans R[X] les polynomes ci-dessous, connaissant certaines racines :

a) P=X*—-2X34+2X2%_— X 41 o 1 est racine multiple. ....................

b) P=X*—4X34+11X?> - 14X +1000 1 +iestracine. .....................

c) P=X%-3X%+2X% - X?4+3X —2ou 1 est racine multiple et i est racine.

Réponses mélangées

24 — 36i 76 — 92v/2 R=-20X%+11X2+2X —1 —150 — 108v/2 R=1
25

Q=13X + =
(X —1)*(X2+1) R=—-108X — 150 8 — 206i R=0 ) 2
R=J(20X* = 5X - 23)
R=-2nX+4n—1 R=X*+X-1 R=-8X%34+21X%2-20X +5 R=-36X+24
Q=X?+2X+1 Q=X2-4X+7 Q=X%-1

R=-2X%-3X%2+1

R=2 R=-3X-38 R=-X?>+X+1

(X2 —2X +2)(X? - 2X +5) (X —1D)*(X2+1D)(X +1)(X —2) R=2X -3

» |Réponses et corrigés page ??|
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Fiche de calcul n°26 024A

Décomposition en éléments simples

Prérequis
Polynomes (factorisation, division euclidienne), primitives usuelles

Calculs de décompositions en éléments simples

Calcul 26.1)] — Uniquement des péles simples. L

Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.

X4 -2
X(X+1)(X+2)

2)

X3 +2
(X -DX(X+1)

b)

Calcul 26.2] L

Méme exercice.

X+1

Y XI19)X 1o

X2+ X +1

R g5 o gue VRRLE

X2 +2
(X = V2)(X +V3)

c)

— Avec des pobles multiples. 00

Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.

X+1
(X —1)2(X —2)(X -3)

2)

24+ X2
>(X+WWM7U2
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Calcul 26.4] — A vous de factoriser. 000

Effectuer la décomposition en éléments simples (sur C) des fractions rationnelles suivantes.

2) X -3
S URARARRRRRRREREEERTY
b) 2X3+1
Xt 3xZiax
— Calculs de sommes. 000

Soit n € N tel que n > 2.
Calculer les sommes suivantes, apres avoir fait une décomposition en éléments simples de leur terme général.

" k2 —5k—2
b) I;Q(k—mk(kﬂ)(km) '

— Calculs de sommes. 000

Effectuer la décomposition en éléments simples sur R des fractions rationnelles suivantes.

2X +4

) Xrrxe )

3
(X -DX+D(X2+X+1)

b)

Calcul d’intégrales de fractions rationnelles

— Podles simples ou multiples. 000
Calculer les intégrales suivantes

a) /_11//22 (gz:—xj)—(tcl—kl) de ..... d) /12 m de .....

b) /01 (m+1)(xf_2)(x_2)dx e) /Ol/zlmzlﬂdx ............

c /12x2(x1—|—1)2d$ ........... f) /23x4x_1d1: ...............
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— Primitives. 0000

Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes.

a) T+ !

B et
b) x+— L

(T Qg)d * 0
) 1
c) =z SE g Tt

1

d) T o
) @ ?2+r+1
e) x TR

_
2+ 22 +3

74

f) z+— @@= D@ d)

g) me .........................................

h) T o

Réponses mélangées

o Zx o ! 1 3 | _X-1 PG TR
5 arctan 73 73 20X —-1) 2(X+1)  X2+X+1 X X+1 X+42
Lt 1-2X 1 1 1+ 1 L1

X+1 (X412 X211 X oKX+ aX+1?  2n+1) 2n 4
3 1

2 2 11 3 1 5 2
—+—= - + + +3(X—1)+(X—1)2'
3 141 1—1

XXX 2Xx-12 " 4X+1) ﬁ+6(X+2)

V3 . _ _
xn—)%ln(w2+2)—%ln|x+l|+72arctan(7§) (X —1) X _—4i) 4X+9
1 1

2 2 1 |Jz—1
E_§ID(5)+§IH(2) 7+2x+%ln|x+1|—%1n\x—1|+%ln|m—2| Elnl—i—x
1

2 12z—-1 1 |1-— 2
U x ac ' < ~3 In(3) + = In(2)

H_— J—
5721 T 1 s 3

o]

L (@ ) ) , ) 2 1 1
ﬁ arctan % x= T o~ x—a T x=aq)2 12 + n 3 41— 22)2
+

I 1 143 1-3i 1 3

X+1 2(X-1) 4X—19) 4(X+1) X 2X+1
e—1 1 - 5 B 4

) (e—2)1(X+e) ) (2—e)()§+2) V2+V3)(X +v3)  (V2+V3)(vV2-X)

- m ™

Y2 x—3 x—itwon 2 17O Mom oo Tasmam

+

» |Réponses et corrigés page ??|
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Fiche de calcul n°27

Calcul matriciel

Prérequis
Calculs algébriques (sommes), coefficients binomiaux.

Calcul matriciel

Calcul 27.1) — Calculs de produits matriciels.

Dans cet exercice, on note A, B, C, D, E les cinq matrices suivantes :

1 -1 0
A=(0 2 1|, B=(Q1 7 -2),
3 -1 2

025A

1
21 -1 0 2 1
C_(l 1 1 1)’ D <1 2)’ E=12

-1

Calculer les produits matriciels suivants.

a) A% ... d) ExB g) D? ...

b) A% ... e) AxE h) DxC

¢) BxE f) BxA i) B'"xB
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— Calcul de puissances. 00

On note
a=(3 ) 5= G ) o= (ol ) o=(sw i

la matrice D étant de taille n x n (ot n € N*), et ot € R.

Calculer le carré, le cube de chacune de ces matrices et utiliser ces calculs pour conjecturer leur puissance
k-iéme, pour k € N.

a) A? e) B? i) C*
b) A3 f) BF j) D?
c) AF g) C? k) D?
d) B? h) C3 1) D*
Calcul 27.3|] — Calculs avec des sommes. 000

Soit n € N*. On note A = (aij)1<i,j<ns B = (bij)i<ij<n €6 C = (¢ij)1<i,j<n les matrices de termes généraux
suivants :
_ (i1 _ oigj—i —
ag = (G_1), by =287 ey = 0igga 0o
Donner le coeflicient d’indice (i,5) des matrices suivantes. On simplifiera au maximum le résultat obtenu et,
notamment, on trouvera une expression sans le symbole ).

On rappelle que (;) =0 quand j > q.
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— Deux calculs plus difficiles. 0000
Soient n € N* et (i,5) € [1,n]*
En utilisant les matrices de I’exercice précédent, calculer les termes généraux suivants.

Inversion de matrices

Calcul 27.5| — Détermination d’inversibilité, calcul d’inverses. 00

Dans cet exercice, on note les matrices suivantes :

. . 1 -1 0
A<7T e), B(l.+1 2_.1>, c=[o0 2 ,
2 2 i —i

1
3 -1 2
™ ™ 2 1 0 2 0 2 1
D=1« 0 o, E=12 1 3|, F=12 0 1],
—m =27 0 4 2 2 1 2 0
1 01 -1 1 0 2 3 1 1 -1 -1
2 1 3 -1 2 2 1 4 -1 1 1 1
G= 1 11 119 H= 7T 2 2 9 |’ J = -1 -1 -1 1
0 2 3 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

Déterminer, si elle existe, l'inverse de chacune des matrices. Si elle n’est pas inversible, indiquer dans la case
« non inversible » .

a) A d) D .. g) G
b) B e) E .. h) H
c) C f) F iy J
66
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— Matrices dépendant d’un paramétre.

Soit A un parametre réel. On note A et B les deux matrices suivantes :

A 1 1
A=1-1 -1 2
A 1 2

Pour chaque matrice, donner une condition nécessaire et suffisante (abrégée ci-dessous en CNS) sur A pour que

la matrice soit inversible et en donner, dans ce cas, I'inverse.

CNS pour A

a) . :
inversible

b) Inverse de A ...

11
., B=|x 1 A-1
1 A

)

1

CNS pour B
inversible

d) Inversede B ...

67
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Réponses mélangées

0 4 0 “1-A4+X 1-X 2-)
1 ok 3k ok
—10 -2 -2 Ty 1 0 -1
2 -1 1 1-X  A-1 A-1
1 -3 -1
cos(kf) —sin(k0) 5 3 -1 1
Non inversible! 3 3 4
sin(kf)  cos(k0) 4 3 1 2
9 -7 3
n n
i 1k 8 19 45
) | -
J 0 1 0 27 0 9
n n
0 -1 0 -1
n? n? 5 2 -1
1 1 0 o » 2\ " 1
(n?) 3 2X3Z+J<1—<§>> 53 2 1
-1 0 -1 0
n’ n? -6 -2 2
0 0 1 -1
-2 2 2 -2 -6 -5
i—1 i—1 1 13
. +1 . =11 -1 2 -5 15 3 5 -1 11
J j—2 6
0 1
4 2 -4 18 —-26 -1
cos(36) —sin(30) cos(20) —sin(26) o
nk=1D A#1 2it1gi—i(om — 1)
sin(30)  cos(36) sin(26)  cos(20)
-2 2 0
1 7T =2 1 7 —2
1 6 4 2 11 —1-2i
2 14 -4 7 49 —14 3 3
-7 5 -3 -1 1 —1+i
-1 -7 2 -2 —-14 4
-5 3 -1 -1
-1 8 4 =2 -4 -1 3
1 2 5 4
3 2| —16 —6 7 T[22 +2 A —2x-1
0 1 4 5
-1 0 -2 1 A—1 0 1-A
i o 1 2 e (1= 04,1)(6i—1,j+1 + di5)
2 x 3971 x 511 =] 17 (matrice 1 x 1) PR
T—e
-2 m +(1- 51"“)((51‘7]‘ + 5i+1,j71)

» [Réponses et corrigés page 77|
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Fiche de calcul n°28 0026A

Algebre linéaire

Prérequis
Coordonnées. Applications linéaires. Matrices. Rang.

Vecteurs
0
Pour chacun des calculs suivants, déterminer les coordonnées du vecteur u dans la base B.
a) w=(1,1), B=((0,1),(=1,2)): t\rriririiatiie e
b) w=(1,1), B=((=1,2),(0,1)). «e0riiiriiiiiii i
¢) u=(3,4), B=((1,2),(12,13)). «c0oiiitiii
d) u=(1,2,1), B=((0,1,3),(4,5,6),(=1,0,1)). ......ccoeiiiiii ..
e) u=(-1,0,1), B=((1,0,1),(1,1,1),(=1,-1,3)). coeeireriiiiiiiiiii..
f) u=X3+X%>B=(1X,X(X-1),X(X-1)(X—=2) ......oor...
™ .
g) u:ixr— cos(x + 5), B=(x—cos(z),z—sin(z)) ..o,

Calculs de rangs

Calcul 28.2] — Sans calcul. ()
Déterminer le rang des matrices suivantes :
1 4 1 2 3
a) <3 1) ................................. d) 4 5 O |
6 7 13
1 4 1 4
2 8 2 8 L2
b) 9 8 92 & | e e) 3 4.
520 5 20 46
1 2 3 4 1 1
c) 2 4 6 8| e f) eM,R) ...
3 6 9 12 1 ... 1
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salcul 28.3 o

Déterminer le rang des matrices suivantes :

3 2 1 1 21
a) (-4 —3 —1| ... o (o 2 al
-4 -2 =2 1 1 2
b) cosf —sind r-1r 2 3
<in 0 cosf | i d) 9 1 ~1 2
Yoo 1 e
1 4 2 1
Matrices et applications linéaires
— Matrices d’endomorphismes. o

Pour les applications linéaires f et les bases B suivantes, déterminer la matrice de f dans la base B.

a) f:(z,y)— (@+y,3z—5y), B=((1,0),(0,1)). ..o

b) f:(zy)— (@+y,3z—5y), B=((0,1),(1,0)). «ccoveriiiiiiii

o) fi(zmy) = Rret+y,z—y), B=((1,2),(3,4) «oooeiiiiii

d) f:(z,y,2)— (x+y,3z—2y), B=((1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)) ...occoeeen....

e) fiP= P(X+2),B=(1,X,X2)
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— Matrices d’applications linéaires. ')

Pour les applications linéaires f et les bases B, B’ suivantes, déterminer la matrice de f de la base B dans la
base B'.

a) fi(z,y,2)— (+y+z0—y), B=((0,1,3),(4,5,6),(-1,0,1)), B = ((0,1),(1,0)).

Réponses mélangées

1 1 -1 -1 1
2 3 (-1,3) 2 1 (—2,4/5,11/5) (0,2,4,1)
3 -5 4 15 0
1 0 1
-5 3
3 -1 1 (9/1172/11) (_131/2)1/2) 1 (33_1) 2
1 1
0o 1 1
01 0
1 2 4
0 0 2 —-19 —43
(1/2,—/3/2) 0 1 4 2 % 4 2 1
0 0 O 9 21
0 0 1
0 0 O

» |Réponses et corrigés page ??|
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Fiche de calcul n°29

Equations différentielles

Prérequis
Equations différentielles.

Equations d’ordre 1 A coefficients constants

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) ¥ =12y et y(0) =56 ..ooriiiiii
b) ¥ =y+1 et y(0) =5 oiiiiiii
c) ¥ =3y+5 et y0)=1 . 00ooiiiiiii
d) ¥ =2y+12 et y(0) =3 i

Calcul 29.2

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

0027A

a) by =—y et Y1) =@ ceiii
b) Ty +2y=2 et y(7)=—1 . coiiriiiii i
¢) ¥ = VB =6 et Y0) =T oo
d) vV=my+2 et y(rm) =12 oo
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Equations d’ordre 2, homogenes, a coefficients constants

salcul 29.3] — Une équation avec conditions initiales.

Déterminer les solutions des problémes de Cauchy suivants :

a) ¥ =3y +2y=0 et y(0)=1 et ¢y (0)=2 ................
b) v =3y +2y=0 et y0)=1 et y(0)=1 ...ccoviiiiiiiiiiiii..
) ¥ =3y +2y=0 et y0)=1 et y(0)=3 ..cccviiiiiiiiiiiiiii..

d) ¥ =3y +2y=0 et y0)=1 et ¢y (0)=3i ...............

alcul 29.4] — Racines doubles, racines simples.

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) v —y=0 e y0)=1 e yO0)=1.....o0ciiiiiiii....

b) v +3y +2y=0 et y0)=2 et y(0)=3 ...ccoeiiiiiiiiii.
C) y” + yl — 2y = 0 et y(O) = ]_ et yl(O) = 2 .................
d) v -2y +y=0 et y0)=2 et yO0)=1 ....c............

e) y'+4y +4y=0 et y(1)=1 et y'(1)=-3 ..............

calcul 29.5| — Racines complexes.

Déterminer les solutions des problémes de Cauchy suivants :

a) v+y=0 et y0)=1 e y(0)=2 ....ccoiiiiiiiiii...

b) y” +y’ +y=0 et y(O) =1 et y/(O) =—1 .
) vV'+2y +2y=0 et y0)=0 et y(0)=1 ...ccoeiiiiiiiiiiiii..

d) y”_zy/+5y:() et y(O):l et yl(O):—l ...............

Réponses mélangées

3 29 rr—m2
T+ cosx + 2sinz z— 124+ — e
™

3 1 3
x e /2 (cos % — —sin Q) x > 56el?® T 6e” —1

V3 2
T (2 _ x)e2—2w T = 2623: _ " T e(6—91:)/5 s 1 — Qe_Qz/”'Q
8e’” — 5 4 1 B R R
xHeT x,_)gex_ge—h: mHem( 2+1e21x+ —2'_16—2130)

6 6
T (2—x)e” T e’ T Te % —5e 2% x»—><—+7r)e“/5x——
=) VB VB
x5 (2 — 3i)e” + (3i — 1)e®® T e " sin(z) T e” T 9e?" — 6

2e
- — T e
™

» |Réponses et corrigés page ??|
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Fiche de calcul n°30

028A

Séries numériques

Prérequis

Séries usuelles (convergence et sommes), décomposition en éléments simples.

Séries géométriques, exponentielles, de Riemann

Dans les calculs de cette section, reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant

calculer sa somme.

Calcul 30.1] — Séries géométriques.

a) ZZk ......................
k>0
1
B) D g cvreeee e
k>0

1
a) Zk' ......................
k>0
2k
b) T e
k=2

1
a) Zﬁ

k>1

— Séries géométriques — bis.

1
a) ﬁ .....................
k>2
b) Z e~
k>1

Séries télescopiques

Calcul 30.5

©
k
1
c) () .................
k>0 2
1
d) FUIRRRRRRTREEEEPRRRIRPPEY
k=10
o
1
c) Z TV IRACARREARRRRREEE
k>0
LY
1
C) Z E .......
k=6
000
ik
c) Z s G AT RRREEREE
k>3
1
d) : e
>4 (1 —1v2)
00

Prouver la convergence et calculer la somme de chacune des séries suivantes :

1
a) Zm .........................

k>1

1
b) Zm ..................

k>1

c)

4)

éln(ljil) ...................
S erton{ 1 )

k>0

74
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Séries géométriques dérivées

Prérequis
On pourra utiliser le fait que si a €] — 1, 1], les séries

Zkak_l et Zk(k—l)ak_z,

k>1 k>2

appelées séries géométriques dérivées, convergent et ont pour somme

+oo 1 +oo 9
kot t= = et k(k—1)a*2= —=

— Séries géométriques dérivées. 0
Reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant calculer sa somme.
a) E Rk

k=1

1

b) E k2k—1 .....................................................................

k>0
— Séries géométriques dérivées — bis. 00

Reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant calculer sa somme.

Réponses mélangées

—2 —5\/2
1 o i 1 % 1121(2) e? divergente dive3rgente 5—5\/_2
! > m -7 1 %
19 - — 2 - di ¢
12 e’ =3 6 350 4 (- 1)3 ivergente
11 1
divergente 4 v 16 e 9432 5 .

» |Réponses et corrigés page ??|
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Fiche de calcul n°31 029A
Structures euclidiennes

Prérequis
Produit scalaire, famille orthogonale, base orthonormée.

Calcul de produits scalaires

— Des calculs de produits scalaires de fonctions. 00

Calculer les produits scalaires entre les vecteurs suivants dans l’espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1]
muni du produit scalaire défini par

1
(f.9) = / f(t)g(t) de.
0
On note f1, fa, f3, f1, f5, f6 les éléments de E suivants :

fiit—In(1+1), fo it —s 12, f3 1t —> cost,

fa it — e, fs:t— 1414, fe:t— 2.
a) (f1,06) ceere €) (f3,/5) cerie
D) (far f5) wemnnnneeeee Q) (Fasfa) oeeee e
— Des calculs de produits scalaires de matrices. ')

Calculer les produits scalaires suivants dans ’espace vectoriel Mo (R) muni du produit scalaire canonique.

1 2 1 2 0 3
OnnoteraA-(B 0),B—<2 1>etC—(_3 0).

Distances euclidiennes

— Des calculs de distances. 000

1
On se place dans R3[X]| muni du produit scalaire défini par (P, Q) = / P(t)Q(t) dt.
0

a) Calculer la distance de X2 & Vect(1, X) . oovrrrriiti e

b) Calculer la distance de X & Vect(1, X®) ... oo

c¢) Calculer la distance de 1+ X2 & Vect(X, X2) o oottt
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Orthonormalisation

— Orthonormalisation de Gram-Schmidt.

1
On se place dans Ry[X] muni du produit scalaire défini par (P, Q) = / P(t)Q(t) dzx.
0

En appliquant le processus de Gram-Schmidt :

a) calculer une base orthonormale de Vect(1, X)

b) calculer une base orthonormale de Vect(X, X?

+1)

Matrices de projections orthogonales et de symétries orthogonales

— Calculs de matrices.

On se place dans R* muni du produit scalaire canonique, qu’on munit d’une base orthonormale B = (i, j, k).

On note z, y et z les coordonnées dans cette base.

Pour chacune des applications linéaires suivantes, écrire sa matrice dans la base B.

a) La projection orthogonale sur le plan P d’équation z +y+2=0 ..............

b) La projection orthogonale sur la droite D dirigée par i + 2k

¢) La symétrie orthogonale par rapport au plan d’équation z +3y —z=0 ........

Réponses mélangées

7 1

(V3X, \/j;g(axx? —9X +4))

9 -6
1 1 1
— — —|-6 -7
5V/3 6v/5 11
2 6

2sin(1) + cos(1) — 1

10 2
1 1
=lo 0 o (1,2\/§(X—5)) 11

2 2 -1 -1

0 = 10
6 s[-1 2 -1
9 -1 -1 2

» |Réponses et corrigés page ??|
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Fiche de calcul n° 32 030A

Groupes symétriques

Prérequis
Permutations, cycles, transpositions, décomposition en produit de cycles a sup-
ports disjoints, signature.

Opérations sur les permutations

Calcul 32.1] — Echauffement. o
On considere les permutations suivantes de Gg
(1 2 3 4 5 6 ¢ (1 2 3 4 5 6

P=\24 3165 @ 7741506 3 2)
Expliciter les permutations suivantes.
a) pt d) po ...l
b) o7t €) TP i
¢) 0% . f) opo™t ...
Calcul 32.2| — Opérations sur les cycles. L
Calculer les puissances suivantes, ou a, b et ¢ désignent trois entiers naturels non nuls distincts.
a) (ab)™ ... d) (abe)? oo,
b) (abe)™ ool e) (24513 ...,
) (13527)7 1 ......... f) (1523712 .........

Décomposition en produit de cycles a supports disjoints

00
Décomposer les permutations suivantes en produit de cycles a supports disjoints.

a)12345678910
7 9 1 3 8 4 10

6
b) 12 3 45 6 7 8
32101 7 459

€) (1352)2417)(58) wverieiieiieiiii

®© o
=

S o

N———

d) 13)3214B14)(214) ..o

€) (26)(4215)(32)(BL5) coriiiii
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— Application aux calculs de puissance.

Expliciter les puissances suivantes sous la forme d’un produit de cycles a supports disjoints.

2
4

D = N

a) (
b) (
) [t

d) (i

3
3

w

4
1

S

S

)
6

Calculs de signature

— Calculs de signature — niveau 1.

Déterminer la signature des permutations suivantes.

a)

(12)(34)(56)

— Calculs de signature — niveau 2.

Déterminer la signature des permutations suivantes.

2

a) G
b) (:15

6
2
2

34 5 6 7
9 1 3 8 4 10

3
10

Réponses mélangées

4
1

8 9

10
9 ) e
10
6)

0) <;’
d) G

5
5 6 7 8 9
7T 4 5 9 8

d) (1324
e) (13)(267)1(47312)

f) ((13)(267)(47312)%

— DN = DN

1 2345 6
~1 (2154)  (174)(26810)395) 1  (146235)
126 5 3 4
1 23456
(1674)(253)  (131064)(57)(89) (1265 3)
2 6 5 1 3 4
1 23456
(12)(34) 1 (142)(56) -1 1 (acb) -1
41326 5
1 2345 6
id  (¢cba) 1 1 (17)(24358  (72531)
165 4 2 3
1 23456 123 45 6
(12753) -1 1 (ab)
6 3 2 1 5 4 6 4 3 2 5 1

—
\]
oo

5 6
8§ 9 1

[\V]

4
10

D W ~N W
NN | s}
o © D ©

5 6 8
5 9 3
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Fiche de calcul n°33 031A

Déterminants
Prérequis
Nombres complexes.
Calculs en dimension deux
salcul 33.1 o

Soit @ un nombre réel.

Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.

Calcul 33.2 0o
Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.
3/2 7/2 85 72
a) / A R A) | ]
5/2 9/2 53 91
b In(2) In(8) ) V241 132
....................... e
-2 1In(e?) 2+V8 3-8
1/2 =3/7
c) | o e
5/9 7/8

Calculs en dimension trois

©
Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.

On rappelle que le nombre complexe j vérifie j* = 1.

1 2 3

a) |4 5 B |
7 8 9
-1 -2 3

15 I 2 - T
4 0 0
1 —=j

c) [ N
-2 15
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L

Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes.

o]
) | o T T e
AR B
1 241 -2+i
b) =1 20 =1 L = 0 |
-1 i 2
1z 1
5 15 3
1 1
c) e 0 TR
2 11
5 3 15
00

Soit x, y et z des nombres réels et a un nombre réel strictement positif.

Calculer le déterminant de chacune des matrices d’ordre trois suivantes.

Ty z
A) | 2 Y |
y z x

In(a) In(a®) —2In(a)
b) In(va) —2In(a) In(a?) | o
—In(a?) In(a) 2In(va)

11 1
c) T Y Z |
2 2 2

d) [Z4+1 42 T3
r+2 z+3 z+4

Réponses mélangées
-5+ 6i 23412 + 2% — 3y V2413

227/336  —40 0 20  9In(2)

4/375 6 6i — 12 —2a>
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Fiche de calcul n° 34 032A
Fonctions de deux variables

Prérequis
Fonctions d’une variable réelle (limites, continuité, dérivabilité)

Les fondamentaux

Calcul 34.1] — Ensembles de définition. ()

Déterminer le plus grand ensemble de définition possible de chacune des fonctions suivantes.

a) (x,y)—aresin|e —y|....coooniiiii

b) (zy) —In(x) + /Y oo

o o
) (09) — s
16 —22 —92In(z? +¢y>—16).............
Calcul 34.2| — Dérivation partielle. 00

Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes.

a) fi(zy)— 2+ day 4T o

d) fi(z,y)—arctan(2x +Y) oo

Calcul 34.3 000

Méme exercice.

a) fi(z,y) = cos(Z—Y) i

82 Fiche n° 34. Fonctions de deux variables



Composition de fonctions

alcul 34.4)] — Reégle de la chaine. 00
On note w(t) = f(u(t),v(t)). Calculer w'(t) pour chacune des fonctions f, u, v définies ci-dessous.
a) f(z,y) =42 +3y*  avec {u VT VT UTRTRTR
v = cos
u(t) = e*
b) f(z,y) =22 —y?> avec L e
v(t) =e
9 9 u(t) = 3sin(2t)
¢ y) =ax° —3zy + 2 avec ¢ . T L.
) J@y) =w sy v {v(t) = 4 cos(2t)
— Changements de variables. 00

Soient f € C*(R* R) et c € R*.
Exprimer les dérivées partielles de f o ¢ selon celles de f pour les fonctions suivantes.

b) ¢ : (r,0)— (rcosf,rsinf).........

Réponses mélangées

%(w,y) = cos(e™) — xysin(e®™) e et g—;(:f:,y) = —x%sin(e™) e™
I(f o) B of ) .0 )
. (r,0) = cos 9%(7" cosf,rsin @) + sin Ga—y(r cos B, rsinf)
of of

_(xay) = yxy—l et _(x7y) =a2'Inx

ox dy

8(fo<p)(u v)zlg utv v—u) 10f(futv v—u
ou ’ 200\ 2 7 2 2e0y\ 2 7 2¢
(f o) a0 . .
50 (r,0) = —rsm@ax (rcosf,rsinf) + rcosé?ay (rcosf,rsinf)

v (y? — 2?) si (z 223y
2 212 7y) # (050) 2 212
U ry)=§ @ F97) ot Gy =] @0

0 sinon 0 sinon

si (z,y) # (0,0)

of

2 4t —2t
—72 cos(4t) — 46 sin(4¢t) e te %) sin(2¢)
oAt _ o 2t

A(f o) _10f (ut+v v—u 10f fu+v v—u
v (u,v)—§£< 2 7 2 >+2_08_y( 2 7 20)

of B 2 of B
Y = T m o Y S T,y (@9 €R y > 00,0}

(e e, o-1<y<ar) Py =2erye Lap =5+
of

- (2,y) = 2y cos(2zy — y) et g—i(w, y) = 2z —1)cos(2zy —y)  ]0,+00[ x [0, 409

ox

L) = —sino—y) et P ag) =sinte—p) G o) = (200 20) et o) = (2 -2m)
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