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Chapitre 01 — Procédés sommatoires

1 Rappels et compléments sur les séries

1.1 Définitions

Définition 1. Soit (u,)nen € KY une suite d’éléments de K.

1. La série de terme général (u,)nen, abrégée en «stg (Up)nen » OU €N « E U, » est la suite (Sp)pen, OU
n

S Z ug. Sin €N, S, est la n-ieme somme partielle de la série.

k=0
+o0
2. Si (Sp)nen converge vers £ € K, on dit que la série de terme général (u,)nen converge. On note £ = Z U.
k=0
+o00 +o00
Dans ce cas, le reste d'ordre n est R, = Z ug— S, = Z U
k=0 k=n+1

3. Une série non convergente est dite divergente.

Proposition et Définition 2.
1. pProp. Soit (Up)nen € KN, Si Z u, converge, alors uj, n_>—+>oo 0.

2. Dpeéf. Si (Un)nen ne tend pas vers 0, on dit que Z u, diverge grossierement.

Proposition 3 (Lien suites-séries). Soit (u,)nen € K. La suite (u,)nen converge si et seulement si Z Upt+1 — Up
+oo

converge. On a alors E Uk4+1 — Uk = ||m Up — Up.
n—-+
k=0

1.2 Séries a termes positifs

n

Théoréme 4 (de comparaison). Soient (U,)nen €t (Vn)nen deux suites de réels positifs, S, = Z Uk
k=0

1. Si la suite (S,) est bornée, alors Z up converge.
2. Si u, v O(v,) et z v, converge, alors Z u, converge.

3. Siu, = ofvy) et E v, converge, alors E u, converge.
n—+

—+00
4. Siu, ~ v, alors E u, converge si et seulement si E Vv, converge.
n—-+o00

. . 1 .
Corollaire 5. Siu, = o < , avec a > 1, alors la série de terme général (up)nen converge absolument, donc
n——+oo

nOL
converge.
Soit f une fonction positive, décroissante. Alors, pour tout n dans N, on a les inégalités
n+1 n y = f(X)
< <
F(n+1) < / F(£)dt < F(n) \/ F(£)dt. -

n

N rktl
Ainsi, Z/ f(t)dt < Z/ f(n+1)
purl) k-1
n+1 ”
ou encore / f(t)dt < Z f(k) < / f(t)dt.
1 = 0
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[ Proposition 7 (Séries de référence). Soit a€ C, s € R.
+00 1
1. (séries géométriques) Z a" converge si, et seulement si |a] < 1. Dans ce cas Z a" =
n=0

1-a

: . 1 : :
2. (séries de Riemann) Z s converge si, et seulement si s > 1.

u

[ Définition 8. Une série de terme général (u,),en converge absolument si la série de terme général (|u,|)nen converge.

Proposition 9.
1. Une série qui converge absolument converge.

2. Les théorémes de comparaison Ell (2,3,4) s'appliquent aussi si on a seulement (v,) a termes positifs.

Proposition 10 (Critére de D’Alembert). Soit (u,)neny € C une suite de complexes non nuls. On suppose que‘

Jnial € R, U{+oo}.

‘Un| n—+oo

1. Sio<Z<1, alors Z u, converge absolument, donc converge.

2. SiZ>1, alors Z u, diverge grossierement.

1.3 Seéries alternées

Proposition 11 (Critére des séries alternées). Soit (,)nen Une suite de réels positifs, qui décroit et tend vers 0.
1. La série Z(—l)”un converge.

+o00
2. Sion note R, = Z (=1)¥uy, alors R, est du signe de (—=1)" 11 et |Ry| < tpts.
k=n+1

1.4 Sommation des relations de comparaison — nouveauté de MP

Théoréme 12 (Sommation des relations de comparaison). Soient ()nen €t (Vo)nen deux suites de réels positifs.

1. On suppose que (V,)nen positive et Z v, converge.

400 +o0o
(a) siu, = ofvy), alors E u, converge et E U = 0 E vk |-
n—+oo n—+oo
k=n k=n
+o0 +o0o
(b) siu, = 0O(v,), alors E u, converge et E u = O g Vi |-
n—+oo % n—+oo 7
=n =n

“+oo +o00
(c) siu, ~ v, alors E u, converge et E Ug ~ E V.
n—+oo P n—+o0 p
=n =n

2. On suppose que (V,)nen positive et Z v, diverge.

n n
(a) siu, = ofvy), alors Z ug = o(Z vk>.
n—+o0 n—+o0
k=0 k=0
n n
(b) si up, e O(vy), alors Z e = @) (Z vk>.
k=0 k=0

+o0 +o00
(c) siu, ~ v, alors E u, converge et E Ue ~ E Vk.
n—-+o0o P n—-+o0o P
=n =n

n—1

Proposition 13 (Lemme de Cesaro). Soit (u,)nen une suite de réels. Si u, — £ € R, alors = Z ue — L.
n—-+oo n P n—+oo
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Pour étudier I'asymptotique de suites récurrentes u,.1 = f(uy,), il peut étre trés utile de
chercher a tel que vy, ; — uy —+> £, puis d'utiliser le théoréme de Cesaro.
n—-—+o00o

2 Familles sommables

2.1 Un peu de dénombrement

Définition 15.
1. Un ensemble A est dit fini s'il existe n € N et une bijection ¢ : A — [1, n]. L'entier n est appelé cardinal de A,
noté Card(A), |A| ou #A.

2. Un ensemble A est dit dénombrable s'il existe une bijection ¢ : A — N.

3. Un ensemble fini ou dénombrable est dit au plus dénombrable.

Remarque 16. Toute partie de N est finie ou dénombrable. En effet, si A C N n’est pas finie, on pose ¢ : N — A
définie par : ¢(0) est le plus petit élément de A, puis ©(1) le deuxiéme plus petit, etc. (définition par récurrence).
Ainsi, pour montrer qu'un ensemble A est au plus dénombrable, il suffit de trouver une surjection de N dans A, ou
une injection de A dans N.

Proposition 17.
1. 7Z est dénombrable.
N2 est dénombrable.
Tout produit cartésien d’ensemble dénombrables est dénombrable.

Toute réunion finie ou dénombrable d’ensemble dénombrable est dénombrable.

e PR

Q est dénombrable.

-

[0, 1] n'est pas dénombrable (procédé diagonal).

2. Si f est monotone, I'ensemble des points de discontinuité de f est au plus dénombrable.

2.2 Sommabilité, sommation par paquets

Définition 19. Soit (u;)ie1 une famille de réels positifs.
1. On définit Z Ui = sup {Z u, JCI, J fini.} € [0, +o<].
iel icJ

2. On dit que la famille (u;)je1 est sommable si Z uj < +o0.
icl

[ Proposition 20. Soit (uj);er une famille de réels positifs. Si (u;);e1 est sommable, alors {i € I, u; # 0} est au plus
dénombrable.

Proposition 21 (Sommation par paquets). Soit (E;)jc, une partition de I. Alors Za,- = Z Z aj
il jed \iekE

2.3 Familles quelconques

[ Définition 22. Soit (x;);er une famille de complexes. On dit que (x;);er est sommable si Z [xi] < 4o0.
i€l
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[ Proposition 23 (et def).

1. Soit (x;)ier une famille de réels indexée sur I. Alors cette famille est sommable si et seulement si Zx,* et

iel
E x. sont finies. On note alors E X = E xt — E P

icl iel iel iel
2. Soit (xj)je1 une famille de complexes indexée sur I. Alors cette famille est sommable si et seulement si (JRe(x;)) et

et (Jm(x;))ier sont sommables. On note alors ZX" = Z‘ﬁe(xk) + iZCim(Xk).
kel kel kel

A

[ Proposition 24. Soient ()ier» Oidier (i) i pyerxs  (@i)jer » (b)) e, des familles de nombres complexes et A € C.

ZX,‘ < Z |X,‘|.

i€l i€l

1. Si (x;);c est sommable :

2.Si (X)) et (Vi)ier sont sommables, si (A u) € C?  (Ax+wy)e Iest aussi et

Z(AX/-FM//) = AZX/JFMZM-

iel i€l icl
3. Si (Xi);er et (¥i)jer sont sommables et si x; < y; pour tout i € I, alors Zx; < Zy,—.
i€l i€l
4. (Théoreme de sommation par paquets) Si (x;);c; est sommable, alors pour tout recouvrement disjoint (Iy),cx

de I, la famille (Z x,-) |'est aussi et : Zx,- = Z Zx,-.

i€l keK i€l keK iely

Proposition 25 (Cas particulier du théoréme de sommation par paquets).

1. (invariance par permutation) Si (x;);c; est sommable, alors pour toute bijection ¢ de J sur I, la famille (Xw(j))

I'est aussi et : Zx,- = wa(j-).

i€l JeJ

Jjed

2. (théoréme de Fubini) Si (u,-j)(,J)GIXJ est sommable, les familles Z ujj et (Z U,’j) le sont, et :
jed

Jjed icl i€l

Z UUZZZUUZZZUU-

(ij)elxd i€l jed JEJ i€l

3. Si (ai)ier et (b)) e, sont sommables, la famille (ajb;) ; jyerx, I'est aussi et : Z aibj = Z aj X Z b;.
(ij)elxJ i€l jed

Proposition 26 (Produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes). Soient (a,)nen €t (bn)nen les
n

termes généraux de deux séries absolument convergentes. Définissons, pour tout n dans N, ¢, = E akbn_k. Alors

3¢, converge et 3¢, = (Z an> <Z bn). =

neN neN neN

[ Proposition 27. L’exponentielle complexe est un morphisme de C dans C*.
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