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1 Rappels et compléments sur les séries

1.1 Définitions

Définition 1. Soit (u,)nen € KY une suite d’éléments de K.

1. La série de terme général (u,)nen, abrégée en «stg (Up)nen » OU €N « E U, » est la suite (Sp)pen, OU
n

S Z ug. Sin €N, S, est la n-ieme somme partielle de la série.

k=0
+o0
2. Si (Sp)nen converge vers £ € K, on dit que la série de terme général (u,)nen converge. On note £ = Z U.
k=0
+o00 +o00
Dans ce cas, le reste d'ordre n est R, = Z ug— S, = Z U
k=0 k=n+1

3. Une série non convergente est dite divergente.

Proposition et Définition 2.

1. Prop. Soit (Up)peny € K. Si Z u, converge, alors uj, n:r)oo 0.

2. Dpéf. Si (Un)nen ne tend pas vers 0, on dit que Z u, diverge grossiérement.

Proposition 3 (Lien suites-séries). Soit (u,)nen € K. La suite (u,)nen converge si et seulement si Z Upt1 — Up
400

converge. On a alors E Ugy1 — Ug = ||m Up — Up.
n—+
k=0

1.2 Séries a termes positifs

n
Théoréme 4 (de comparaison). Soient (U,)nen et (Vn)nen deux suites de réels positifs, S, = Z U
k=0

1. Si la suite (S,) est bornée, alors E u, converge.

2. Siu, = O(vy) et E v, converge, alors E u, converge.
n——+o00

3. Siuy, = o(vy) et E v, converge, alors E U, converge.
n—-+oo

4. Siu, ~ v, alors E up converge si et seulement si E Vv, converge.
n—+oo

Démonstration. On ne prouve que le premier point : si u, = o(vy), alors u, = O(v,);siu, ~ v, alors
n—+o0 n—-+oo n—4o00
up, = O(vp)etv, = O(uy)!
n—-+oo

n—-+oo

Supposons donc que u, = O(v,) et E v, converge. Alors on dispose de C > 0 et de N € N tel que pour tout
n——+oo
k>N,

< CVk.
Ainsi, sin> N
n n
Y u<cy wscym
k=N k=N
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i la derniére inégalité venant du fait que Z v, converge. Ainsi, pour tout n > N,

1

: n N 400

: Sus du 43w

: k=0 k=0 k=0

N SN——

: indépendant de n

1

i

i donc Z Uy est croissante majorée, donc elle converge. O

1

H neN

1

. . 1 L L
Corollaire 5. Si u, = o(— ) aveca > 1, alors la série de terme général (up)nen converge absolument, donc
n——+oo n
converge.

Soit f une fonction positive, décroissante. Alors, pour tout n dans N, on a les inégalités

f(n+1) < /nﬂf(t)dt ()</n f(t)dt.

n—1

k+1

Ainsi, Z/ f(t)dt<2f(k) Z/ f(t)dt,
n+1

ou encore/1 f(t)dt < ;f(k) </o f(t)dt.

Il s’agit bien d'une méthode, pas d'une proposition : il faudra toujours adapter a la situation.

Remarque 6.a. On a un peu mieux que la comparaison série-intégrale. Si f est décroissante, la série de terme général
n+1

n+1
f(n) —/ f(t)dt converge. En effet, si on note u, ce terme, alors comme f(n+ 1) < / f(t)dt < f(n), on
n

n
en déduit que 0 < u, < f(n) — f(n+ 1), terme général d'une série télescopique convergente.

[ Proposition 7 (Séries de référence). Soit a€ C, s € R.
+o00 1
1. (séries géométriques) Z a" converge si, et seulement si |a] < 1. Dans ce cas Z a" =
n=0

1—a

. : 1 . .
2. (séries de Riemann) E — converge si, et seulement si s > 1.
n

Démonstration.
1. Déja, si |a] = 1, a" ne tend pas vers O ce qui empéche la convergence. Ensuite, si |a| < 1, si N € N,

by N+1
k_ l—a 1
a’ = — .
= l-a Notol—a

L 1 1 . )
2. e Déja, si s <0, alors = ne tend pas vers 0 quand n tend vers +o0, donc Z g diverge grossiérement.

e Ensuite, si s =1, alors on fait une comparaison série-intégrale : on sait que pour tout k > 2

/k+1 dt 1 /k dt
k t Tk ke t

Ainsi, si n > 2, en sommant I'inégalité précédente pour k allant de 2 a n, on en déduit que
n+1 n n
/ ﬂ < Z 1 < / el
2 t =k 1

In(n+1) —In(2) <
k=2

<< In(n),

x| -
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ou encore

x| =

In(n+1)—1In(2) +1<

=
NG
—

n
. 1
Vsl ) =@ 2 e e B o e

1
D'ou la divergence de Z X

. Comme Z — diverge,

>\~\r—‘

e Puis, si s €]0, 1], on peut directement dire que pour tout k dans N*,

E — aussi.

° Enﬂn, si s > 1, on fait... une comparaison série-intégrale ! Soit k > 2. Alors

/k“ dt _ 1 </k dt
s ts ks by 1

Ainsi, si n > 2, en sommant I'inégalité précédente pour k allant de 2 a n, on en déduit que

n+1 n n
/ ﬂgZig/ﬂy
=L

1 1 1) 11 1L N\_ 1 1 o0
1—-s\(n+1)st 251 \k:2k5\1—s ns—1 S s—1\1-n1) T s—1°

n

ke

donc

Ainsi,

L <1+

ks = Gk
k=1

donc la suite des sommes partielles est croissante et majorée, elle converge alors !

O

[ Définition 8. Une série de terme général (u,)en converge absolument si la série de terme général (|u,|)en converge.

Proposition 9.
1. Une série qui converge absolument converge.

2. Les théorémes de comparaison [4| (2,3,4) s'appliquent aussi si on a seulement (v,,) a termes positifs.

Démonstration. Cas des suites réelles. Soit (u,)qen une suite de réels telle que Z |up| converge. On note, pour
tout n dans N,
ut = max(up, 0) et u, = max(—up,0).

Ainsi, si (Up)pen = (1,-3,2,4,-2,-5,...), (/M )pen = (1,0,2,4,0,0,...) et (u; )neny = (0,3,0,0,2,5,...) : on
prend la partie positive de (un)nen d'un cOté, et la partie négative de I'autre.
Alors, on a immédiatement que
VneN, u,=ul —u, et|u)=ut+u,.
Comme (U )nen et (U, )nen sont des suites positives, on en déduit que
VneN, 0<ulf <luylet0<u, <|uy
Par comparaison des séries a termes positifs, Z u,,Jr et Z u, convergent.

. _ . L
Donc E u, — u, converge, donc la série de terme général (u,)nen CONverge.

Cas des suites complexes. Soit (u,)qen Une suite de complexes telle que Z |up| converge. On écrit, pour tout n
dans N, u, = Re(u,) + iIm(u,). Mais, pour tout n dans N,

< [Reun)| < |unl et 0 < [Im(un)| < [unl,
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donc les séries de termes généraux (Re(up))nen et (Im(u,))nen convergent absolument, donc convergent, donc la
série de terme général (u,)nen converge. O

Proposition 10 (Critére de D’Alembert). Soit (u,)ney € CY une suite de complexes non nuls. On suppose que\

[tni1]
] fond Le Ry U{+o0}.

1. Sio< ¥4 <1, alors Z u, converge absolument, donc converge.

2. Si£>1, alors Z u, diverge grossiérement.

Exercice 10.a.

1. Nature de lastg v/n+m—+/n?
2. Nature de la stg Arctan(n+ a) — Arctan(n) ?

3. Pour n > 2, on considére le polynéme

Py=X"—nX+1.

(a) Montrer que P, admet exactement une racine réelle entre 0 et 1, notée x,.
(b) Déterminer la limite de x, lorsque n — +oo.

1
(c) Nature de la stg x, ? De la stg x, — - ?

1.3 Seéries alternées

Proposition 11 (Critére des séries alternées). Soit (u,)nen une suite de réels positifs, qui décroit et tend vers 0. ‘
1. La série Z(—l)”un converge.

—+oo
2. Sion note R, = Z (=1)¥uy, alors R, est du signe de (—=1)" u,11 et |Ry| < tpts.
k=n+1

n

Démonstration. On note, pour tout n dans N, S, = Z(—l)ku
k=0
e On montre que (Sop)nen et (Sant1)nen Sont adjacentes.

— soit n € N. Alors

S2(n+1) =S = 52n+2 — Son
2n+2

= Z( 1)k uy — Z( 1)<
= (_1)2n+2u2n+2 + (_1)2n+1U2n+1 = Uppsp — Uons1 <0,

donc (Szp) nen décroit.
— soit n € N. Alors

S2(n+1)+1 - S2n+1 = S2n+3 - 52n+1
2n+3 2n+1

= > (=DFue = > (—1)ku,
k=0 k=0
= (=12 upis + (—1)*"2Uopyo = Uspso — Uzpss = 0,
donc (Sap+1)nen décroit.

— Enfin, sin €N, San1 = San = (1™ tna 2 0.

Donc (Sap)nen et (Sans1)nen sont adjacentes, elles convergent donc vers une méme limite £.
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e Donc les suites extraites d'indices pairs et impairs de (S,)nen convergent vers la méme limite, donc (S,)nen
converge.

D'oul la convergence. Mais, de plus, pour tout n,

Sony1 <L < Sap,
+o00
donc £ — S», < 0 donc Ry, < 0, c'est-a-dire que Z (—=1)%u, < 0 et, de méme, Ropy1 = 0.
k=2n-+1

Pour résumer le signe de R, est dicté par le premier terme de R,.

Mieux encore, mais nous n’en ferons vraiment pas grand chose début d’année :
e comme Sppi1 < £ < Spp, en soustrayant So,, —opr1 < Rop < 0, donc |Rap| < tontt,

<
e comme Sppy1 < £ < Sapta, en soustrayant Sopir, 0 < Rap1 < Uapyo.

Ainsi, le reste est majoré, en valeur absolue, par la valeur absolue de son premier terme. O

1.4 Sommation des relations de comparaison — nouveauté de MP

Théoréme 12 (Sommation des relations de comparaison). Soient (up)nen €t (Vi) nen deux suites de réels positifs.

1. On suppose que (v,)nen positive et Z Vv, converge.

+o0 +o00o
(a) siu, = o(v,), alors E u, converge et E U = o0 E Vi .
n—+o0 n—-+oo
k=n k=n
+o00 +oo
(b) siu, = 0O(v,), alors E u, converge et E u = O E Vi |-
n—-+4o00 n—-o00
k=n k=n
+o0 +o0
(c) siu, ~ v, alors E u, converge et g Ug ~ E V.
n—-+o00 P n%+mk
=n =n

2. On suppose que (V,)nen positive et Z v, diverge.

n n
(@) siu, = o(vp), anrsE Uug = o0 E Vi |
n—-+oo n—-+oo
k=0 k=0
n n
(b) siu, = O(vp), anrsg u = O E Vi |-
n—-+oo n—-+o0
k=0 k=0
+00
~ E Vi .
n—-+oo
k=n

+oo
(c) siup, ~ v, alors E u, diverge et E Uk
n—-+o00 a
=n

Démonstration.
1. On suppose que (V,)nen positive et Z v, converge.

(a) on suppose u, = o(v,). Soit € > 0. On dispose de N dans N tel que pour tout n = N, |u,| < ev,.
n——+oo

Soit n = N. Alors pour tout k > n, |ux| < evk, donc Z |uk| < sz vk, donc
k>n k>n

<Yl <€,

k>=n k>=n

>

k>=n

ce qui est la définition de « Z Uk = o(Z vk> ».
n——+oo

k>n k>n

(b) si u, e O(v,), on adapte.

(c) siup, ~ vy, alorsu,=v,+w,olw, = ovy), cequipermet de conclure par le premier point.
n—-+o0o n—-+o0o

2. On suppose que (Vp)nen positive et Z v, diverge.
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(a) on suppose uy, = o(vy). Soit € > 0. On dispose de N dans N tel que pour tout n > N, |up| < ev,,.
n—-+o00
Soit n > N. Alors

E n N—1 n N—-1 n N—-1 n
: D lud =D lud+ >l <Y lul +e Y vie <Y lud +e) v
: k=0 k=0 k=N k=0 k=N k=0 k=0
E N—-1 n
1 K /
: Or, ka —> 400 donc kz: |k et (kzzo vk>. Donc on dispose de N' € N tel que pour tout
' N 1
; > N, Z |ug] < EZ vk. Ainsi, pour n > max(N, N'), on a bien
i k=0 k=0
: Z el <
: k=0
E ce qui est le résultat désiré.
i (b) on adapte.
' (c) on adapte de la méme maniére.
E 0
n—1
Proposition 13 (Lemme de Cesaro). Soit (u,)nen une suite de réels. Si u, — £ € R, alors = Z ue — 4.
n—+o00 kf n—+oo

Démonstration. Distinguons trois cas :

1. si £ € R*, alors on sait que u, ~ £. Or, Z(Z diverge, donc par sommation des relations de comparaison,
n——+oo

n—1 n—1 1 n—1

g U ~ E £=nk. Ainsi, — E u — £
n—-+oo n n—+o00

k=0 k=0 k=0

n—1
2. si{=0,alorsu, = o(1).0Or, Z 1 diverge, donc, par sommation des relations de comparaison, Z ue =
n—-+o00

n—+oo
k=0
<Z 1) = o(n), ce qui signifie que — Z Uk ,H+oo

3.sif =400, alors1 = o(uy). Or, ZU” diverge et u, est positive a partir d'un certain rang donc, par
n—+oo

n—1 n—1 n—1
. . . . 1
sommation des relations de comparaison, E 1 = O( E Uk>, Ceé qul assure que 1 = O( E Uk |,
n—-+o00 n—-+o00 n
= k=0 k=0
n—1
i.e. que — E ux — “oo.
n = n—-+oo

]

Pour étudier I'asymptotique de suites récurrentes u,.1 = f(uy,), il peut étre trés utile de
chercher o tel que vy, ; — uy —+> £, puis d'utiliser le théoréme de Cesaro.
n—-—+o0o
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1. Etude de up11 = In(1 + u,). On montre facilement que u, —+> 0, puis, si @ € R, on calcule
n——+oo
up
(o3 (o3 (o3
Unyp = Up = <un ey + o(un)> — u
< 4 [0- v
oo Un [(1 > +o(un) 1
o —Qlp
n—+oo tn 2
. 1 1 U 1 n 11 n
Donc, si a = —1, — — — —. Ceci assure que Z - — —, e que — — — =,
Upt1 Up n—+o0 Uk+1 Uy =400 2 un  Ug A= 4-00 2
1 n . 2
donc, comme u, — 0, — —, e u, ~ —.
Up n—>+<>o 2 n——+oco N
z . 1
2. Equivalent en +o00 de Z Pl

k>n

Familles sommables

Le but de cette partie est de (re)voir la notion de famille sommable déja touchée du doigt en sup. Nous ne parlerons que
de familles indexées sur des ensembles dénombrables : voila pourquoi nous faisons un petit crochet par la dénombrabilité.

2.1 Un peu de dénombrement

[ Définition 15.

1. Un ensemble A est dit fini s'il existe n € N et une bijection ¢ : A — [[1, n]. L'entier n est appelé cardinal de A,
noté Card(A), |A| ou #A.

2. Un ensemble A est dit dénombrable s'il existe une bijection ¢ : A — N.

3. Un ensemble fini ou dénombrable est dit au plus dénombrable.

Remarque 15.a.
1. N* est facilement dénombrable, car n+ n+ 1 est une bijection de N dans N*.

2. Sur les ensembles finis, les formules du cours de dénombrement de sup sont a connaitre.

Remarque 16. Toute partie de N est finie ou dénombrable. En effet, si A C N n’est pas finie, on pose ¢ : N — A
définie par : ©(0) est le plus petit élément de A, puis ©(1) le deuxieme plus petit, etc. (définition par récurrence).
Ainsi, pour montrer qu'un ensemble A est au plus dénombrable, il suffit de trouver une surjection de N dans A, ou
une injection de A dans N.

Proposition 17.
1. 7Z est dénombrable.
N? est dénombrable.
Tout produit cartésien d’ensemble dénombrables est dénombrable.

Toute réunion finie ou dénombrable d’ensemble dénombrable est dénombrable.

e P

Q est dénombrable.

Démonstration. On va tout prouver!
Z — N

1. Posons ¢ : 2n sin>=>0.
ne .
—2n—1 sinon.
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Alors ¢ est bien bijective, de bijection réciproque 1 : ) sl n est pair. |
ne= n+1 ,
— sinon.
2
2. On peut montrer ce résultat de plusieurs maniéres :
N? - N o ) ) - _
® en posant @ : , on injecte N“ dans N, donc N* est en bijection avec une partie de N,

(m, n) — 2M3"
donc est dénombrable (car infini).

N° - N _ L )
, on a directement une bijection de N* dans N.
(m,n)—2"(2n+1)
e en dénombrant graphiquement (sans forcément chercher a avoir une formule). On part de (0, 0), puis on
va en (0,1), puis en (1,0), puis en (2,0), puis en (1, 1), puis en (0, 2), et on continue a parcourir toutes
les diagonales {(m, n) € N>, m+n = p}.

® en posant Y :

3. Si A et B sont dénombrables, on dispose de ¢ une bijection de A dans N et 9 une bijection de B dans N.

Ax B — N? . ) L o
est une bijection de A x B dans N¢, donc, comme il existe une bijection de
(a,b) = (w(a), ¥(b))

N2 dans N, il existe une bijection de A x B dans N.

Alors 6 :

4. On fait le cas dénombrable, et on adaptera pour le cas fini. Soit (Ax)xen une famille d'ensembles dénombrables.

NxN - [ A
Alors pour tout k on dispose de ¢, : N — A, bijective. En posant 1 : keN , on a une surjection

(n, k) = wr(n)
de N x N dans U Ak, donc de N dans U Agk. Si on a une réunion finie, on remplace N x N par N x [1, p].
keN keN

n
5. On a une surjection claire de Z x N* dans Q, (n, p) — o Or, Z x N* est dénombrable, donc Q aussi.

1. [0, 1] n'est pas dénombrable (procédé diagonal).

N

. Si f est monotone, I'ensemble des points de discontinuité de f est au plus dénombrable.

2.2 Sommabilité, sommation par paquets

_1\k—1
Considérons S = Z ( ) = In(2).

Considérons S ou I on prend deux termes impairs, puis un terme pair, puis deux impairs, puis un pair, etc. Trouve-t-on
la méme chose ?

1)k 1

A-t-on la méme conclusion pour E ( e

k=1

Définition 19. Soit (u;j)ie1 une famille de réels positifs.
1. On définit Y u; = sup {Z u, JCI, J fini.} € [0, +o0].
icl icJ

2. On dit que la famille (u;)je1 est sommable si Z uj < 4o00.
i€l

A

Pourquoi avoir parlé d’ensembles dénombrables? ? A cause de la

Proposition 20. Soit (u;);e1 une famille de réels positifs. Si (u;);e1 est sommable, alors {i € I, u; # 0} est au plus
dénombrable.
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Démonstration. On note A, = {/ el, uy > n}' Alors si A={i €1, u; # 0}, on a clairement A= U A,

neN*
Mais pour tout n dans N*, A, est fini (car sinon, la famille ne serait pas sommable). Donc A est au plus dénombrable.

|

Ainsi, toutes nos familles sommables seront en fait des familles indexées sur des ensembles dénombrables donc, quitte a
renuméroter, sur N.

Proposition 21 (Sommation par paquets). Soit (E;)jc, une partition de I. Alors Za,- = Z Z aj
iel jed \iekE

Remarque 21.a.

1. Ce théoréeme de sommation par paquets a I'avantage que I'on peut le faire méme si la somme est égale a +o00.
2. Exemples.

1
(a) Calculer la valeur de Z Z Pk
n=>0 k>n
(b) Soit (a, b) € R?. Calculer Z g=an—bm

(n,m)eN?

+o0
(c) Calculer Z Z—nn (souvenirs du chapitre 2...)

n=1

+o0
(d) Calculer Z(C(n) —1).

n=2

2 4
(e) On rappelle {(2) = — et ((4) = —. Calculer
1 1 1
Z p2q2 ! Z p2q2 ! Z p2q2 :
(p.q)e(N*)2 (p.q)€(N*)? (p.q)€(N*)?
pla pPAg=1
(f) Calculer Z 71 On doit faire trés attention a ne manipuler que des termes positifs
np(n+p—1) puiera P '

(n.p)e(N¥)?

2.3 Familles quelconques

[ Définition 22. Soit (x;);er une famille de complexes. On dit que (x;)e1 est sommable si Z |xi| < +oo.
iel

[ Proposition 23 (et def).

1. Soit (x;)ier une famille de réels indexée sur I. Alors cette famille est sommable si et seulement si fo et

> " x sont finies. On note alors » x = > x"—> x.
iel iel iel iel
2. Soit (xj)jer une famille de complexes indexée sur I. Alors cette famille est sommable si et seulement si (JRe(x;))jer

et (Im(x;))ier sont sommables. On note alors Zxk = Zi)%e(xk) + /Zi?m(xk).
kel kel kel

iel
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[ Proposition 24. Soient ()ier» Oidier+ (i) i yerxy  (@i)jer » (b)) e, des familles de nombres complexes et A € C.

fo < Z|Xi|-

i€l i€l

1. Si (x);c est sommable :

2.Si (X)jer et (¥i)jer sont sommables, si (A u) € C?  (Ax+uy)e Iest aussi et

SO +uy) =AD> xi+ud v

iel iel icl
3. Si (Xi);er et (¥i)jer Sont sommables et si x; < y; pour tout i € I, alors Zx,- < Zy[.
i€l i€l
4. (Théoreme de sommation par paquets) Si (Xx;),c; est sommable, alors pour tout recouvrement disjoint (L), cx

de I, la famille (Z X,') ['est aussi et : Zx,- = Z Zx,-.

i€l keK i€l keK iely

A

[ Proposition 25 (Cas particulier du théoréme de sommation par paquets).

1. (invariance par permutation) Si (x;),c; est sommable, alors pour toute bijection ¢ de J sur I, la famille (xq,(j))

I'est aussi et : Zx, = ZXV’U)'

i€l jed

Jjed

2. (théoréme de Fubini) Si (ujj); jyerx, €st sommable, les familles Z ujj et (Z U/j) le sont, et :
Jjed

Jjed iel i€l

Sowp =Y w=>> uy.

(i J)eIxd i€l jed Jjed i€l

3. Si (aj)jer et (b)), sont sommables, la famille (aib;); jerx, I'est aussi et : Z aibj = Z aj X Z b;.
(i)€IxJ i€l jed

Démonstration. Les preuves de ce résultat consisteront essentiellement en I'identification des paquets.
1. On écrit que I = U{(p(j)}.
jeJ
2. Onécritque Ix J=|JE = JF ot Ej={(i.j).i €I} et Fj = {(i.j).J € J}.
iel jeJd
3. Cas particulier de la proposition précédente.

Exercice 25.a.

1. Sommabilité de la famille (2) , .y ?

+o00 +oo 2ikm
e n
2. Calculer g g )
2!1
k=1 n=k+1

Proposition 26 (Produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes). Soient (a,)nen €t (bn)nen les
n

termes généraux de deux séries absolument convergentes. Définissons, pour tout n dans N, ¢, = E axbn_k. Alors

3¢, converge et 3¢, = (Z an> <Z bn>. =

neN neN neN

Démonstration. On considére la famille (a,bq)(p,q)en2- On montre déja que la famille est sommable, car

D lapbgl = <Z|ap|> <Z|bq|> < +o0.

(p.q)EN? peN qeN
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Ensuite, on considére, pour n dans N, £, = {(p,q) € N?, p+ g = n}. Alors N° = |_| E,. Donc, par théoréme de

. neN
sommation par paquets,

() 5.

pEN geN (p,q)eN?

Y Y an

neN (p,q)€E,

S DI

neN p=0

“Ye

neN

D'ou le résultat ! O
[ Proposition 27. L’exponentielle complexe est un morphisme de C dans C*.

+o0o _k
Démonstration. On part du principe que I'exponentielle complexe est définie par exp(z) = E R

k=0
k k
exp(a) exp(b) = (Z iu) ( il)
k=0 "/ \kz0 "
= Z Cn,

n=>0

Soient a et b deux complexes. Alors

n!

ak bk 1~ (1 kpook _ (@+D)"
ol ¢, = Z PRCET I H; (k)a b"* = ~————_ Donc exp(a) exp(b) = exp(a+ b). O
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