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Chapitre 02 — Intégration

1 Reévisions de sup

Proposition 1 (Sommes de Riemann).

n—1 1 n
. 1 k k
1. Soit f € €(]0, 1], K). Alors - E f (n) njoo/o f(t)dt. ldem pour E f <n)

k=0 k=1

. b—a e b—a b
2. Soit f € €(][a, b], K). Alors p ;f(aJrk - )n:)m/a f(t)dt.

Proposition 2 (Formule de Taylor avec reste intégral). Soit f une fonction de classe €™ sur | C R, 3
valeurs dans K, a € /. Alors

vx e |, f(x):sz(a) —a)k 4+ / O O vy (g

k=0

Définition 3 (Fonctions continues par morceaux).

1. Une fonction f : [a, b] — K est dite continue par morceaux s'il existe une subdivision a = xp < -+ <
xn = b telle que pour tout / dans [0, n — 1], f i x,,[ €St continue et admette des limites en x; (a droite)
et en x;11 (a gauche).

2. Une fonction f : I — K est dite continue par morceaux si elle I'est sur tout segment de 1.

3. On note %,m(I, K) I'ensemble des fonctions continues par morceaux de I dans K.

2 Intégrale sur un intervalle ouvert

2.1 Deéfinitions

[ Définition 4.

1. Soit a € R, b € RU{+0}, f € Epm([a, b, K). On dit que I'intégrale de a a b de f converge si la quantité
X b

/ f(t)dt admet une limite lorsque x tend vers b. On note alors / f(t)dt cette limite.

a . . ). Z . g
Dans le cas contraire, on dit que I'intégrale diverge.

2. On adapte la définition lorsque a € RU {—o0}, b € R et f € €,m(]a, b], K).

b
Remarque 5. Lorsque f est continue sur [a, b[, si F est une primitive de f, la convergence de/ f(t)dt revient
a

a dire que F admet une limite finie en b.

[ Proposition et Définition 6 (Intégrale faussement impropre).

b b
1. prop. Sif € Gpm([a b[,K) et f admet une limite finie en b, alors / f(t)dt converge et / f(t)dt =

a a

b
/ f(t)dt ol f est le prolongement par continuité de f en b.
a

b
2. pef. On dit alors que I'intégrale / f(t)dt est faussement impropre.
a

@ g 7 - pa ~ A,
Proposition 7 (Intégrales de référence — a connaitre par cceur).

1. (intégrales de Riemann en +o0) / v converge si et seulement si a > 1.

2. (intégrales de Riemann en 0) / = converge si et seulement si o < 1.
0
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b
. . dt . .
3. (intégrales de Riemann en a) / e converge si et seulement si o < 1.
-

+o0
4. / e “fdt converge si et seulement si a > 0.
0

1
5. / In(t)dt converge.
0

b c
Définition 8. Soit f € %,n(]a, b[,K), ¢ €]a, b[. On dit que l'intégrale / f(t)dt converge si / f(t)dt
a a

b
converge et/ f(t)dt convergent.
@

2.2 Transformations d’intégrales

Proposition 9 (Intégration par parties). Soient f et g deux fonctions de classe € sur Ja, b[. Si f x g admet

b b
une limite finie en a et en b, alors les intégrales / f'(t)g(t)dt et / f(t)g'(t)dt sont de méme nature. De
a

a
plus, dans le cas convergent,

b b
/f’(f)g(t)dtZ[f(t)g(f)]g—/ fF(t)g'(t)dt.

a a

Proposition 10 (Changement de variables). Soit f € €(]a, b[, K), ¢ :]a, B[—]a, b[ une bijection €* stricte-
b /6]

ment croissante. Alors les intégrales / f(t)dt et / f(o(u))¢'(u)du sont de méme nature. S'il y a conver-

a a
gence, elles sont égales.

On adapte dans le cas ou ¢ est strictement décroissante.

3 Deétermination de la convergence d’une intégrale

3.1 Le cas positif

X
Remarque 11. Si f est une fonction positive, continue par morceaux sur [a, b[, alors x — / f(t)dt est

. P . . . - a
croissante. Comme pour les séries, si on montre que cette fonction est majorée, alors elle converge, donc

b
/ f(t)dt converge.
a

3.2 Intégrabilité

Définition 12. Soit I un intervalle. Une fonction f : T — K est dite intégrable sur I si /|f| converge. On note
I

LY(I, K) I'espace vectoriel des fonctions intégrables de I dans K.

Proposition 13. Si f est intégrable sur I, alors /f converge.
I

Proposition 14. Soit f : I — K une fonction intégrable.

/If(t)dt < /I|f(t)|dt.

2. L'ensemble des fonctions intégrables sur I est un K-espace vectoriel.

1.
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3.3 Théorémes de comparaison

[ Proposition 15 (Théoréemes de comparaison). Soient f et g dans %»m([a, b]) (on adapte sur ]a, b] et sur
la. b[).
1. Si f(x) =, O(g(x)) ou f(x) = o(g(x)), alors I'intégrabilité de g sur [a, b[ implique I'intégrabilité de
f sur [a, bl.
2. Si f(x) it g(x), alors l'intégrabilité de f sur [a, b[ équivaut a I'intégrabilité de g sur [a, b].
3. Cas particuliers :

(a) si f € Epm([a, +00[), si v > 1 et si t*f(t) o 0, alors f est intégrable sur [a, +ool.
—+00

(b) si f € ,m(]0, b]), si a < 1 etsi t*f(t) p—v: 0, alors f est intégrable sur 0, b].
—

4 Intégration des relations de comparaison

Théoréme 16 (Intégration des relations de comparaison). Soient f et g continues par morceaux sur [a, b[
(on adapte le théoreme dans le cas d'autres intervalles semi-ouverts).

1. on suppose g positive et intégrable en b.

b b

(a) si f(x) = 0(g(x)), alors f est intégrable en b et/ f(t)dt =0 (/ g(t)dt).
b b

(b) si f(x) = O(9g(x)), alors f est intégrable en b et/ f(t)dt =, O </ g(t)dt).

b b
(c) si f(x) ~, g(x), alors f est intégrable en b et / f(t)dt ~ / g(t)dt.
X—r X %

x—b

2. on suppose g positive et non intégrable en b.

(a) si f(x) = o(g(x)), alors f n'est pas intégrable en b et/ f(t)dt = o (/ g(t)dt>.
x—b a x—b a
b X
(b) si f(x) =, O(g(x)), alors f n'est pas intégrable en b et/ f(t)dt =, )] (/ g(t)dt).
X—r X X—r a

(c) si f(x) ~ g(x), alors f n'est intégrable en b et/ f(t)dt ~ / g(t)dt.
x—b a x—=b [,
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