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1 Exercices classiques

Exercice 1. Intégrales de Bertrand. @ OO Etudier, selon les valeurs des réels a et 3, la nature de I'intégrale

B = [

ta(Int)8”
Correction. C'est en fait + simple que les séries de Bertrand.

1 1 1
: : B L s =
esia > 1, soit vy €]l,af Alors t = In(£)P o 0, donc FIn()P to1 o(m),

+o00
comparaison, |'intégrale ————— converge.
2 ¢ / to(In £)P g

intégrable, donc, par

1 1
e si a < 1, on montre que, pour 7y €], 1], ot (t"‘ln(t)ﬁ)
—~+00

e si a = 1, on remarque que, pour x = e,

<4t 1 -
/eun(t)ﬁ*pﬁ'”(x) ’

quantité qui converge si et seulement si G > 1

1 1
Exercice 2. Suite d'intégrales — I, = / (Int)"dt. @O0 Pour tout n € N, on pose I, = / (Int)"dt.
0 0

1. Justifier que I, est bien définie pour tout n € N. Calculer Ij.

Correction. Déja, la fonction t +— In(t)" est continue sur ]0, 1]. Ensuite, par croissances comparées, In(t)" =
t—

1
o(), intégrable en 0. Par comparaison, t — In(t)" est intégrable en 0. On a Iy = 1.

Vit

2. Pour n > 1, établir la relation I,, = —nI,_;.
n
Correction. Notons u(t) = In(t)", v/(t) = ?In(t)”’l, v(t) = t, V/(t) = 1. Comme u(t)v(t) admet des
limites finies en O et en 1 (par croissances comparées), on en déduit, par intégration par parties, que

1
I, = [In(t)"t]} —/ gln(t)”_ltdt: L.,
0

3. En déduire la valeur de I, pour tout n € N.
Correction. On en déduit, par récurrence immédiate, que pour tout n dans N, I, = (—1)"n!l.

4. Retrouver le résultat en effectuant le changement de variable t = e™".

Correction. On note ¢ : u+ e . Alors ¢ est une bijection décroissante et € de [0, +oo[ dans ]0, 1]. Ainsi,
par changement de variables,
1
I, = / In(t)"dt
0

+o0
= _/ (—u)" x (—e™“")du
0
+oo
=(-1) /o u"e Ydt.

En faisant a nouveau des IPP, on retrouve le méme résultat.

s
Exercice 3. Formule de Wallis — W, = / sin” tdt. @ OO
0
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Correction. J'enfonce vraiment le clou... c'est un essentiel qu'on ne corrigera pas.

/2
Pour n € N, on pose W, = / sin”(t) dt.
0
n—1

1. Calculer Wy et Wy, Pour n > 2, établir par intégration par parties la relation W, = W, _s.
2. En déduire W, pour tout n € N (distinguer n pair et n impair).

3. Montrer que (W,) est décroissante et que W, — 0. En encadrant W5, entre W41 et Wh,_1, montrer que
Wop ~ Whna1, puis établir la formule de Wallis -

ﬁ 4k? s

4/(2 —1 no+c 2.
k=1

4. En déduire un équivalent simple de W,, quand n — 4o0.

Correction. Exercice déja fait!

dt
(14 t2)n
1. Justifier I'existence de J,. Calculer J;.

dt

“+o00
E ice 4. te d'intégrales — J,, = —_—
xercice 4. Suite d’intégrales — J, /o (1+ t2)n

+o0
@O0 Pour tout n € N*, on pose J, = /
0

1

Correction. Soit n € N. On remarque que f : t — est continue sur [0, +ool. Ensuite, f(t) N P
t——+o0

1
| - oo a+ey
intégrable en +oo (2n > 1). Ainsi, J, est bien définie.
+o0 dt
En particulier, J; = / = [Arctan(t)]g> =
0

3

N

1+ 1t2

+o0 (1 4 $2) _ 2
2. En écrivant J, = / L

“+o00 2
dt et en intégrant par parties ———— dt, établir la relation
0 (14 t2)n g parp /0 (14 t2)n

on—1
=2

Jpy1 = :
n+1 on n

3. En déduire la valeur de J, pour tout n € N*.

4. Montrer que (J,) converge et calculer sa limite.

. ) . L T
Correction. Remarque. On peut faire le changement de variable suivant : tan est une bijection ¢! de {O, E{ dans
1

! = — 2n
AT 22~ @t aan@py s Depls

[0, +00[. Ainsi, en posant le t = tan(6), i.e. 6 = Arctan(t), on a
— 1 _ 2 [
dt = md@ = COS(Q) d@, d'ou

z

2
Jp = / cos(6)2" 1 dg.
0
C’est une intégrale de Wallis, d'ou le fait que I'on trouve le méme résultat !

Exercice 5. Sommes de Riemann. @ OO Déterminer la limite des suites suivantes :

nl 1/n
. Up = <nn>

1 1/
2. VnzﬁH(HQ-i-kQ) n

[a—y

P
=4
\

/2 /2 /2
Exercice 6. Intégrale impropre —/ In(sint)dt. @@O On pose I = / In(sint)dt et J = / In(cos t) dt.
0 0 0
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1. Justifier la convergence de I et de J.

2. Montrer que I = J.
/2
3. Enécrivant I+ J = / In(% sin(2t)) dt, effectuer le changement de variable u = 2t et montrer a I'aide de la
0

relation sin(m — u) = sinu que / In(sin u) du = 2I. En déduire la valeur de I+ J en fonction de L.
0

4. Conclure.

+o00 Int +o0
Exercice 7. Intégrale impropre a paramétre —I(a) = / P dt. @©O Pour a > 0, on pose I(a) = /
0 0

Int

—— dt.
a2 + t?

1. Justifier que I(a) est bien définie pour tout a > 0.
2. Montrer que I(1) = 0 a I'aide du changement de variable t — 1/t.

3. En effectuant le changement de variable t = au, montrer que

1 ™
I(a) = 3 <I(1) + 5 In a) .
En déduire I(a) pour tout a > 0.

Exercice 8. Intégrale de Cauchy-Frullani. ®©0O Soient a, b € R’ avec a < b, et f € C'(Ry, R) admettant une limite

. oo f(t)
finie £ en 400 et telle que / + dt converge.
1
be
f(t
1. Calculer lim / th.
e—=0t Jae T

. too f(at) — f(bt
2. Montrer que l'intégrale / M dt converge et calculer sa valeur.

0 t

1
L t—
3. Application : montrer que / e dt converge et calculer sa valeur.
0

_ ) +o00 eft 400 e*t
Exercice 9. Etude asymptotique — F(x) = / - dt. @©O On pose, pour tout x > 0, F(x) = / - dt.
X X

1. Justifier que F est bien définie, de classe C* sur RZ., et préciser ses variations.
. et 1 . . 4
2. Montrer que F(x) — 400. En utilisant que < 3 et en intégrant cette comparaison, établir que
x—0

t—0+
F(x) o Inx.
X—

e—X

3. En intégrant par parties, montrer que F(x) ~ )
X—+o0o X

. ) . ™/2 sin((2n + 1)t)
Exercice 10. Intégrale de Dirichlet. @ @O Pour n € N, on pose I, = —nf dt.
0
1. Calculer 1,41 — I, pour tout n € N, et en déduire la valeur de I,,.
1 1
2. Montrer que ¢ : t — — — —— est prolongeable en une fonction de classe C* sur | =, 7[. En déduire que

t sint

/2
/0 @(t) sin((2n+1)t) dt ——0

™/2 sin((2n 4 1)t
3. Montrer que/ sm(( n+1) ) dt

Y
0 t n—+oo 2

. . . . T sint
4. En déduire, par le changement de variable u = (2n+ 1)t, la valeur de l'intégrale de Dirichlet / lT dt.
0

2 Révisions de sup

Exercice 11. Sommes de Riemann — calculs de limites. ©OO Déterminer la limite des suites suivantes :
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2. by =— V4n?2 — k2
n k=1
n—1
k(n—k
3 Cn — (n2 )
n
k=0

1
Exercice 12. Un classique trés formateur. @ OO Pour (p, q) € N2, on pose I, , = / tP(1 —t)9dt.
0

1. Calculer I, pour n € N.
2. Trouver, pour p € N et g € N*, une relation entre I, 4, et I,11 q—1. En déduire I'expression de I, 4.
3. En calculant I, 4 d’une seconde maniére, montrer que

L\ (-1 plg
kgo(k>p+k+1(p+q+1)!'

1
4. Traiter de méme J, = / t"v1 — tdt et en déduire, pour tout n € N,

0
z”: (—1)% (n\ sonsa ! (n+2)!
= 2k +3 \k B (2n+4) -

Exercice 13. Sommes de Riemann — au-dela du théoréme. @©O

1. Déterminer la limite de y, = Zsm( > sm( x >

n
2. Soit o > —1. Déterminer un équivalent simple de Z k< lorsque n — +oo0.
k=1

Exercice 14. Inégalité de Jensen. @Q©O Soient f : [a, b] — R continue et ¢ : R — R continue et convexe.
1. On suppose ¢ de classe C'. Montrer que pour tous x, c € R, ¢(x) = ¢(c) + (x — c)¢'(c).
2. En choisissant convenablement ¢, établir I'inégalité de Jensen :

m([)ia/abf(t)dt_) < bia/abcp(f(t))dt

b b
3. Soit g : [a, b] — R, continue, d'intégrale égale a 1. Etablir (p</ fg> < / (pof)g
a a

4. Appliquer ce qui précéde a @y : x — X2, puis a o : X — 1/x (pour f > 0), et retrouver ces deux résultats a I'aide
de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

1
5. Soit h: [0, 1] — R continue, strictement positive, d'intégrale égale a 1. Montrer que / h(t)In (h(t))dt > 0.
0

6. Soient h et k deux fonctions continues de [0, 1] dans R, strictement positives, d'intégrales égales a 1. Montrer que

/1 h(t)In (h(t))dt > /1 h(t)In (k(t)) dt
0 0

Exercice 15. Formule de la moyenne et oscillations rapides. @ @O
1. Soient f, g € C([a, b],R) avec g positive. Montrer qu'il existe ¢ € [a, b] tel que

b b
[ fwswee=r@ [ et

.
2. Soient T >0, f € C([0, T],R) et g € C(R, R) une fonction T-périodique. Déterminer Iirl] / f(t) g(nt)dt.
n—-—+oo 0
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Correction. On suppose g positive dans un premier temps. Soit n € N*.
On écrit que
T n—1 (DT
/ f(t)g(nt)dt:Z/ f(t)g(nt)dt.
0 pEn
Par la question précédente, on dispose de n — 1 points (xp1, ..., Xn.n—1) Vérifiant, pour tout k, x,x €
[kT (k + 1)T]
—, ————| tels que
n n

(k+1)T

|
i

n

T n
/ f(t)g(nt)dt = f(X”'k)ﬁT g(nt)dt
0

n

> x
[ =)

Il
g

(k+1)T 1
f(Xn,k)/ g(u)=du en posant u = nt
kT n

Tl
= O

f(xnk) / g(u)dt,

}
O

car I'intégrale d'une fonction périodique sur une période est égale I'intégrale de cette fonction sur [0, T]. Mais,
n—1

par le théoréme des sommes de Riemann, — Z f(Xnk) —> / f(t)dt, d'ou
k=0

T T T
/Of(t)g(nt)dtnjoo/o f(t)dt/o g(t)dt.

On adapte a g quelconque en décomposant g en parties positive et négative, et on obtient le méme résultat !
Remarque : on retrouve le lemme de Riemann-Lebesgue.

Exercice 16. Sommes de Riemann pour une fonction monotone intégrable. @@© Soit f :]0,1] — R, continue et

décroissante. Pour n € N*, on pose
1 Z” k

1
1. Montrer que pour tout n € N*, S, < / f(t)dt (la valeur 400 étant autorisée).
0

Correction. Par comparaison somme-intégrale, on peut écrire que, pour k € [1, n],
k k
1 k n k n
()= [ (&) < [ rom
n n = n =
la derniéere intégrale valant éventuellement 4+o0o. Ainsi, en sommant, on obtient I'inégalité désirée.

2. Montrer que f est intégrable sur |0, 1] si et seulement si la suite (S,) converge, et qu'alors S, " / f(t)dt.
n—-+o00 0

Correction. La méme comparaison a une intégrale assure que
1 2 1 1 1 -t
Sné/ f(t)dt:/ f(t)dt+/ f(t)dtg/ +an( >
0 0 L 0
d'ot
1 1 1
Sp < / f(t)dt < / f(t)dt+ S, — Ef(l),
0 0

Ainsi, si f est intégrable, I'encadrement

1 - 1 (1) 1
/Of(t)dt /0 F(t)de + 1) sng/o F(t)dt
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1
assure que S, o / f(t)dt.
0

Reaproquement, si (Sp)nen converge vers £ € R, elle est majorée par M > 0 et I'inégalité

! f(1
0</ f(t)dtéSn—I—%gM—l—f(l)
1/n

1 1
assure que / f(t)dt, qui est croissante et majorée, donc converge. Par positivité de f, / f(t)dt converge,
1/n X
donc f est intégrable et la premiére partie de la question assure que S, —+> / f(t)dt.
n——+oo 0

3. Variante. Soit f : R}, — R4 continue, décroissante et intégrable. Montrer que
+o0

Z h f(nh) f
/7~>OJr 0

+o0
Correction. On note o(h) = Z hf(nh) pour h > 0.

n=1
Soit n € N*. Pour tout t € [(n— 1)h, nh], la décroissance de f donne

hf(nh)/(nh f(nh)dté/(nh F(t)dt.

n—1)h n—1)h

N Nh +oo
En sommant pour n € [1, N], il vient th(nh) < / f(t)dt < / f(t)dt, la derniére intégrale étant
0 0

n=1

finie par intégrabilité de f. La série Z hf(nh) est donc a termes positifs et & sommes partielles majorées :

+o00
elle converge, et a(h) < / f(t)dt.
0

(n+1)h
De méme, pour t € [nh, (n+ 1)h] on a f(t) < f(nh), donc / f(t)dt < hf(nh), et en sommant pour

nh
ne [1,N],
N

(N+1)h
/ F(t)dt < Z <o(h).
h

+oo
En faisant tendre N vers +oo, on obtient / f(t)dt < o(h), d'ou
h

+00 h +oo
/O f(t)dt—/o F(t)dt < T(h) g/o F(t)dt.

h
Comme f est intégrable sur ]0, +oo], on a / f(t)dt — 0, d'ou
0 h—0+

+o0

Z h f(nh) f(t)dt.
/’7*)04r 0

3 Convergence d’intégrales et intégrabilité

3.1 Natures d’intégrales

Exercice 17. Nature d'intégrales — niveau 1. ©OO Déterminer la nature des intégrales suivantes :

1 /1 dt
" Jo Vitsht
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Correction. Soit f : t — ———. Alors

Vtsh(t)

e f est continue sur ]0, 1],

1 .
e f(t) ~ —, non intégrable en 0.
t—0 t

Donc l'intégrale ne converge pas.
1
dt
2. / B
0 Vt(l—1t)

1
Correction. Soit f : t —» ———. Alors
t(1—1t)

e f est continue sur ]0, 1],

1 .
o f(t) o 7 intégrable en 0,

1 . o .
o (1) ) Vi intégrable en 1 (intégrale de Rieman).

1
Donc/ f converge.
0

+o0
3. / e~ (t+3) dt
0

Correction. Soit f : t — e~ (t+1)  Alors

e f est continue sur ]0, +oo],

o f(t) ~ et — 0, donc f est prolongeable par continuité en O : I'intégrale est faussement impropre.
t— t—0

o f(t) ~ e! intégrable en +oo.
t—+o00
Par théoréme de comparaison, I'intégrale converge donc.
Lde
o Int
Correction. Soit f : t — Alors

In ( )

e f est continue sur ]0, 1],

o f(t) ﬁ 0, donc f est prolongeable par continuité en 0 : I'intégrale est faussement impropre.
—

1 _ .
o f(t) o lﬁ' qui n'est pas intégrale en 1.

L'intégrale diverge donc.

T° 1 —cost
b [Tizest,
0 t
1—cost

Correction. Soit f : t — —= Alors

e f est continue sur ]O +oo,

1-1+ £ +o(t2)

e f(t) = donc f est prolongeable par continuité en 0, donc l'intégrale est
t0 t2 t0 2
faussement impropre en 0,

o [f(1)] <

2 intégrable en +oo (intégrales de Riemann), donc f est intégrable en +oo.
Donc I'intégrale converge.

+o0
6. / In(1—e"f)dt
0
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Correction. Soit f : t+— In(1 —e™ ). Alors
e f est continue sur ]0, +oof,
o f(t) = In(l—1+t+o0(t)) = In(t)+In(1+0(1)) ~ In(t), intégrable en 0, donc, par comparaison,
t—0 t—0 t—0
f est intégrable en 0O,

o f(t) et —e ™!, intégrable en +oo donc, par comparaison, f est intégrable en +oo.
——+00

Ainsi, I'intégrale converge.

Exercice 18. Nature d’intégrales avec paramétres. @ OO Discuter, selon les paramétres réels indiqués, I'intégrabilité des

fonctions suivantes sur |'intervalle précisé :
a

X
1. x—» ——=surR}, otacRet3>0;

1+ x8
(In(1/x)” \ 5
2. msur]o,l[, ou (a,ﬁ,’y)ER y
In(1 g
3. XHMSUI’R:OO a>0etb>0;

b
4. x — exp(—(Inx)*) sur [2, +oo[, ol a > 0.

Exercice 19. Nature d’intégrales — les pieges. @O O Déterminer la nature des intégrales suivantes :

+o0o |
1. / nx dx
X—1

. Vi
Correction. Soit f : x — _vinx Alors
(x = Dvx

e f est continue sur |1, +o0],

vx—1 1 . .
o f(x) ~ = , intégrable en 1, donc, par comparaison, f est intégrable en 1,

x=»1 x—1 x—1
In(x .

o X**f(x) ~ Vin(9 — 0, donc f est intégrable en +oo.

x—+oo  x5/4  xotoo
Ainsi, I'intégrale converge.

1
Correction. Soit f : t = ————. Alors
In(In(t))
e f est continue sur Je, 4],
1 1 1 1
o (1) non intégrable en e,

Sen(t)—1 In(e)+In(t/e) —1 In(t/e) toe t/e— 1
donc l'intégrale ne converge pas.

+o0
3. / cos(ef) dt
0

Correction. La fonction ¢ : t — e’ est une bijection de ]0, +oo[ dans |1, +oo[, € et strictement croissante.

Ainsi,
+o0 +o0 t 400
/ cos(et)dt:/ cos(e’) etdt t/ Md
o 0 et 1

u

ont méme nature. La seconde intégrale converge (on I'a fait en cours avec du sinus) donc la premiére intégrale
converge.

+o0
4. / sin(t?) dt
0
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Correction. La fonction ¢ : t +— t2 est une bijection € strictement croissante de [0, +oo[ dans ]0, +oo[ donc,
par le théoreme de changement de variables, les intégrales

oo o0 sin(t?) T sin(u)
sin(t? dt:/ 2tdt et / du
/0 () 0 2t 0o 2Vu

ont méme nature. La seconde intégrale converge (quasi-faite en classe) donc la premiére converge aussi.

5. /:OO sin(t) sm( > dt

Correction. Soit f : t + sin(t)sin(1/t). Alors

e f est continue sur ]0, +oo],

o f(t) P 0 donc f est prolongeable par continuité en O : l'intégrale est faussement impropre,
—

sin(t)

o f(t) ~
t—+4o0 o )
absolument convergent. Ainsi, on écrit que

) ., i) <1 - 671t3 " 0(7513)>

, et la, ATTENTION!!!! On ne peut pas conclure! Il faut se ramener a un terme

_sin(t) 1
e 2 +0( )

sin(t 1
| ( ) +g(t), ou g(t) O<t3> La premiére fonction est d'intégrale convergente, et

Ainsi, f(t) =

+oo
la deuxiéme est intégrable par le critére de convergence des intégrales de Riemann. Donc / f(t)dt
converge. 0

Exercice 20. Logarithmes itérés. @ @O Etudier I'intégrabilité sur [2, +-o0[ des fonctions

1 1
X (|n X)Inx et X (|I’1 X)In(lnx) ’

3.2 Semi-convergence
sint

Exercice 21. /sin( )/t*dt : la discussion compléte. @ @O Pour o € R, on pose fo(t) = ~a Pour t > 1. Le but est

+o00
de discuter, selon «, la convergence et la convergence absolue de / fa(t) dt.
1

1. Traiter le cas o > 1.
2. Pour a €]0, 1], établir la convergence de I'intégrale par une intégration par parties.

3. Etudier la convergence absolue.

2nm43 2nm+ 7
4. Pour a < 0, minorer / fo —/ f, et conclure a une contradiction avec la convergence.
1 1

5. Récapituler dans un tableau.

_ : o oo int _
Exercice 22. /In(l +sm(t)/t°‘) dt. @@O Soit a > 0. Etudier la nature de / In(l + SI;) dt, puis commenter en
1

*sint
comparant avec la nature de — dt.
1

Exercice 23. Le théoréme des équivalents ne s’applique pas aux fonctions de signe variable. @ @O
X cost

1. Etudier le comportement, lorsque x — 400, de u(x) = it cost
cos

+o00
2. En déduire I'existence de deux fonctions f et g continues sur [2, +oo[, équivalentes en +oo, telles que / f
2

+o0
converge et / g diverge.
2
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. X cost X cost
3. Mémes questions avec / ——dt et / _
5> Int > Int+cost

3.3 Exercices théoriques

Exercice 24. f et 1/f intégrables. @©O Soient | un intervalle non trivial de R et f : /| — R continue. On suppose que
f et 1/f sont toutes deux intégrables sur /. Montrer que / est borné.

Exercice 25. f et f” intégrables. ®©O Soit f € C?([0, +oo[, R). On suppose f et f” intégrables sur R,
1. Montrer que f" admet une limite finie en +oo, puis que cette limite est nulle.

2. En déduire que f est uniformément continue sur Ry, puis que f(x) T 0.
X—>+00
3. Montrer que f ' est intégrable sur [0, +oo].

Exercice 26. Domaine de définition d’'une transformée de Laplace. @©O
+o00o
1. Soient f € C(R4,C) et a € R. On suppose que / f(t)e 2" dt converge. Montrer que pour tout x > a,
0

+0o0
I'intégrale / f(t)e > dt converge.
0

“+oo +oo g(t)
2. Soit g € C([1,+oc[,R) telle que / g converge. Montrer que pour tout a > 0, l'intégrale / o dt
converge. ! 1

“+oo
Exercice 27. Que manque-t-il pour tendre vers0 7. @ @O Soit f une fonction continue sur R, telle que / f converge.
0

1. Donner un exemple d'une telle fonction, a valeurs positives, intégrable et non bornée.

2. On suppose f uniformément continue sur R.. Montrer que f(x) " 0.
X—>+00

3. On suppose f de classe C! et x r—>/ '(t)?dt bornée sur R,. Montrer que f(x) — 0.

X—>+00
Exercice 28. Un monstre. @@@® Soient a > 0 et 8 > 0. Etudier I'intégrabilité sur R, de

1

fixr— ————— 5
1+ xo |sin x|

4 Calcul d’intégrales

Exercice 29. Batterie de calculs. @ OO Vérifier I'existence puis calculer les intégrales suivantes :

+o00
)
t2—|—t+1
Lin(1 - t?)
2. _—
e
T dt
. [ e
o 2+cost
oo dt
. [ 5
o ¢cht
/\/ ft)tfa

+o0o
Exercice 30. / In(1+1/t%) dt. @00
0

,oua<b

+o00 1
1. Justifier la convergence de / In (l + t2> dt et calculer sa valeur.
0
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1
Correction. On note f : t — In(l + t2> Alors

e f est continue sur ]0, +oo],

o f(t)=—2In(t) +In(t>+1) o —21In(t), intégrable en 0, donc f est intégrable en 0,

1 . ) . .
(t) et ot intégrable en 400, ce qui assure, par comoparaison, que f est intégrable en +oo,
—+00

donc l'intégrale converge bien.

1 —35 -2
In<1+t2), u(t) = 1+tT12 = Bt et v(t) = t, V/(t) = 1. Le crochet

Ensuit,e on note u(t)

—+o0
[tln (1 + ﬁ)] converge, ce qui assure, par intégration par parties, que

0
+oo 1 1 +oo +o0 2)
In(1+ = |dt=|tIn|1+ = —tdt
o B e
0

+o00 2
——dt =
+/0 2+1 i

+o0 1
2. Méme travail pour / <t — Arctan— > dt.
1

1 1
Correction. On note f : t — = Arctan—. Alors :
e f est continue sur [1, +o0],
f(t) ! 1—|— L O L intégrabl + d i f est intégrabl
[ ) = _—— - —_— = —
Nl il =l il 3 ) intégrable en +o00, donc, par comparaison, f est intégrable
en +oo.

D’ou la convergence de I'intégrale. On fait ensuite une intégration par parties, en intégrant 1 et en dérivant
1 . . . .
t— = Arctan? Le crochet converge bien (il est tard et j'en ai marre), et

e 1 1]+ e 1 1 1
/ (—Arctan)dt:[l—t,’-\rctan} —/ txX|—-—5+5—7 dt
1 t t tlo 1 2 21+ 4
+ool t
:/ 1ot g
.t 141t
t

A
1 A
Soit A > 1. Alors /1 I 1rE ——dt=1In(A) —In(1+A%) =In (1+A2> — 0. Ainsi, I'intégrale vaut 0.

A—+o0

Exercice 31. / m et/ vtantdt. @©O

+o0
1. Calculer/ tidt
o 1+t

3 Too gt Too 124t
2. Etablir I'égalité — = —_—
o 1+tt Jo 1+th
3. En calculant la somme de ces deux intégrales, en déduire leur valeur commune.

/2
4. En déduire la valeur de / vtan tdt.
0

dt
CrDE+2)-(trn ®
1. Soit n > 2. Veérifier I'existence puis calculer

+o0
Exercice 32. / ©O

/+oo dt
o (E+D(t+2)---(t+n)

Page 11 sur



Saint 26 .
N. Laillet

E Louis o _ :
TD 02 — Intégration nlaillet.math@gmail.com

2. Généralisation. Soient n > 2, Q € R,[X] unitaire, simplement scindé sur R et dont toutes les racines sont

P(t)
o QD)

strictement négatives, et P € R,_»[X]. Justifier I'existence de dt et en donner une expression.

tArctant

Exercice 33. Une intégrale avec des bornes variables. @©O On pose g : t — m

+o0
1. Montrer que I = / g(t) dt converge.
0

tArctan(t)
(1+ t2)2
e f est continue sur [0 + oo,

f(t)

Ainis, I converge.

Correction. Soit f : t — . Alors

s
o 273" positive et intégrable en 400, donc, par comparaison, f est intégrable en 4o00.

1/x
2. Soit F: x+— / g(t)dt. Montrer que F est de classe C* sur R’ et déterminer une expression de F' ne faisant

X
pas intervenir Arctan.

Correction.
Soit G une primitive de f. Alors F(x) = G(x) — G(1/x). Ainsi, F est dérivable, de dérivée continue car f est
continue, et, pour x > 0,

F'(x) = G'(x) + %G/(l/x)
xArctan(x) 1 L Arctan (1)

A2z T ( )

_ xArctan(x) 1 fArctan (1)
(R Wy
xArctan(x)  xArctan (1)
@+2P T (2r1p
X

U
2

Ainsi, on dispose de C € R tel que pour tout x dans R,

™ 1
FixX)=C— ———.
(x) 41+ x2
1
Or, F(1) =0, ce qui assure que C = g Donc, pour tout x dans R, F(x) = g = %1 e

3. En déduire la valeur de I.

Correction. On en déduit que F(x) —+> I, ce qui signifie que I = g
X—>+00

Exercice 34. Parties entiéres et constante d'Euler. ®©O On note v la constante d'Euler, c'est-a-dire la limite de
n

1
E — Inn lorsque n = +oo.

o X
1. Montrer |'existence et calculer / — dx.
1 X

+o0 X — LXJ
2. Montrer que / 2 dx converge et vaut 1 — 1.
1

tox—Ix)—

3. Montrer que / 2 dx converge.

1

Exercice 35. Une intégrale et une somme. @©O
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i 2 . . .. . . . 1 *
1. Montrer que g : x — /x2 — 1 réalise une bijection strictement croissante de classe C de |1, +-oo[ sur R’

+o0
X
2. En déduire que l'intégrale ——— est bien définie, et la calculer.
. J 1 xvVx2 -1
+o0 n
3. Montrer que S, = ——— est bien défini pour tout n € N*, et déterminer sa limite lorsque n — +oc.
’ k:zn;-l kvk? —n?

I to . JT
Exercice 36. / e><p(—22/t2 —b2t2)dt. @00 Soient a,b € R}. On admet que / et dt = - Justifier
0

+o00 a2
/ exp (2 - b2t2> dt.
0 t

Exercice 37. Fractions rationnelles sur R. @ @O

o dt
1. Soit w € C\ R. Calculer lim / —_—
x—+00 t—w

2. Soit F = P/Q une fraction rationnelle de degré < —2, a poles simples et non réels. En déduire une expression de

0
|"existence puis calculer

+o0
/ F(x)dx a l'aide des coefficients de la décomposition en éléments simples de F associés aux pdles de partie
— 00
imaginaire strictement positive.
+o00
3. Application : calculer —
pp 1 T

Exercice 38. Intégrale de Poisson. @ @O

pour n € N*.

1. Montrer que pour tous x € R et n € N*,
n—1 k
2n 2 2 T
—1= -1 | I -2 — +1].
(x )k_1 (x cos< - ) X )

™
2. En déduire, a I'aide de sommes de Riemann, la valeur de / In(l 72rc059+r2) dé pour |r| < 1, puis pour
0

|r] > 1.
3. Que se passe-t-il lorsque r — 17 Commenter.

5 Asymptotique

. . . X dt
Exercice 39. Logarithme intégral. @€©O On pose, pour x > 1, li(x) = it

_ X
1. Montrer que li(x) Ny
X—>+00

Correction. Soit x > 2. On fait une intégration par parties, en dérivant t — et en intégrant t — 1 en

1
In(t)

t — t. Ainsi, toutes les fonctions étant € sur [2, x], on obtient

X X 1
9= <r>} + [, et
X 2 X1
=) In2) +/2 (2ot

est positive et non intégrable en 400, car

—_

— pour t assez

1 1 1
Mais 177 +5 (m(r)) S ( ) NORR:

grand. Ainsi, par intégration des relations de comparaison, on a :
i(x) X 2 i /X dt
i(x) = ————=+o0 —
x—=+oo In(x)  In(2) > /) In(t)’

~ — o
x—+00 In(x)

: . X
ce qui assure que li(x)

2. Déterminer un développement asymptotique de li(x) a deux termes en +oo, puis a n termes.
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Saint

Correction. On a déterminé un premier équivalent. On écrit désormais que

2 1
li(>) = I(x) In(2)+/2 (2t

et en intégrant t — 1, on obtient que

En refaisant une intégration par parties, en dérivant t

1
In(t)2
x 1 In(2) t 1 x 1
/2 ln(t)zdt:‘2+{ln<t>2l”/2 (e "

1 1 X1
Déja, comme on en déduit que — = ——— | ce qui assure que ———dt diverge.
g oo e 7 e <|n(t)2> a q /2 n(2)2 g

— —
IN(t)2 t—>+oo

|n(1t)3 t--+o0 <|n(f)2)

de comparaison, que

Mais positive et non intégrable en 400, ce qui assure, par sommation des relations

/2Xm(1t)3dt:+wo(/:m(1t)2dt).

X
1
Ainsi,/ dt ~ —>— On en déduit donc que
5 In(£)3 " x=+co In(x)2

ll(X) XH:+OO |n(X) i |n(X)2 +O<|n(x)2) .

On obtient le méme résultat pour n, en pensant aux coefficients qui se rajoutent :

) X - k! X
) e Tx ; (nxF T ° <(Inx)”+1> '

Exercice 40. x — / — . @©O On considére la fonction f : x »—>/ Nt

1. Déterminer le domaine de définition naturel de f et justifier que f y est de classe C!.

2. Montrer que f se prolonge en une fonction de classe C* sur R,

_ +00 t
Exercice 41. Etude compléte de F(x) = / % dt. @00
X

1. Déterminer le domaine de définition de F et calculer F'.
—_ . . . 1 .
2. Al'aide d'une intégration par parties, montrer que F(x) = O(x2) en —+o0, puis, en poussant le calcul, F(x) =
X—r+00
COS X 1
7"‘0 m .

3. Déterminer un équivalent simple de F en 07, puis montrer qu'il existe C € R tel que F(x) =" Inx+C +o(1).
X—r

+oo
4. Montrer que F est intégrable sur R et calculer / F(x)dx.
0

X

X
Exercice 42. / ¢ dt. @O On pose f(x)= / e'”” dt pour x > 0.
0 0

1. Montrer que f admet une limite finie £ en +oco.
2. Vérifier que
ei><2 1 +oo eit2
— f = = - " dt,
6= fx) 2ix + 2i J, t?

et en déduire un équivalent de £ — f(x) en +oco.

+oo +oo
3. En déduire la nature de / sin(t?) dt et de / cos(t?) dt.
0 0

Exercice 43. Equivalents en +o0o. @@0O Trouver un équivalent simple, lorsque x — +oo, de :
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[a—y

X
. / eft*dt, ol € R;
1

+o0 N
/ e dt,ola>0;
X

X
3. / e dt ol a>0:
1

X
4./ ttdt;
1
+00
5./ ttdt.
X

Exercice 44. f'/f ~ p/x. @@ Soient f € C'([1, +oo[,R%) et p € R tels que

N

f'(x) 1%

f(x) xrtoo X

1. On suppose pu > —1 et u # 0. Montrer que f n'est pas intégrable sur [1, +oo[ et que
/Xf x f(x)
1 x—=+oo U+ 1 '

2. Enoncer et démontrer un résultat analogue lorsque u < —1.

/
) — aaveca<07?
f(X) X—r+00

3. Que peut-on dire si I'on suppose seulement

. o _ . 1 [r
Exercice 45. Moyenne d'une fonction périodique. @ @O Soit f € C(R, R), T-périodique, de moyenne u = ?/ f.
0
*f(¢)

1. Montrer qu'il existe ¢ € R tel que / ——=dt = wlnx+c+o(1).
1 t X—++400

+oo
2. A quelle condition I'intégrale / ¥dt converge-t-elle? A quelle condition la fonction t + f(t)/t est-elle
1

intégrable sur [1, +o00[?

f(t
3. On suppose cette condition réalisée et on note £ la limite en +oo de F(x) = / ) dt. Montrer que F(x) —£ =
1
O(1/x). Que dire de f sil'on a de plus F(x) —£=0(1/x)7?

Exercice 46. Termes généraux définis par une intégrale. @ @O Déterminer la nature des séries de terme général suivant
(a>0,a>=0).

1/n%
1. u,= v |Int]dt
0

+o00 )
2. un:/ et dt
1

1
3. un:/ t"In(1 —t)dt
0
4 _/+c>o dt . , _/+c>o dt
T, asey s ) Gxey
/2
5. un:/ (cost)"sin(nt) dt
0

(n+1)m ;42 t
6. u,,:/ S0 ) ¢
n

us t2

6 Du coté des concours

+o00 tP
Exercice 47. CCINP MP 2015. Soient p € N fixé et, pour n€ N, S, = / me_”tdt.
0

1. Montrer |'existence de S, pour tout n € N.

+o00
2. On pose, pour a, b € N*, T(a, b) :/ t?%e~btdt. Déterminer I'expression de T (a, b).
0
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3. Montrer que : Vn € N, S = p! Z i S,
k=1
4. Montrer que la suite (S,) converge.
too (_1)k+1
5. Montrer que So = p! Z s
k=1
Correction.
. . . . - tP
1. La fonction est continue en 0 donc il n'y a pas de probléme d'intégrabilité en 0. En +o00, on a o 1e*”t ~

tPe= ("Dt — 5(1/t?) par croissances comparées. D’oul I'intégrabilité.

b

2. En effectuant une intégration par parties avec u(t) = t?, v/(t) = e ", on trouve

al

a
T(a, b) = ET(a_ 1, b) = W,

car T(0,b) =1/b.

) ) T toeo g, tootP(ef +1-1) _,
3. On montre le résultat par récurrence. Initialisation. S = —— ee dt= ————e 'dt =
o et+1 0 et 41
p!

p! — S;. Hérédité. De méme, S, = pras)

— Sp41, d'ou le résultat par récurrence.

4. |'intégrande tend ponctuellement vers 0 quand n tend vers +oo, et est majoré uniformément par t”/(e’ + 1),
intégrable, donc S, tend vers 0 par convergence dominée.

5. Le résultat se déduit immédiatement en faisant tendre n vers 400 dans la relation précédente.

Exercice 48. Mines-Télécom MP 2017. Soit f : Ry — R, continue, décroissante, intégrable sur R, .

1. Montrer que f(x) tend vers 0 quand x tend vers +co.
1
2. Montrer que f(x) = ox = 40 (x)

3. Trouver un contre-exemple aux questions précédentes si f n'est plus décroissante.
Correction.

1. On sait que f est décroissante donc, par le théoréme de la limite monotone, elle posséde une limite en +oo.
Soit £ cette limite. Si £ est finie et £ # 0, alors f est de signe constant au voisinage de +oo, et on dispose

L x L . .
de M € R, tel que ¥x > M, |f(x)| > U Donc / [f(t)|dt > (x — /\/l)U — +o00, ce qui contredit
2 M 2 x—+oo
I'intégrabilité de f. Si £ est infinie, on fait de méme avec 1 a la place de |—2| Donc ¢ = 0.

2. Soit x dans R. Alors, comme f tend vers 0, f est positive, donc

2x +o0
ogxf(zx)g/ f(t)dr</ f(t)dt — 0,
5 5¢ X—++00

X—r—+00

1
donc xf(2x) - 0 donc 2xf(2x) - 0 donc xf(x) — 0, donc f(x) = ox = 400 <x>

1
3. Il suffit de prendre pour f une fonction faite de pics : on définit pour tout n dans N*\ {1}, f (n — n3> =0,

1 ) ) .
f(n)=netf (n - = 0, tous ces points étant reliés par des segments (en particulier f est nulle en-dehors

n3

1 1 _ 1 1
des segments {n — 3], affine par morceaux sur [n - = n] et sur {n, n+ 3} . Et
n n n n

n+”% m 1
/0 f(t)dt = ;ﬁ,

qui converge quand n tend vers +oco. Pourtant f n'est méme pas bornée!

Exercice 49. Mines-Ponts MP 2026. Soit o > 1.
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1. Montrer que I'équation x* = sin(x) admet une unique solution sur R, que I'on appellera a.

Correction. On note f : x — x* —sin(x). Dé&ja, pour x > 1, on a immédiatement f(x) > 0 : il suffit d"étudier
cette fonction sur [0, 1].

f(0) = 0 et f est dérivable sur ]0, 1[, de dérivée égale a ' : x — ax
Pour ce faire, on étudie " : x + a(a — 1)x* 2 +sin(x) > 0 sur ]0, 1[.

Donc f’ croft strictement sur ]0, 1[. De plus, f'(0) = —1 < 0, et /(1) > 0 car cos(1) < 1. Ainsi, f’ s'annule
en un unique b €]0, 1.

On en déduit que f décroit puis croit sur [0, 1]. Comme f(0) = 0 et f(1) > 0, on en déduit que f s’annule en
a€]o, 1].

o=l _ cos(x). Il faut étudier le signe de .

+oo cos(t)
o |t* —sin(

Correction. |l faut écrire cette intégrale (nommons—la I) comme

2. Déterminer la nature de

B cos(t) oo cos(t)
I_/o V/sin(t) — radH/a Vit —sin(t)
Déja,

cos(t . .
° # —, intégrable en 0, donc la fonction est intégrable en 0.
Vsin(t) — to 50 \/

e en a, sin(t) — t¢ o —f'(a)(t — a), car f'(a) > 0, donc
a

cos(t) N cos(a)
Vsin(t) — to t=a \/fl(a)\/a—t

intégrable en a. Ceci assure que la premiére intégrale converge.

e | a deuxieme intégrale converge bien en a.

e Enfin, on s'intéresse au comportement en +oco. On écrit que

cos(t) cos(t) 1

t® —sin(t) a2 1_ sin(t)
ta

_cos(t) 1sin(t) sin(t)
totoo /2 (1 T T\ T
_ cos(t) 1
g0 12 T O <t3/2) :

+oo
cos
Or, (z )dt converge par IPP. De plus,

ap1 L2
de la deuxiéme partie de I'intégrale.

1
an est intégrable en +o00, ce qui assure la convergence

Donc I converge.

Exercice 50. CCINP 2016. @ OO

2 1 b
1. Trouver (a, b, c) € R® tel que X(:iil)Q :§+x+1 + (X+Cl)2 pour tout x € R.

Correction. On sait qu'un tel triplet (a, b, ¢) existe :

2x+ 1 a b c

x(x+1)? 7;+x+1+(x—|—1)2

Pour déterminer a, on multiplie par x et on évalue en 0 :

2x +1 _ax bx n cx
(x+1)2 x+1 (x+1)%

donc, en évaluant en 0, 1 = a.
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Ensuite, pour déterminer ¢, on multiplie par (x + 1)2 et on évalue en —1 :

2x+1 a(x+1)?
= +

= ~ b(x+1)+c

donc, en évaluant en —1, 1 = c. Puis, pour déterminer b, on peut, par exemple, multiplier par x et faire tendre
vers +00. On a

2x+1 a4 bx n CcX
(x+1)2 x+1  (x+1)%

donc, en faisant tendre x vers 400, 0 = a+ b, donc b = —1. Finalement,
2x +1 1 1 1

x(x+1)2 7;7x+1+(x—|—1)2

1 2
. 1 ™
2. Montrer que / t|1/t|dt converge puis calculer sa valeur, en admettant Z ol
0 n>1 n
Correction. Montrer la convergence d’'une intégrale, c'est déja voir ot il y a potentiellement des problémes.
Ici c’est en 0.

_ 1 . .
La fonction f : t+—t LJ est continue par morceaux sur ]0, 1], et on sait que pour tout t dans ]0, 1],

donc

1
ece]t <

donc, en faisant tendre t vers O et par encadrement, on obtient que f(t) ﬁ)) 1, donc f est prolongeable par
—

continuité en 0 : I'intégrale est faussement impropre.
Pour calculer I'intégrale, on va faire du découpage.

1 1 1 .
Soit n dans N. Alors, comme LJ = k pour t dans [ k]' on en déduit que

k+1
1 1 1/k
/ t{Jdt:Z/ {J t
1n LT 1/(k+1)
= / ktdt
1/(k+1)

_Z [k} 1/k
2 J1/(k+1)

k
:Z 2(k +1)2

B 2 (k+1)2— k2
=N

£ 2k(k+1)
_1”21 2k +1
_2k1 2k(k +1)2
o1& 1 1
— 5 I 2

24~k k+1 (k+1)

1 1 K1
= — ]_—— —_

2 n+ k)

k=2
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Exercice 51. CCINP 23. 1. Soit (a, b) € R? et f une fonction de classe €* de [a, b] dans R. Pour n € N* on pose :

b
I,= / f(x)sin(nx)dx. Montrer que lim I,=0.
3 n—+oo

Correction. C'est le lemme de Riemann-Lebesgue : un grand classique ! Effectuons une intégration par parties,
en dérivat x — f(x) et en primitivant x — sin(nx). On obtient

I, = [_f(x)cos(m()rJr/a F(x )COS(nx)

n
_ f(a)cos(na)  f(b) cos(nb) +/ F(x )cos(nx)
n n 5
Or,
’f(a)cos(na) < |f(a)| o0
n n n—-+o00
f f(b b
donc, par encadrement, M — 0. De méme M — 0. Enfin,
n n—r+oo n n——+o0
/ F(x )cos(nx) x‘ </ F(x )cos(nx)

1
<7/ |f'(x)]dx — 0,
n B n—-+4o00

b
cos(nx
donc/ f’(x)i( )dx — 0 par encadrement, donc I, — O.
3 n n—-—+oo n—+o0o

400
2, SoitI:/ X .
0 X

(a) Montrer que I est bien convergente.

Correction. Déja vu dans le cours (mais c'est important!).

T .
2 sih nx

(b) Pour n € N* on pose K, :/

dx. Montrer que Iim K,=1
0 n—-+00

Correction. Effectuons le changement de variables u = nx. Comme ce changement de variables est
affine, on ne le détaille pas!
= sin(u
Kn = / ( )d
0 u

Ainsi, comme I est bien convergente, K, — L
n—-o00

r o .
2 SIh nx

(c) Pour n € N* on pose J, = / _ dx. Montrer que |im (J, — K,) =0.
o sinx n—+00

Correction. On remarque que

s

I —Kp = /2 sin(nx)f(x)dx,
0

1 i —
ouf ixr——— _sm(x)

: = - . Il reste a démontrer que f est bien de classe €.
x  sin(x) xsin(x)

x3

. X
e déja, f(x) ~ —26 ~ —— — 0, donc f est bien prolongeable par continuité en 0, en posant
(Q) 0 x—0 X2 x—=0 6 x—0
f(0) =0.
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e ensuite,
1 cos(x)
flix)=——= + ——=
(x) X2 sin(x)?
_sin(x)* = x* cos(x)
x2 sin(x)?2
2
(x — %3 + o(x4)) —x? (l — e o(xz))
X0 x2sin(x)2
_ 2 =2 2 X 4 o(x*)
x—0 x2sin(x)?
L
x—0 6

Donc, par le théoreme du prolongement de la classe &', f est de classe €' sur [0, 7/2].

Le théoréme de la question précédente peut donc étre appliqué, et on conclut alors que J,

(d) Montrer que, pour tout p € N*, Jopi1q

Correction. Soit p dans N*. Alors

J2p+1 - J2p71 = /
0

-/

-

-K, — 0.

n—+o00

= Jop—1. En déduire la valeur de I.

3
dx—/
0

2 sin((2p + 1)x) —sin((2p — 1)X)
sin x

2 sin((2p + 1)x)
sin x

sin((2p — 1)x)
sin x

2 2 cos(2px) sm(x)
sin x

] sin(2px 5
= 2/ cos(2px)dx = 2 {(p)} —0.
0 2 0
) . ™ o
Donc Jpy1 = Jop—1 donc, par récurrence immediate, Jopyr1 = S = 5 pour tout x. Ainsi,
T= lim Ky,= lim Jy= lim Jopss — =
= K = o=l e = 5
sm t

Exercice 52. Mines-Ponts 19, Centrale 17. Soit

dt.

fx»—>/

1. Montrer que f est définie et dérivable sur R, .

I()

|n(t)

Ensuite,

bien déﬂme

% donc continue en x, donc g est bien définie en x.

—, fonction d'intégrale en 400 convergente. Donc, par théoréme de comparaison, f est

Soit désormais G une primitive de g. Par convergence de I'intégrale, G admet une limite finie £ en +00. Donc

pour tout x > 0, f(x) = £ — G(x).

f est donc dérivable sur R et pour tout x > 0, f'(x) =

sin
2. Montrer que -

Correction. C'est une question a laquelle on aurait pu répondre a |'exercice précédent. Notons h :

sin(t) — t
t2
t3
"0 5

e Par majoration, |h(t)| o7 0.
—+00

—g(x).

est bornée sur R%.. En déduire un équivalent de f(x) en 0%.

t —

t—) 0 donc h est prolongeable par continuité en 0,
-0
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Comme h est continue, h est donc bornée sur Ry. Montrons-le.
Déja, |h(t)| Mo 0 donc on dispose de T > 0 tel que pour tout t > T, |h(t)| < 1
—+00

De plus, |h| est continue sur le segment [0, T], donc, par le théoréme des bornes atteintes, |h| est majorée sur
[0, T], par M > 0.
Sur Ry, |h| est donc majorée par max(M, 1) donc h est bornée.

sin(t .
(t) ~ —. On a donc envie de remplacer

Ensuite, la question est vraiment + délicate en 0. On remarque que 2
s

sin(t
(t) par —, mais juste au voisinage de 0 !'! Vooila pourquoi on fait tout le découpage qui va venir ensuite.

2 t
Lsin(t) o0 sin(t)
f(x)—/x Tdr+/1 o dt

On écrit que
1 o o +00 o
:/ sin(t) — t+ tdt—i—/ sm(t)dt
X 1

&2 2

/X h(t)dt+/ +/+Oo sin
|n(x)+/x h(t)dt—i—/l S'”tgt)dt_

Or, |h| est bornée sur R’ par, disons M, donc

1
/ h(t)dt’ <M

Ainsi, f(x) = —In(x) + k(x) ol k est bornée, donc f(x) ~ " In(x).
X—

. 1
3. Montrer que f(x) est dominée par 2 quand x tend vers +oo.

Correction. On étudier x2f(x) et on montre que cette quantité tend vers 0 en +o00. On calcule

x?f(x) = /HO s(|rl()t2) dt

+00 i
:X/ sm(gx)d
1 u

Et 13, on pense au lemme de Riemann-Lebesgue ! On fait une intégration par parties, en primitivant sin(ux) et

1
en dérivant — "z . On obtient

400 o _ +oo —+o00
/ sm(ux)du _ cos(ux) B 2x/ cos(ux)d
1 u? xu? 1 1 xu3

= cos(x) — 2/+OO cos(ux) d
1

u3

L'intégration par parties était bien licite car les crochets étaient convergents. Or,

+o00 cos +oo
cos(x)—2/ LE:X)du‘ < |cos(x)|—|—2/
1 1

+00 1
<1+2/ —du.
1 U

cos(ux)
3

du

Donc f(x) = @) <x2>
X—
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+oo +oo sinu
4. En déduire que f est intégrable sur R ; puis établir que / f(x)dx :/ — du.
0 0

Correction. On sait que f est continue sur R’ . De plus, f(x) o In(x), de signe constant et dont I'intégrale
X—
1 . .
convergeen 0, et f(x) = o (2) donc, par comparaison, l'intégrale de f converge en +o00.
X——+00 X

Ensuite, pour calculer / f, on va faire une intégration par parties, en dérivant f et en intégrant 1, ce qui est
Ry
licite car on sait que [xf(x)]aroo converge grace a I'asymptotique que nous avons faite sur f. On écrit donc

o x)dx = [xf(x)]F> — +OOXLH(X)X
| reaax=xrcong= - [ d

0 x?
= /+OO de.
0 X
Exercice 53. Mines-Ponts 22. Soit f une fonction de classe C* de R dans C.
1. Montrer que pour tout n € N*, /r7+1 f(t)dt = f(n) — /n+1(t —n—1)f(t)dt.
n n

n+1
Correction. Partons de I'intégrale / (t — n— 1)f'(t)dt. Dans cette intégrale, faisons une intégration par

n
parties, en posant u(t) = f(t), donc o'(t) = f'(t), et v(t) =t — n— 1 donc V/(t) = 1. Les fonctions v et v
sont bien €, donc

n+1 n+1
/ (t —n—1)f(t)dt = [f(t)(r—n—l)]g“—/ f(t)dt
_ f(n)— / " o,

ce qui est |'égalité a établir.
2. On suppose que f’ est intégrable sur [1, +oo[. Montrer que la série Z f(n) converge si et seulement si la suite

(/1n f(t)dt) converge.

Correction. Soit n € N*. Alors
k+1

Srw=> [ rwa-3 [
f(k) = f(t)dt — (t—k—1f(t)dt
k=1 k=1"k k=1"K
n+1 n k+1 ,
:/1 f(t)dt—;/k (t—k — 1)F(D)dt.

n

Nkl
Z/ (t—k—1)F(t)dt| <
k

k=1

k+1
/ (t— k- 1)f’(t)dt’
k=11/k
Nkl
<kz;/k (= k — 1)F(£)| dt

N rktl
<Z/k |f'(t)| dt car sur [k, k+1], [t—k—1] <1
k=1

</ |'(t)|dt.
1

k+1
Comme f’ est intégrable, la série de terme général / (t— k —1)f'(t)dt est absolument convergente, donc
K

convergente. Donc Z/ (t — k—1)f'(t)dt admet une limite finie quand n tend vers +oco. Ainsi, on a bien
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n+1
équivalence entre la convergence de la série de terme général f(k) et I'intégrale / f(t)dt.
1

cos f

1
3. Application a Z pour a > 5

n=1

—sin(v/t) a4 acotsa(_:{f)

cos(v't)

Correction. Dans cet exemple précis, f(t) = ——=, et f'(t) = 2Vt . On a alors, tres
ta t2a

X cos/n

1 _ . . _
"(1)] < persy sur [1, +ool, qui est bien intégrable. Ainsi, la convergence de la série Z =

0 cos(V/t) "~

équivaut a celle de I'intégrale ——dt. Pour déterminer la convergence de cette intégrale, on peut faire

1
une intégration par parties. La premiére fois que j'ai fait cet exercice, j'ai voulu intégrer le 1/t et dériver le cos :

cos(v/t) 1 , i-a

ca ne marche pas! On pose u(t) = 2sin(v/t), donc u/(t) = — et v(t) = i donc V/(t) = T
tats

Or, le crochet

[sm(\[) o 1/2} -

1

converge, donc les intégrales I; = dt et

L = /+<>o2sm(\f)é

sont de méme nature. Mais on remarque que

1
= pat1/2!

sin(v/t)

tat1/2

qui est intégrable (intégrale de Riemann). Par théoréme de comparaison, on en déduit que I converge, donc

. cos+/n
I; converge, donc la série de terme général ( f) converge.
i neN
400 1.3
- sin(t
Exercice 54. On définit I :/ t2( ) dt.
0
1. Justifier la convergence de I.
.3
sin~(t
Correction. On note f(t) = t2( ) Alors

e f est continue sur ]0, +oo],

t3 - .
(t) ~ ==t v 0, donc f est prolongeable par continuité en 0, donc intégrable en 0,
—>

1 . .
o |f(t)| < —, intégrable en 400, donc, par comparaison, f est intégrable en +o0.

Donc I converge bien.

: 1 3 .
2. Montrer que Vt € R, sin(t) = ~2 sin(3t) + y sin(t).

it — o—it 3
(=)

— 781’ ( 3it 3e/t +3eflt egif)

_ sm(3t)
= 4 . sm(t)

Correction. On calcule

sin3(t)

D’ou le résultat.
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3 3 sin(t)
3. Montrer que I = lei‘no/ 2 dt.

Correction. On ne peut pas utiliser la question précédente et séparer l'intégrale en 2... On sait que I =
+oo 3

. sin(t

I|m/ t( ) dt. Soit x > 0. Alors

x—=0 Jy

12 12

1 [T sin(3t) 3 [T sin(t)
= —— dt+ — dt,
i e TR

/+°° sin(t)3 . /+°° —1sin(3t) + Zsin(t) ;

la séparation étant licite car les deux intégrales convergent. Dans la premiére intégrale, on fait le changement
de variables u = 3t et on obtient

+00 o +00 o 400 i
/ S|n(23t)dt:/ S|n(2u) " 9@ _ 3/ S|n(2u) du.
X t 3x u 3 3x u

+00o i 8 +00 i 400
/ sin(t) dt:—l/ S|n(t)dt+§/ Sm(t)dt
X 8 X

£2 4 J5 2 4 £2

3X o
:/ Sm(t)dt.
t2
X

est définie et prolongeable par continuité sur ]0, +ool.

Ainsi,

D’ou le résultat désiré.

sin(t) — t

4. Montrer que g(t) = 2

5. En déduire la valeur de I.

Correction. On sait que pour tout t dans R,

t3

(I'inégalité de droite est claire, celle de gauche se fait par étude de fonction ou par la série entiére par exemple)

Ainsi,
3Xt il 3x 3x
/ 5 dt < / Mc/t</ Lt
5 t2 5 t2 « t?
Or,
3x t
/X £ dt=In(3x) ~ In(x) = In(3),
et

¢ (3x)?
6 g4 _ ol
/X z dt =1In(3) — 15 + X 12 H—()) In(3).

Ainsi, par encadrement, I = In(3).

+o00
Exercice 55. Mines 24. Soit f(x) :/ et dt.
X

1. Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers +co.

2 42
8 Y — 0. Donc

t—-+o0

+o0 ) +o00 ) X )
/ et dt:/ et dt—/ et dt — 0.
% 0 0 X——+00

2. Trouver un équivalent de f(x) quand x tend vers +oo.
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+o00 1
Correction. Notons R(x) = / e~ dt. Effectuons une intégration par parties, en posant u(t) = T donc
X

u'(t) = 5 v(t) = ~t donc V/(t) = te~". Ainsi, comme le crochet u(t)v(t) converge bien, on a

2

e=x° 1 [t et
RXx)=S— = € _ar.
=73 /X g dt

Mais
1 +00 eft2 1 +o00 e7t2 R(X)
< = dt < = = = R
0 2/X 2 Q/X X2 252 xrioe ORO))
Ainsi, on a
=
o .. RGO+ 0(R()
donc
=
R(X) X—;::-oo 2x

1
Exercice 56. CCINP 24.  Pour (n, p) € N? on pose : I, :/ xPIn(x)"dx .
0

1. Justifier I'existence de I, .

Correction. Déja, la fonction f : x — x” In(x)" est continue sur ]0, 1]. Le seul probléme est en 0. Pour montrer
'intégrabilité en 0, on va comparer a une intégrale de référence.

: 1 :
On remarque que, par croissances comparées, x/?f(x) = xPT*/2In(x)" — 0 donc f(x) = o () qui est
x—0 x—0 \/)?

intégrable en O.
On en déduit alors, par comparaison, que f est intégrable en 0.

2. Pour (n, p) € N* x N, trouver une relation entre I, , et I,_1 .
Correction. On va faire une intégration par parties. Attention a la maniere de rédiger! Sous réserve de

. 1
convergence des intégrales et du crochet, en posant u(x) = mx”“, u(x) = xP, v(x) = In(x)",

n .
V(x) = < In(x)""!, on a I'égalité

! | n
xPT1 In(x)”] —/ 7xp+1;ln(x)”’1dx.
0

1
I =
P [p+1 o p+1

, 1 1 . .
Or, par croissances comparées, ——x""1In(x)" — 0 et ——xP"1In(x)" — 0 par continuité, donc I'inté-
+1 x—0 p+1 x—1

gration par parties est licite et

I—1p.

1
e = = d / xPIn(x)"tdx = —
0

n
p+1 p+1

Remarque : le changement de signe est cohérent avec le changement de puissance du In.

3. En déduire la valeur de I,,, pour tout (n, p) € N2,

Correction. La, tout dépend de si on est a I'écrit ou a I'oral. Je vais répondre comme a I'oral. On remarque
alors que

n_ _ n(n— 1)I L (—1)”n!I (=1)"n!
pHLT T (12T (p e ) P (o )T

I,p=—

On démontrerait le résultat par récurrence sur n.

. ) ) 1 1
Exercice 57. Mines-Télécom 23. 1. Déterminer un équivalent de i Arctan (t) quand t tend vers +oo.

Page 25 sur



Saint 26 .
E Louis ' . N. Lalllet
TD 02 — Intégration nlaillet.math@gmail.com
i 1 u? - o
Correction. Quand t tend vers +oo, = 0. De plus, Arctan(u) =Y 3 + o(u®). On en déduit donc que
u—
1 - 1 1 1 . 1 n 1
— — Arctan | = = ———+4+—+4o0|=].
t t) tostoo t t 313 t3

1 1 1
Donc — — Arctan [ — ~ .
t t ) t—too 3t3

+oo /1 1
2. Apres avoir justifié sa convergence, calculer / (t — Arctan <t>) dt.
1

1 1 1
Correction. Comme f(t) = i Arctan <t> ETEL qui est intégrable en +oo (intégrale de Riemann),

t-rtoo 3

+o0o 1 1
I'intégrale / = Arctan (t) dt converge.

1
Pour la calculer, on sait déja qu’on ne peut pas séparer directement les deux morceaux, car les deux intégrales
ne convergent pas a priori. Deux possibilités : s'arréter jusqu'a un certain x, ou bien utiliser une des deux

techniques classiques (IPP/cdv). Vu qu'il y a 1/t que I'on sait facilement intégrer, on va essayer en s'arrétant
Jjusqu’a un certain x. Soit x > 1. Alors

/1 f(t)dt—/ /Arctan( >dt.

La premiére intégrale vaut In(x). Pour la seconde, on fait une intégration par parties, en posant u(t) = t,

u'(t) =1, v(t) = Arctan (1) VI(t) = —

1
——— . Ainsi, par intégration par parties,
e p g par p

X 1 X X t
/ Arctan dt = |tArctan | — +/ —dt
1 t)], Ji 1+¢2

= xArctan (i) = % + % (In(1 4+ x%) —In(2)) .

On en déduit que

1
/1 f(t)dt = In(x) — xArctan ( ) + % (In(14x%) — |n(2))

1

2
X 7r
=In|[ —— | — xArctan —
(\/1+x2> ( ) 4

) X
Mais \/ﬁ et 1 donc
X
In (%I_ - X2) ><—>—+>oo 0.
1 .
De plus, xArctan <> — 1 donc, en faisant tendre x vers +oo,
X ) x—+too

4" 2

/M Ftyde =T+ 02y
1

Exercice 58. Centrale 23.
+o00 (t)
té

dt

+o00
Soit f une application continue de [1, oo [ dans R telle que / f(t)dt soit convergente. Montrer que /
1 1
converge pour tout o > 0.

Correction. ATTENTION! La fonction f n’est PAS positive. C'est ca la difficulté essentielle ! Il faut ruser.
Soit F une primitive de f. On sait que F posséde une limite finie en 400 par convergence de I'intégrale. Soit a > O.

+o0 1 _
Dans/1 i ) dt, on pose u(t) = F(t) donc /(t) = f(t), puis v(t) = = donc V/(t) = e Or,
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1 .
o [u(t)v(t)]F> converge car F converge et t 15 aussi

oo F(t
° —a/ ta(+1) dt converge : la fonction F est continue sur R, posséde une limite finie en 400, donc est
1

bornée au voisinage de +oco. (en fait on peut méme démontrer qu'elle est bornée sur tout Ry : exercice?).

F(t) 1 1 . L TF(t)
Donc T oo O (ta+1 ) Or, =7 est intégrable en +o00, donc I'intégrale /1 Y] dt est convergente.
T . f(t)
Donc, par théoreme d'intégration par parties, tTdt converge.
1

7 Pour aller plus loin

Exercice 59. Lemme de Riemann-Lebesgue. @@O Soit f une fonction continue par morceaux et intégrable de R dans
C. On veut montrer que

/f(t)ei”dt — 0.
R X—+00

1. Traiter le cas ou f est de classe C* et & support compact.

2. Traiter le cas ou f est une fonction en escalier a support compact.
3. Conclure dans le cas général.
4,

Application : soit g € C*([0, 7], C). Déterminer lim / g(t)sin((n+ 3) t) dt.
n o0 0

Exercice 60. Multiplicateurs et contre-exemples. @@O Soit E I'espace des fonctions continues de R, dans R.
1. Déterminer les u € E telles que, pour toute v € E intégrable sur R, la fonction uv soit intégrable sur R .
2. Déterminer les u € E telles que, pour toute v € E bornée sur R, la fonction uv soit intégrable sur R .

3. Existe-t-il une fonction f lipschitzienne et intégrable de R, dans R telle que la série Z f(n) diverge?
n=0

Exercice 61. Non-convergence des sommes de Riemann. @ @©
1. Construire une fonction f continue, strictement positive et intégrable sur 0, 1] telle que

Vne N\ {0, 1}, f(i) = n’.

1 11 1
Correction. On note I, 'intervalle I,, = {n - —, =

n'n' ot
1 1 1 1

= >7
n n+1 n(n+1) n4+(n+1)4

} On remarque qu'on a toujours I, N 1,41 = 0 car

pour n = 2.

1 11 1 1 1
On définit alors g nulle en-dehors de |_| I1,, affine sur [ — = } égalealOen ———, a n>—1en =, et
=2 n n*'n n n

R 11 1 3 L 1 . 1 1
affine @ nouveau sur e ,égalean —1len —etaOlen — P
n'n n n n o n

. . . , 2(n? -1
Une telle fonction est continue et intégrable car la somme des aires est Z g

o < +o00. En définissant

n>2
g=f+1, on a de plus la stricte positivité.

1 22k
2. Qu'en déduit- la suit f ?
Qu’en déduit-on sur aSUIe<n—1Z <n)> .
nz

k=1
Correction. On a immédiatement

1 2k 1 1
n—1 = n n n—1 n—+o00

1
donc la somme de Riemann ne converge pas vers / f.
0

3. Comparer avec le cas d'une fonction monotone intégrable. Quelle hypothése a été perdue?
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Correction. Dans le cas monotone intégrable (exercice 16), on a convergence des sommes de Riemann. On a
donc construit un contre-exemple!

Exercice 62. /négalité de Hardy L°. @@© Soit f € C(R,, R) telle que f? soit intégrable sur R;. On pose

g(x):l/x F(t)dt six>0,  g(0) = £(0).
X Jo

1. Montrer que g est continue sur R,..

a a
2. En intégrant par parties, montrer que pour tout a > 0, / g° < 2/ gf.
0 0

+oo +o00

3. En déduire que g? est intégrable sur Ry et que / 9> < 4/ 2.
0 0

4. Montrer que la constante 4 est optimale.

Exercice 63. /négalité de Hilbert. @ @©
1. Soit P € R[X].

1 ™
(a) Prouver I'égalité / P(t)dt=—i [ P(e")e"dt.
~1 0
1 1 m ) 5
(b) En déduire I'inégalité/ P(t)?dt < 5/ |P(e)]” dt.
-1 —T
2. Etablir alors I'inégalité de Hilbert : pour tous ag, . .., an €R,,
apa :
O o
~ p-
0<p.q<n pratl p=0

Exercice 64. Controle de/f’2 par/f2 et/f”z. 000
1. Soit f € C?(R, R) telle que 2 et " soient intégrables sur R.

X X
(a) Montrer que pour tout x € R, / 2 = f(x)f'(x) — £(0)f'(0) — / ff” puis que ff' admet des limites
0

nulles en foco.

(b) En déduire que " est intégrable sur R et que / 2 < 1/ f2 f”2

(c) Montrer que I'égalité n'a lieu que pour f = 0, mais que Ia constante 1 ne peut pas étre remplacée par une
constante strictement plus petite.

2. On suppose maintenant f € C>(Ry, R), avec 2 et 2 intégrables sur R .

(a) Etablir I’identité/ (242 —£7) =/ (F" + '+ £)? + (£(0) + £/(0))°.
Ry

Ry
(b) En remplagant f par x — f(Ax) pour un A > 0 bien choisi, en déduire/ 2 <2 / 2 x / 2 Etudier
Ry Ry Ry
le cas d'égalité.
Exercice 65. Fonctions a moments nuls. @@©
1
1. Soit f € C([0, 1], R) telle que / thf(t)dt = 0 pour tout k € [0, n]. Montrer que f s'annule au moins n + 1 fois
0
sur ]0, 1.
+o00 ]
2. Pour n € N, calculer / x"e (X dx.
0

3. En déduire une fonction f continue, non identiquement nulle, de R, dans R, telle que pour tout n € N la fonction
x — x"f(x) soit intégrable sur R, et d'intégrale nulle.

Exercice 66. /négalité de Weyl. @@® Soit f € C*(R, R) telle que " et x — x*f(x)? soient intégrables sur R.

1. Veérifier que 2 est intégrable sur R.
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B +oo +oo
2. Etablirl’égalité/ f2 :—2/ xf(x)f'(x) dx.

—0o0 —00

+oo +o0 1/2 +o00 1/2
/ <2 (/ x2f(x)? dx) (/ '(x)? dx) ,

Reformulée a I'aide de la transformée de Fourier, cette inégalité est une forme du principe d'incertitude de Heisenberg
(Weyl, 1928).

3. En déduire

et étudier le cas d'égalité.

Exercice 67. Inégalité de Carlson. @@ Soit f € C(R’, R) telle que

+o0 +oo
S= / f(x)?dx < +o00 et T= / x?f(x)?dx < 4o0.
0 0

1. Justifier I'intégrabilité de f sur R.
+o00

2. Montrer que / If] < VT VST, et étudier le cas d'égalité.
0

3. En déduire que pour toute suite (ap),>1 d'éléments de R4 non identiquement nulle,

Zan<\f 20082 aneﬁ

Exercice 68. /négalité de Wirtinger. @@® Soit E I'ensemble des fonctions de classe C' de [0, 1] dans R telles que
f(0)=f(1)=0.

1. Pour f € E, montrer la convergence des intégrales

I(f) = /01 2f(t)f'(t) cotan(mt)dt et  J(f) = ~7r/01 (1 + cotan®(wt)) £(t)? dt,

puis comparer I(f) et J(f).
2. En déduire que pour toute f € E,

1 1 1
/ f2 < 7/ f/2'
0 7 Jo
et déterminer les fonctions de E réalisant I'égalité.

Exercice 69. Exponentielle imaginaire oscillant rapidement. @ @@ Soient 1 > 0 et f € C3(R, R) telle que f” > u sur R.
1

1. Montrer que g =
e I= T

est intégrable sur R.

+oo
2. Montrer que/ ef dt converge.
0

+oo
3. Application : retrouver la convergence de / et dt.
0

est intégrable au voisinage

)

Exercice 70. Valeur principale de Cauchy. @ @@ Soit f € C(R,R). On suppose que x —
de +00 et de —oo, et qu'il existe o €10, 1] et C > 0 tels que

V(x,y) € [-1.1]%, [f(x) = fF)I < Clx =y
f'
Pour € > 0, on pose I.(f) = / ) d
Ix|ze X

1. Montrer que I.(f) est bien défini pour tout € €]0, 1].

2. Montrer que I.(f) admet une limite finie lorsque € — 0.
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Indications

Ex 1. Ondistingueralescasa > 1, a<1, et a=1.

Ex 5. 4. On comparera avec des intégrales de Riemann de t — 1/t.

Penser a transformer un produit en somme et a faire apparaitre des sommes de Riemann.
X
. f(at) — f(bt ) . .
Ex 8. 2. On écrira / wdt a l'aide d'un changement de variable, puis on fera tendre € — 0" et
X = 4+00. ‘

Ex 13. 1. On encadrera sinu a l'aide de la formule de Taylor-Lagrange.

2. Attention : pour a < 0, la fonction t — t* n'est pas continue sur [0, 1] ; le théoréme du cours ne s’applique
pas tel quel.

Ex 14. 6. On pourra montrer que xIn(x) > x — 1 pour tout x > 0.

Ex 15. 2. On découpera [0, T] en n intervalles de méme longueur et on appliquera la premiére question sur chacun

d'eux.
. o 1
Ex 16. 1. Comme dans la comparaison série-intégrale, encadrer chaque terme Ef(k/n).
1/n 1
2. Séparer en deux l'intégrale, / d'un coté et / de 'autre.
0 1/n

Ex 18. Comparer a chaque fois a une intégrale de Riemann ou bien a In(x).

. . . sinu

Ex 19. Pour les 3 et 4, chercher le changement de variable qui raméne a une intégrale du type /7 du.

Ex 20. On écrira ces expressions sous la forme e ™) et on comparera ¢(x) a alnx pour un a bien choisi.

Ex 21. 3. Utiliser |sint| > sin® t pour tout t réel.

Ex 22. Un développement limité a I'ordre 1 de In(1 + u) ne suffit pas : pousser a I'ordre 2 et traiter a part le terme en
sin?(t)/t>*, soit par intégration par parties, soit par comparaison a une somme avec découpage par la relation
de Chasles.

Ex 23. 1. Ecrire cost cost L et faire un dl a 'ordre 2

x 23. 1. ir = . , ire u r .
Vt+cost Vi o1+ Cf/sft
Ex 24. Appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz a VF et 1/\/? sur un segment de /.
X X
Ex 25. 3. Démontrer d'abord que ' est intégrable en écrivant/ 2 = f(x)f'(x) — f(0)f'(0) —/ ff”, et conclure
0 0
par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
y +oo
Ex 26. 1. Poser F .y +— / f(t)e @t dt, puis considérer / F(t)e™ %t dt avecd =x —a > 0.
0 0

Ex 27. 2. Majorer |f(x)| en intégrant f sur un intervalle suffisamment petit autour de x.

3. Poury > x, écrire f(y)—f(x) comme une intégrale, puis utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la relation
de Chasles.

Ex 28. On découpera R, en intervalles [nm, (n + 1)7] et, sur chacun d'eux, on isolera un voisinage des points ot sin
s'annule, de longueur bien choisie en fonction de n.

Ex 29. 2. |Intégrer par parties.

3. Poser u=tan(t/2).
5. Poser t = a+ (b— a)sin?6.
Ex 30. 1. |Intégrer par parties.
Ex 31. 2. Changement de variable v =1/t.
3. Poseru=t—-1/t.
Ex 32. 1. Décomposer en éléments simples, puis regrouper les logarithmes avant de passer a la limite.
Ex 33. Remarquer que F(1) =0 et que F(x) — I lorsque x — 07, puis intégrer |'expression de F’ entre x et 1
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Ex 34. 3. Contrairement aux précédentes, cette intégrale n'est pas absolument convergente : on regroupera les contri-
butions sur les intervalles [n, n 4 1].
a L . L .
Ex 36. Poser u= bt — : : cette application réalise une bijection de R’ sur R. On pourra aussi effectuer le changement
de variable t — a/(bt) et combiner les deux écritures obtenues.
Ex 37. Rappel : le coefficient de la DES associé a un pole simple w de 1/Q vaut 1/Q'(w)
Ex 39. Utiliser des intégrations par parties et I'intégration des relations de comparaison.
; VA 1 < dt
Ex 40. Ecrire f(x) :/ (Int ; 1) dt + / T—1 : la premiére fonction se prolonge par continuité en 1, et la
X - X -
seconde intégrale se calcule explicitement.
+o0o o
sin x i
Ex 41. 4. On donne / —dx=—=.
0 X 2
Ex 43. Dans chaque cas, une intégration par parties bien choisie fait apparaitre I'intégrale de départ multipliée par un
o(1)
Ex 45. 1. Ecrire f = u+ (f — u) : une primitive G de f — u est T-périodique, donc bornée, ce qui permet d'intégrer
X f(t) —
par parties/ udt
1 t
Ex 46. Selon les cas : changement de variable ramenant a une intégrale indépendante de n, découpage de I'intervalle
en deux, ou intégration par parties.
Ex 59. 3. Approcher f par une fonction en escalier a support compact, au sens ol / |f — | est arbitrairement petit.
R
Ex 60. 1. La condition est le caractére borné de u. Pour la réciproque, faire une contraposée.
3. Penser aussi a des pics.
Ex 61. 1. Quis'y frotte...
Ex 62. 1. Reconnaitre un taux d'accroissement en 0.
2. Déterminer d'abord une primitive de g2 en fonction de F : x |—>/ f
4. Tester des fonctions du type x — x~< tronquées.
Ex 63. 1.a. L'expression est linéaire en P : il suffit de traiter le cas P = X*
n
2. Appliquer ce qui précéde a P = Z apXP.
p=0
Ex 64. Pour 'optimalité de la constante 1, tester des fonctions du type x — ¢@(x/n) cos x, ol @ est une fonction de
classe C? a support inclus dans un segment.
Ex 65. 1. Raisonner par 'absurde : si f ne change de signe qu'en x; < - -+ < X, avec m < n, considérer Q = H(X—x,-).
i=1
3. Chercher f sous la forme x — e *""sin <x1/4) et se ramener, par le changement de variable x = u*, a la
question précédente
Ex 66. 1. Sur[—1,1], f est continue donc bornée. Si |x| > 1, f(x)? < x?f(x)>.
—+o0 —+o0 1
Ex 67. 2. Poura,B R, écrire/ |f| = —_— (\f(x)\ Va +ﬁx2) dx, appliquer I'inégalité de Cauchy-
0 v a + Bx?
Schwarz, puis optimiser en a et 3.
Ex 68. 1. Pour la convergence, utiliser f(0) = f(1) = 0 et le caractére C* de f : f(t) =O(t) en 0O et O(1 —t) en 1,
. -1 . . .
alors que cotan(mt) y est équivalent a s et m ; pour la comparaison, intégrer I(f) par parties
1
2. Développer/ (f'(t) — 7w cotan(mt)f(t))° dt > 0.
0
Ex 69. 1. Utiliser la formule de Taylor avec reste intégral.

o 1, . .
La ol ' ne s'annule pas, écrire e = ] (e'f) et intégrer par parties; contrbler séparément un voisinage
i

du point ot /' s'annule.
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Ex 70. 2. Exploiter la symétrie x — —x sur [—1, 1] pour faire apparaitre f(x) — f(—x).
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