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Exercice. 1. On écrit que

1 1
7r\/n2+n+1:7rn\/1+ﬁ+?

/Q. Saint
E Louis

d'ou le résultat avec o =

(o) N

2. On écrit alors que

donc
3
cos <7r\/ n2+n+ 1) = (—1)”+1§ + Vp,

et

e |a série de terme général (—1)”*18— converge par le critére des séries alternées,
n

1 ) . L. )
o Vv, :+ 0(2 , donc, par comparaison a une série de Riemann, E v, converge absolument donc converge.
n—-4o00 n

Ainsi, Zcos (7r\/ n?+n+ 1) converge.

3. En revanche, le calcul précédent donne que ‘cos <7r\/ n?+n+ 1)‘ N B terme général d'une série divergente,
n—+oo ohn
ce qui assure que la série ne converge pas absolument.

Probleme 1. Produits infinis
Premiére partie

1 1 .
1° On pose a, = > Alors pour tout ndans N, p, = o qui tend vers 0.

2° Supposons que p, — £ # 0. Alors, pour tout n dans N¥,
n—-+o00

pn_>€

an = - =
Pp—1 n—+oo £

L,

ce qui signifie que a, — 1.
n—+oo
o Pn
3 a)Onag,=—.

No

n n
b) SupposonsqueZIn(an) converge. Alors on dispose de £ € R tel que Z In(ax) — 2. Ainsi,ln( H ak>

n—-+o00
k=np+1 k=np+1
¢, donc q, — €

n—+oo
Ainsi, pp — p,,oee.
n—+oo

Attention a ne jamais prendre le In d’un nombre négatif...
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c) On reprend le raisonnement précédent. Si £ = —co, g, — 0, ce qui signifie que p, — 0.
n—+oo n—+oo

Sif =400, g, — 00, ce qui signifie que p, — —+oo.
n—-—+oo n—+oo

4° Si (pn)nen converge vers p > 0, alors Zln(an) converge, donc In(a,) j 0, ce qui signifie que a, jr 1,
n o0 n o0

donc que u, — 0. Ainsi, comme In(a,) = In(1 + u,) ~ u,, par comparaison de séries a termes positifs,
n—-4o00 n—+oo

E u, converge.

Réciproquement, si Z u, converge, alors u, — 0. Ainsi, comme In(a,) = In(1+u,) ~ u,, par comparaison
n—-+o0 n—-+o0
N
de séries a termes positifs, Z In(a,) converge vers £ € R, donc (pn)nen converge vers et > 0.
n=0
5° Attention, on ne suppose plus (u,) a termes positifs !

a) Comme Z u, converge, u, — 0, donc on dispose de ng, rang a partir duquel a,, > 0.
n—-+o00

In(a,) = In(1 4+ u,) LT U ?” +o(u).

. . u?
On écrit alors a, = u, + vy, 00 v, ~ ——.
n—+oco 2
Si E uﬁ converge, par comparaison de séries a termes positifs, E v, converge. Comme on a supposé que
+o00

Z U, converge aussi, on a Z In(a,) qui converge, donc (p,) converge vers p = p,meZ #0,00f = Z In(a,).

n=nop

b) Si E uﬁ diverge, alors, par le méme raisonnement que précédemment, E v, diverge et E Vk —> —00,
n—-+o00
k=0

par comparaison de séries a termes négatifs. Ainsi, comme E u, converge, on en déduit que

Z ln(ak) n—>+oo

D’ou pn = pnerZ:no In(ax) — 0.

n—+oo

6° Si E up est absolument convergente, alors |In(a,)] ~ |uy|, terme général d'une série convergente, don
n—+oo

Z In(a,) converge absolument, donc converge, donc (p,) converge et p = pnoe’Z # 0.

Deuxiéme partie

. 1 1 ) " . .
1. a)Sia,=1+ o alors pour tout ndans N, u, = o qui est positif, et Z u, diverge, donc, par la question 4,
(pn) diverge (vers +00).

. In(n In(n
b) Sia, =1+ (-1)" ( ) alors, pour tout n dans N, u, = (—1)" ( ) Alors
vn vn
In(n) o . . P ,
° NG est positive et tend vers O par croissances comparées. Montrons la décroissance (elle n’est pas
immédiate!!!'!). On pose f : t — \%) Alors f est dérivable et pour tout t > 1,
1 In(t)
f/(t) — NG 2\t _ 2— ln(t)
t 372
N . 5 In(n) o R o .
négative a partir de t = e“. Donc 7 est décroissante a partir d'un certain rang.
Ainsi, par le critére des séries alternées, Z U, converge.
2 |”(’7)2
u, = T - donc par comparaison a une série de Riemann, Z uy, diverge.

On en déduit, par la question 5, que (p,) converge vers 0.
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2. Ici, on cherche a déterminer la suite (u,). On écrit que

1 [t .
u,=a,—1=— e " dt.
a1 f

.. , . . . , _¢2
Il s'agit alors de démontrer la convergence ou la divergence de g u,. Mais, par croissances comparées, e”& =
t——+o0

1 . . .
O<t3>’ donc, par sommation des relations de comparaison,

B teodry 1
tn HH_+OOO n t3 nﬁ_+oco 2n2 )"’

terme général d'une série convergente. Ainsi, par comparaison a une série de Riemann, E u, converge absolument,
donc, par la question 6, (p,) converge vers p # 0.

3. a) On remarque que

Uy l4u—1 -1l 1 1

\/n: = = =

Pn Pn Pn Pn-1 Pn’

b) i) Supposons que Zun converge. Alors, comme Zuﬁ converge, par la question 5, (p,) converge vers

1 1
0. Donc — — -—.
p # onc b e B

1 1
— — converge, donc E Vv, converge.

Donc, par le lien suites-séries, E
Pn-1 Pn

i) Si Z v, converge, alors, par le lien suites séries, (p) converge. Cependant, il est tout a fait possible
n

que — — 0, i.e. que p, —> 400, comme c'est le cas lorsque u, =
n——+oo n——+oo
pn =+ +

c) Il faut trouver une suite telle que Zun converge mais pas ZU% On peut par exemple prendre u, =
(=1)"In(n)
vn
2
2

7/ cC c c _
4. a) Ona u,=sin (—) Alors u, ~ —etu; ~ ——=.Pourquep, — O, ilfaut:
n* n—+o0 N% n—4oo N3¢ n—=00

1 ) . . .
. Dans ce cas, p, — 0, donc — —— +o00 donc, par le lien suite-série, E v, diverge.
n—-+o0 Pn n—+oo

e ou bien que Z u, diverge (vers —oo), ce qui est vrai lorsque a < 1 et ¢ < 0.

e ou bien que E up converge et E uﬁ diverge, ce qui est impossible, étant donnés les deux équivalents
trouvés.

Ainsi, la seule possibilité est ‘ a<letc<O. ‘
b) (question treés difficile!)

e sic >0, alors Z pn diverge grossiérement,
e si ¢ <0, alors on écrit que

In(pn) = kZilln (1 +sin (%))
> fin (1450 (5)) - ] + et

3
(i (1)) &) v

n
terme général d'une série absolument convergente, donc Z {In (1 + sin (
k=1

c c .
;)) — ﬂ tend vers une limite
finie £ en 4-00.

Ensuite, on sait que H, et In(n) + - + o(1). Ainsi, on peut écrire que

ebtey

pn = el+c|n(n)+c*y+o(1) ~
n—+o00 n—+oco N—¢

terme général d'une série convergente si et seulement si ¢ < —1.
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Probléeme 2. X-ENS MP 2024

1. C’est une question de cours.

e si £ # 0 et est réelle, alors u, ~ £, terme général d'une série divergente. Par sommation des relations de
y , n—-+oo
comparaison, Z Uk ZZ = (n+ 1)£, ce qui assure que g, —+> £. Dans le cas ot £ € C, on conclut
k=0
en séparant parties réelle et |mag|na|re.

nﬁ+

e si{ =0, alorsu, = o(1l), terme général d'une série divergente, ce qui assure, par sommation des relations
n—-+o0o

n

de comparaison, que E ue = o(n+1) ie o, — 0.
n—+oo n—+oo
k=0
e sif{=+o0,alors1 = o(u,), et on conclut de méme. Pareil pour £ = —co.
n—+oo

1
2. On sait que — —> 0 ce qui assure, par (Cesaro), que — Z p n~>+oo

: ) 1
Ensuite, par décroissance de t +— . on a, pour tout k > 2

/”1 dt 1 /k dt
— < =< —,
K t "k k-1 t

gt ndt
/ 7<Hn_l< L
2

ce qui assure, pour tout n > 2, que

en notant H, = In(n). D’ol
In(n+1)—In(2) +1 < H, < In(n) + 1,

In(n
d'ou, par encadrement, H, ~ In(n)etv, ~ ( )
n—4o00 n—-+o00 n

3. On sait que Uy41 — Uy —+> a donc, par le théoréme de Cesaro, on en déduit que
n—-+o0

1 n—1
Uky1 — Uk —> Q,
n+1§ + n—+o0

o 1 .
ce qui signifie que (Upt1 —Ug) ~ a,ie que 1 ~ a(n+1) ouencore que u, ~ an.
n+1 n—-+o0 n—-+o0 n

——+00
La deuxiéme partie de la question est un peu béte car on a prouvé Cesaro par sommation des relations de

comparaison.

4. L'hypothése signifie que In(upy1) — In(u,) — In(£€). le théoréme de Cesaro assure que

n——+o00
L n(Uner) — In(®)
) N{Un+1 oo nie),

i.e. que "Vupi1 —+> £, ce qui est le résultat attendu.
n——+oo

1 .
Pour £=00u £ =400, on a —— In(uyr1) — =oo par le théoréme de Cesaro, et la conclusion est la méme.
n+1 n—+oo

n

Up+1 . R . n
= — 400, ce qui assure que Vn! — +oo. De méme, si u, = —, alors

Ainsi, si u, = n!, on a .
Up n—+oo n—s+o0 nl

Uppr  (n+1)"1 pl
u, n" (n+1)!

1 n
= (1 + > — e,
n n—+o00

n

_ n
ce qui assure que {/ — — e.
nl n—+oo

Remarque : on aurait pu s'en sortir avec I'équivalent de Stirling.
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5. Attention! L3, on ne peut pas immédiatement appliquer le théoréme de Cesaro, car on somme sur k des termes
dépendant de k et de n.
L3, on revient & des preuves epsilonesques. On note, pour tout n € N, u, = a, — a et v, = b, — b. Soit n € N*,
On a alors :

1« 1 a b < 1
E;akbn_kzE;(a+uk)(b+vn_k):ab+;;vk+gguk+ggukvn_k.

Comme |im v, =0, le théoréme de Cesaro assure que Ilm g vk = 0. De méme, I|m E u, = 0.
n—-+4o00

Ensuite, comme (u,) et (v,) sont convergentes, elles sont bornees : on dispose de M > 0 tel que pour tout
neN,|u,l < Met|v,| <M.

Soit € > 0. Comme I|m u, = Iirr v, =0, on dispose de ny € N tel que pour tout n > ng, |u,| < € et |vy| < e.
n——+oo (o]

Pour tout n > 2ng, on a donc :

n

1 1 & 1
T Z \uk||vn,k\<n+1 ng+n+1 Z exM = Me,
k=no+1 k=0 =

1

n
Uk Vn—k
+ k=0

1 &
< n+1kzo|uk||ank|+

n

donc nﬂToon—f—]_ Zukvn x = 0.

Ainsi, lim Zukvn x = 0.

n—+ooc N

On conclut donc que Ilm Z axbn—x = ab.

n n
6. Question difficile aussi. Si on note A, = Z ax et B, = Z By, alors la question précédente assure que
k=0 k=0

fZAkB « — AB.

n—-+o00

[l faut alors relier la premiére somme a celle recherchée. On va montrer qu'elles sont égales. On écrit que

ZAanka Z AkBy
k=0

0k d<n
k+€=n

> Xk:zg:a/‘bf

0<k,£<n i=0 j=0

k+€=n
= Z (n—/—j+1)a,-bj,
iJ
0<i+j<n
car, a (i,)) fixés, ily a n—i—j couples (k,n — k) tels que i < k et j < n— k.

Mais, de méme,

Ya-Yy Y

k=0 £=0 1<i,j<n
i+j=£

n
= E E a/bj
k=0 1<i j<n
i+j<k
E (n—i—j+l)a,bj,
iJj
0<i+j<n

d'ou I'égalité des deux termes!

Page 5 sur



26 .
27 N. Laillet

DS01 — corrigé nlaillet.math@gmail.com

Saint
Louis

10.

1
. On suppose que 0, — £Letque U1 — U, = o<>.
n—-4o00

On prend u, = (—1)".

. On suppose (u,) monotone. Par le théoréme de la limite monotone, elle tend vers une limite £ € R. Par le théoréme

de Cesaro, on a alors o, — ¢'. Donc ¢ =4, d'ou le résultat.
n——+o0

n—-+oo n

Soit n € N. Alors
n n
Zkek = ZkukH — kuk
k=0 k=0

n
= (k+ Dthsr — ki — gy

k=0
n+1
=+ 1Dupp1 — Z Uk
k=1

n
= NUpy1 — E Uk
k=1
Ainsi,

u,,H:%Zkek—i—%Zuk.

n

1
On sait déja, par hypothése, que quk — £. Ensuite, on suppose que kex — 0. Par le théoréeme de

n—-4o00 k——+o00
k=1

n

1
Cesaro, — E kex — 0. Ceci assure que Upy1 — £.
k* n—-+o00 n—-4o00

(a) Il s'agit juste d'un calcul :

m—1
Z(m —J)eg =

m—1

M

m—
E JUj1 —

k=n

m—1

= m(Um — Un) — Z(j + 1) ujp1 — juj — Uja
J=n
m—1
:mum—mun—mum+nun+2uj
Jj=n

m
=(n-mu,+ Z Uk,

k=n+1
d'ol I'égalité désirée.
(b) (une des deux questions techniques) Soit (n, m) € N? vérifiant 2 < n < m. On remarque que (m+1)o,— (n+

m
. m+1l)on—(n+1)o
1o, = Z uy donc, d'aprés la question précédente, ( ) r;’" r(7 )% _
k=n+1

donc

(m+1)om—(n+1)o,
m-—n

m—1
<> el
Jj=n
_ 1 _ , . c . . _
Maise, = O i) On dispose donc de C > 0 tel que pour tout j dans N*, |gj| < 7 (ici, comme la suite
J—+oo

_7 ne s'annule pas, pas besoin d'inégalité a pcr). Ainsi,

‘(m+1)an,::r(]n+ Lo, < ; JE < Cjz;(lnj— InG—1)=C(n(m—1)—=In(n—1))=ClIn (r:_—
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D’'ou le résultat désiré. Puis, si (n,m) € N2, 2<n<m-1,

(m+1om—(n+1Lo, (Mm+1)(om—4£)—(n+1)(c,—14)
m-—n + m-—n ’

up, —4€=u,—

donc, d'apres ce qui précede :

-] < Cln( l>+(m+1)|0m€|+(n+1)|an€|<C|n(ml>+(m+1)|0m£|+(m+1)|an£
-1 m-—n n—1 m-—n

-1 m+1
=) 2 ot + o8,

On fixe un o > 1. On note m, = 1 + [an]. On a bien alors m, > n. Par la question b,

m,—1 m,+1
|un—e<cm(n”_l>+ k ~(lom, =€+ o = £]).

m
donc pour tous n =2 et m> n, |u, — £|<Cln(n

mp —
m,—1 m,+1 o
Or, m, ~ andoncin|—2 — Ina, —= et o, — £. Ainsi
n—+o0 n—1 n—+o0 Mp— N n—4oo ¢ — 1 n—-+oo

~1 1
lim C|n(m" >+ Z”jn(lamn—elﬂan—e\):cma.

n—-+o00o n—1 n

Comme Clna < 2CIna, on dispose donc de ng > 2 tel que pour tout n > ng,

-1 1
CIn(rZ'7 1)-&-:”—'— (lom, — £ +|o,—£]) <2CIna  donc  |u, — £ <2ClIna.
- n

Finalement, pour a > 1, il existe no > 2 tel que pour tout n = ng, |up — €| < 2CIna. On en déduit que pour

tout € > 0, en posant a = exp( ) > 1, il existe ng = 2 tel que pour tout n = ng, |u, — £ < 2Clha = ¢,

2C
ce qui montre que

lim u,=24¢.
n—-+oo
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