Saint 26

E Louis

N. Laillet
TD 04 — Normes et espaces vectoriels normés nlaillet.math@gmail.com

D 04
Normes et espaces vectoriels normés

1 Exercices classiques

Exercice 1. Norme « d’énergie ». ®@@0O On définit sur £ = €*([0, 1], R) I'application N par :

N(f) = \/f(0)2 +/1 f/(t)? dt
0

2. Démontrer que pour tout f € E, ||f|lsoc < V2N(f). Les normes || - || et N sont-elles équivalentes ?

1. Démontrer que N est une norme.

Exercice 2. @ ©O On considére les trois applications définies sur E = .#,(R) par :

n
_ . — 2. — -
M= max > Imigl: M2 = [ > ni Ml = max [m,|
j=1 1<ij<n

1. Montrer que ces applications sont des normes sur E.
2. Montrer qu'elles vérifient de plus, pour les deux premiéres : VM, N € #,(R), [|[MN| < |M] - |IN].

3. Prouver que pour toute norme || - || sur .#,(R), il existe ¢ € R tel que :

VM, N € #n(R), [[MN|| < c-|[[M][-[[N]

Exercice 3. Normes et boules unité.. @ OO Soient N; et N> deux normes sur un e.v. E et By et By les boules unités
fermées associées. Montrer que By = B> si, et seulement si, N; = No.

Exercice 4. Une autre norme oco. @@0© Soient C |'espace des fonctions continues de [0, 1] dans R et g € C. On pose
Ve, Ny(f) = [[9llo-

1. A quelle condition sur g I'application Ny est-elle une norme?

2. Si la condition précédente est réalisée, Ny est-elle équivalente a ||| ?

+o0
Exercice 5. @@0 Soit E = C[X]. Pour tout P = Z akX* (ot la suite (ax) ey st nulle & partir d'un certain rang) on
pose : =0
+00 1
M(P) =D [l Na(P) = [ POl Na(P) = sup [P0
k=0 0 t€[0,1]

1. Montrer que Nyi, N> et N3 sont des normes sur E.

2. Donner trois inégalités optimales entre N; et No, N> et N3, N; et N3. Démontrer qu'a chaque fois, les normes ne
sont pas équivalentes.

Exercice 6. Des normes intégrales non équivalentes. @©O Soit a € R. On pose, pour P € R[X],

N(P) = P(a)] + / P(1)] dt

1. Montrer que pour tout a € R, N, est une norme.
2. Démontrer que pour tous a, b € [0, 1], N, et N, sont équivalentes.

3. (a) On pose, pour n € N, P, = X"/2". Déterminer pour quelles valeurs de a la suite (Pp),cy CONverge au sens
de N, et préciser dans ce cas sa limite.

(b) En déduire que N, et N, ne sont pas équivalentessi0 < a< bet b> 1.

Exercice 7. Normes oo et dérivées. @@0 Soit E = {f € €*([0; 1], R) | f(0) = 0}. On pose

VEeE Ni(f) = Iflle +1If'llc et No(f)=IIf +
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1. Montrer que N1 et N> sont des normes sur E puis les comparer entre elles.

2. Sont-elles équivalentes a ||f| 7

Exercice 8. Inégalités de Hélder et de Minkowski. @ @O Soit n € N*. On pose, pour tout réel p > 1 et pour tout

n ,
Ix1lp = <Z kal">
k=1

. 1 1
Soient x = (xq, ..., x) €Ky =0n,..., yn) €EK et p,g > 1 tels que5+6:1.

q
1. (a) Montrer que pour tous réels positifs a et G, af < ? + %

n

(b) En déduire I'inégalité de Holder : Z Ik < Xl 11y llq- On commencera par traiter le cas || x|, = |ly|lq = 1.

k=1
n n n
2. (a) Etablir que Y [xk + yil” <D Il I+ vil” ™+ D Iyl - e+ v
k=1 k=1 k=1
(b) En déduire I'inégalité de Minkowski : || x + v, < |Ix]lp + |l¥]lp-
3. Montrer que pour tout p > 1, - ||, est une norme sur K".
4. Montrer que pour tout x € K", ||x||,3 e (1]l so-

2 Normes concrétes

Exercice 9. Dessins de boules unité. ® 0O On pose, pour tout (x,y) € R?, N(x,y) = sup |x + ty|.
te[0,1]

1. Vérifier que N est une norme.

2. Représenter les boules unité pour les normes || - |1, || - ll2. || - llss €t N.

. . X+t
3. @@ Reprendre les questions précédentes avec la norme définie par : N'(x, y) = sup |1 m t}2/|'
teR

Exercice 10. CNS pour étre une norme sur K". ©00 Soit E = ¢°(]0; 1], K). Déterminer une condition nécessaire et
K" — Ry

> xifi

Exercice 11. Normes et équations différentielles. @ @O Soit E = {f e €%([0; 7], R), f(0) = f/(0) = O}.
1. On pose, Vf € E, N(f) = ||[f + ||
Montrer que N est une norme puis étudier I'équivalence de N et || - ||oo
2. On pose, ¥F € E, Ny(F) = | Flloe + | 7lloc + 1F" . ot Na(F) = | +2F" +
Justifier que Ny et N> sont des normes puis les comparer.

suffisante sur (f1, ..., f,) € E” pour que I'application N définie par N : soit une norme.

Exercice 12. Une norme discréte sur €([0,1], R). @@© On note £ = %([0, 1], R). Soit (a,)nen € [0,1]Y. On note,
pour f € E, Ni( Z'f(an)|.

n=0

1. A quelle CNS sur (ap)nen I'application N; est-elle une norme?

2. Est-elle équivalente a ||-|| . ?

Exercice 13. Norme et convergence simple. @ @0 Soit £ = €'(]0, 1], R) muni d'une norme ||-||. On considére la propriété
(P) suivante :

VFEE, Y(f)cEN, |f-fl — 0= Vie [0,1], () — f(t). (P)

1. Montrer qu’il n’existe aucune norme ||-|| vérifiant la propriété (P).
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2. Soient F |'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré au plus k définies sur [0, 1] et aq, . . ., ak €10, 1]
distincts.

K
(a) Montrer que ||P|| = Z |P (a;)| définit une norme sur F.
i=0
(b) Montrer que la propriété (P) est vérifiée dans F.
Exercice 14. Normes invariantes par conjugaison. @ @O
1. Existe-t-il une norme sur .#,(K) telle que : Y(A, B) € .#,(K)?, |AB| = || All||B]| ?
2. Existe-t-il une norme sur .#Z,(K) telle que : Y(A, B) € .#,(K)?, |AB|| = ||BA|| ?

3. On veut démontrer de deux maniéres différentes qu'il n'existe pas de norme sur .#,(K) telle que pour toutes
matrices A et B de .#,(K) semblables entre elles, on ait ||A|| = || B||. On raisonne par I'absurde.

(a) Démontrer que pour toutes A dans .#,(C) et B dans GL,(C), on a ||AB]| = || BA]J.

1
(b) Soit B € .#,(C). On note, pour pdans N, B, = B— Eln. Démontrer que, pour p assez grand, B, € GL,(C)
(c) En déduire que pour toutes matrices A et B dans .#,(C), ||AB]| = ||BA||. Conclure.

Exercice 15. Suites de matrices et d’endomorphismes. @ @O Dans cet exercice, on admet la continuité du produit
matriciel, c'est-a-dire que si A, — AetB, — B, alors A,B, — AB.
n—-+oo n—-+oo n—+oo

1. Soient n € N* et A € .#,(C). On suppose que (A")keN converge vers M € .#,(C). Montrer que AM = MA puis
que M est une matrice de projection.
2. Soit A € #,(C) telle que (Ak)kEN converge vers une matrice M inversible. Déterminer M.

3. Soit (Ax)en une suite de GL,(R). On suppose que les suites (Ax) ey €t (Axt)
vers les matrices A et B. Montrer que A est inversible et que A~! = B.

ey Convergent respectivement

4. Soit E un K-evn de dimension finie, ||-|| une norme sur E et u € Z(E) tel que |ju(x)]|| < ||x]| pour tout x € E. En
n—1
considérant v, = - Z u* avec n entier non nul, montrer que :
k=0

E =Ker(u—id) ® Im(u —id)
Exercice 16. ®@O Soit £ I'espace des suites réelles bornées. On note, pour u = (up)qen dans E,

||

Ni(u) = sup |un|, Na(u) = sup |un| + |uzn| et N3(u) = Z

n=0

1. Montrer que sont N; et N, sont deux normes équivalentes.

2. Soit F I'ensemble des suites réelles bornées vérifiant g = 0. Montrer que Ng(u) = sup |ty11 — U,| est une norme
sur F, que Ng(u) < 2Ni(u). Peut-il y avoir égalité ? Montrer que N; et N4 ne sont pias équivalentes.

3. N; et N3 sont-elles équivalentes ?

4. Si G désigne le sev des suites nulles a partir d'un certain rang, quels sont les éléments de E adhérents a G pour
Ny, i.e. limites de suites d’éléments de G.

Exercice 17. Normes oo sur I'ensemble des polynémes. @©O Soient £ = R[X], [a, b] et [c, d] deux segments disjoints
de R. On définit alors N1(P) = sup |P| et No(P) = sup |P|.
[a.b] [c.d]

1. Montrer que Ny et N> sont des normes sur E.

2. Montrer que ces normes ne sont pas équivalentes.

+o0
Exercice 18. Deux normes polynomiales, deux limites différentes. @ @O Soit E = R[X]. On pose, pour tout P = Z a,X" e E,
n=0
1
Zan Z || et No(P) = / |P(t)|dt. Justifier que Ny et N> sont des normes sur E puis exhiber une

suite convergente pour chaque norme mais avec des limites distinctes.

Exercice 19. Deux normes non équivalentes sur R[X]. @©O Soit £ = R[X]. Pour P = Z apX", on note
n=0

Ni(P) =[P — Plloojo; €t N>(P) = Maxpen |an|
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1. Vérifier que ce sont des normes.
2. Sont-elles équivalentes ?

Exercice 20. Une autre norme sur R[X]. @@0 Soit u = (up)pen € RY. On définit, pour P = ZanX” € R[X],
n=0

Nu(P) = tplan|.

n=>0
1. A quelle CNS sur u I'application N, définit-elle une norme ?

2. A quelle CNS sur u et v dans (R% )N les normes N, et N, sont-elles équivalentes ?

Exercice 21. Faire converger (X"),en vers n'importe quel polynéme. @ @@ Soit P € R[X]. Démontrer qu'il existe une
norme N sur R[X] telle que la suite (X"),en converge vers P.

3 Exercices théoriques

Exercice 22. ©OO Soit E un espace vectoriel normé.

1. Démontrer que pour tous x et y dans E, ||x|| + [ly|l < lIx + y|l + [Ix — v
. 3
2. Soient (x,y,z) € E tels que x +y + z = 0. Montrer que ||x — y|| + |ly — z|| + ||z — x|| > §(Hx|\ + vl + I1zID-

Exercice 23. @ ©O Soit A une partie non vide d'un espace vectoriel normé E. On appelle diamétre de A la borne
supérieure, dans Ry U {4o0}, définie par :

A(A)= sup [x—yl.
(x,y)€A?
1. Démontrer que A est bornée si seulement si A(A) est fini.
2. Quel est le diamétre d'une boule fermée de rayon r > 07

3. Soit B une partie non vide de E. On appelle distance de A a B le réel positif :
d(A,B)= inf |la—b|.
(a.b)eAXB

Démontrer que A(AU B) < A(A) + A(B) + d(A, B).

Exercice 24. Tout parallélogramme est une boule!. @ @O Soit P un vrai parallélogramme du plan R? centré sur I'origine.
Construire une norme dont P soit la boule unité fermée.

Exercice 25. Norme et convexité de la boule. ®@0O Soit E un R-ev et N : E — Ryvérifiant I'hnomogénéité et la
séparation. Montrer que N est une norme si et seulement si I'ensemble B = {x € E, N(x) < 1} est une partie convexe
de E.

Exercice 26. Suites de Cauchy réelles. @@0O Une suite réelle (u,),oy est dite de Cauchy si elle vérifie :

Ve>0, INEN, Vnp=N, |u,—ul<e
1. Montrer que toute suite réelle convergente est de Cauchy.
2. Soit (Up) ey une suite de Cauchy.

(a) Montrer que (up),ey admet une valeur d’adhérence.
(b) En déduire que (un),cn converge.

3. Enoncer un nouveau critére de convergence d'une série numérique réelle.

Exercice 27. Complétude et séries absolument convergentes.. @ @O Soit (E, || -||) un espace vectoriel normé. Une suite
(u,) d'éléments de E est dite de Cauchy si elle vérifie :

Ye>0, INeN, Vnp=N Ju,—upl<e
Montrer I'équivalence entre les propriétés suivantes :

1. toute suite de Cauchy d'éléments de E converge;
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2. pour toute suite (u,)nen d'éléments de E, la convergence de la série E |unl implique la convergence de la série

E Up.
+o00

Exercice 28. @@®0O Soit £ = R[X], muni de la norme ||-|| définie, pour P = E apX", par [|Plle = m€a§<|an\. On dit
n
n=0
qu'une suite (Py), est de Cauchy si

Ve>0 ANEN VY(p,n)eN> n>N= |Py,— Pl <e¢

Xk
On pose, pour n € N, P, —1+Z

k=1
1. Montrer que (F,), est de Cauchy.
2. Montrer que (P,), ne converge pas.
Exercice 29. Suites vérifiant U, —u, — 0. 0@
n—+o0
1. Soit (un)nen une suite réelle telle que upy1 — Uy, — 0. Montrer que I'ensemble de ses valeurs d'adhérence est un
intervalle de R. Déterminer les valeurs d’adhérence de u, = v/ncos(mv/n).
2. Soit (uk)ken une suite bornée de R" avec ux.1 — ux — 0 et un nombre fini de valeurs d’adhérence. Montrer qu’elle

converge. Que se passe-t-il si elle n'est pas bornée ?

Exercice 30. Autour de la distance a un sev. @@O Soit (E, ||-]|) un espace vectoriel normé. Si A est une partie de E et
€ E, on définit d(x, A) = inf{||x — a||, a € A}
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.

1. Démontrer que pour tout x dans E, pour tout A dans K, d(Ax, F) = |\|d(x, F).

On définit N : x — d(x, F) + d(x, G).
2. Démontrer que N vérifie les axiomes de positivité, homogénéité, inégalité triangulaire.
3. (5/2) CNS pour que N soit une norme?

4 Du coté des concours

Exercice 31. Mines-Ponts 22. 1. Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien réel et || - || la norme associée au produit
scalaire.

Montrer I'égalité du parallélogramme : V(x,y) € E2, ||x + y||? + [Ix — v = 2||Ix]|* + 2|ly|I°.
1
2. On note, sur E =%([0,1],R), ||f]l,. = / |f(t)|dt. Vérifier qu'il s'agit d'une norme sur E mais qu’'elle n'est pas

0
euclidienne (i.e. qu’elle ne vient pas d'un produit scalaire).

3. Réciproquement, on veut montrer que si une norme | - || satisfait I'identité du parallélogramme, alors elle est
associée a produit scalaire (x,y) = o (||x + y||*> — [|x — y||?). Préciser la valeur de o puis montrer que ¢ est
alors bien un produit scalaire, de norme || - ||.

Exercice 32. Mines-Ponts 22. Soit a € R, pour P € R[X] on pose : N,(P) = |P(a)| + HP’H[O 4
1. Montrer que N, est une norme sur R[X].

2. Montrer que si a et b sont dans [0, 1] alors N, et N, sont équivalentes.

n
3. Pour quelles valeurs de a la suite des P, = <2) est-elle convergente pour N, 7?

Exercice 33. CCINP 24. Soit a € R, E = R[X], on pose pour tout P € E :

N(P) = P(a)] + / P(1)] dt

1. Montrer que N, est une norme.

2. (a) Montrer que Ny et Ny sont équivalentes.

Page 5 sur



26 .
N. Laillet

TD 04 — Normes et espaces vectoriels normés nlaillet.math@gmail.com

E Louis

Saint

(b) Montrer que pour toute suite de polynémes (Pp)nen, P, converge dans (E, Np) si et seulement si elle converge
dans (E, Ny).

3. (a) Montrer que V(a, b) € [0, 1]?, P, converge dans (E, N,) si et seulement si P, converge dans (E, N,).
(b) Montrer que si 1 < a < b, alors I'équivalence précédente n'est plus valable. (Indication : on pourra poser
n

X
P, = (C) avec ¢ une constante.)
4. Que dire si E =R,[X]7?
Exercice 34. Mines-Ponts PC 24. Soit E I'espace des suites complexes bornées. Pour u = (up),cy € E on pose

Z‘Un| et No(u) = Z|Un|.

l\/lontrer que Ny et N> sont bien définis.

Montrer que N; et N sont des normes sur E.

Montrer qu'il existe une constante C telle que N, < CNjy.

B wbdbH

Montrer qu'il n'existe pas de constante positive D telle que Ny < DNb.
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Indications

Ex 1.

Ex 2.

Ex 7.
Ex 9.

Ex 10.
Ex 11.
Ex 12.

Ex 13.

Ex 14.

Ex 16.

Ex 19.

Ex 21.

Ex 24.
Ex 27.
Ex 29.

Ex 30.

[ 1
1. Pour l'inégalité triangulaire, on pourra noter A(f) = / f'(t)2dt et remarquer que N(f) est la norme 2
0

du vecteur <f(0)> .

A(f)
2. On pourra utiliser, en le démontrant, que pour tous a et b positifs, a+ b < V2 a2 + b2.
2. |l peut étre utile de se rappeler I'inégalité de Cauchy-Schwarz, si on ne veut pas trop mettre les mains dans
le cambouis...

3. #,(R) est de dimension finie...
1. On aura intérét a penser a la variation de la constante ou, plus directement, a considérer t — f(t)e.

2. Pour la boule unité pour N, remarquer qu'elle est symétrique par rapport a 0, et considérer les quatre quarts

de plan.

. . . X+t
3. On aura intérét a étudier la fonction t — ‘1_’_7;2/‘

Penser au cours d'algébre linéaire...
2. Utiliser I'exercice [l

1. Penser au fait qu'il ne doive pas y avoir de « trou » entre les {a,, n € N}.
2. Montrer que ce n'est pas le cas : trouver une suite (f,),en telle que [|f]| = 1 mais Ni(f,) —+> 0.
p——+o0

. . : . 2
1. On construira une suite de fonctions affines par morceaux de support [O, n] )
2.b. On utilisera la base d'interpolation de Lagrange.
3.b. On remarquera que t — det(B — tI,) est une fonction polynomiale qui admet, donc un nombre fini de
ZEéros.
2. Ladifficultéici est dans la manipulation des objets : on manipule des suites de suites ! Pour la non équivalence,
on a intérét a prendre des suites nulles a partir d’un certain rang, qui forment des « pics ».

2. Pour trouver une suite qui tend vers 0 pour Ny, se poser la question de ce que serait une fonction f vérifiant
N1(f) = 0. Et construire un polynéme a partir de cette fonction.

A
On construira une norme du type N(Q) = Z 2—: ol (An)nen sont les coefficients de Q dans une base de R[X]
n=0
bien choisie.

Dessiner ! Supposer que le parallélogramme est centré en 0, et écrire les équations des droites le délimitant.
Pour montrer que (2) = (1), on pourra construire une sous-suite convergente.

1. Pour la premiére partie, penser au fait qu'un ensemble I est un intervale si et seulement si pour tous a < b,
on a [a, b] C I. Pour la seconde, montrer que I'ensemble des valeurs d’adhérence est un intervalle de R non
borné.

1. Revenir a des éléments f € F et penser a la définition de la borne inférieure.
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