Corrigé - BECEAS 2020

Partie I

1.(a) La fonction g est de classe €' sur R* comme quotient de fonctions de classe €' dont le

t
dénominateur ne s’annule pas. Par ailleurs, on a g(¢) Kodt s 1 et on en déduit la continuité
— —

de g sur R. Par dérivation, il vient

tcost —sint
Vt € R* g’(t):—m

t2
Avec les développements usuels, on trouve
t(1+o(t)) —t + o(t?)
/ _ — 5
g t—0 12 =o(1) £—0 0
D’aprés le théoréme de prolongement de classe 6, on conclut

g€ €' (R,R)

1
1.(b).i Les fonctions t — i et t — 1 — cost sont de classe € sur ] 0;+00[. On a

1-— t 1-1 t 1-— t O(1
cost _ tolt) o o Lzeost o O0Q1) 4
t t—0 t t—0 t t—+oo t t—+o0

[1 —costyroo

0

T>sint o1 —cost
Le crochet étant fini, les intégrales / — dt et / — ———— dt sont de
0 0

12
. . 1 —cost )
méme nature. Soit f: ¢t >0 — — Ona f € %um(]0;+00[,R) puis

1—14+¢%/2 2 1 1
f(t) tfo . ttQ/ . O<t ) t—0 5 et f<t) t%?oo O <t_2>

La fonction f est prolongeable par continuité en 0 donc intégrable sur |0;1] et intégrable sur
1 — cost
t2

[1;+00[ par comparaison et critére de Riemann. Ainsi, I'intégrale / dt converge et

0
par conséquent

togint

L’intégrale / — dt converge.
0

dt

+00 3 t
1.(b).ii Soit j entier non nul. Avec le changement de variables u = jt, les intégrales / smi] )
0

+00 Si A ) )
et du sont de méme nature donc convergentes et par conséquent égales :
0 u

+00 3 t
Vj € N* / sin(it) gy _ T

sint ! A ottt A
1.(c) On a ln<T>:ln<1—§+a+o(t >>:_§+a_§(3!)2+0<t)

D’ott Ing(t) = —— — — +o(th)

1.(d) Soit n entier non nul. Avec le changement de variables u = \/gt, il vient

1



V3Inn +00
_u? _u? ™
Or, on a e” 2 du —— ez du=4/—=
0

\/glnn 9 3
On en déduit / e” T du ~ \/ on
0 n—+o00 ¥V 2n

2.(a) Soit n > 2. La fonction ¢ est continue par morceaux sur |0;+00[. On a
sin" ¢ " sin" ¢ 1
VA - 0 (_)
t"  t—=0t" t—0 t"  t—o+4oo tn

On en déduit I'intégrabilité de la fonction sur |0;1] puisqu’elle prolongeable par continuité en
0 et sur [1;+00[ par comparaison et critére de Riemann. Ainsi

sin”™

dt converge.

+00
Pour n > 2, I'intégrale /
0

2.(b) D’aprés l'intégration par parties effectuée a la question 1.(b).i, on a I’égalité

/ smtd _ {1—costr°°+/+°°1—(2iostdt
0 t t 0 0 t
——_———

=0
1 — cost Togin?(t/2
Par trigonométrie, on a / ———dt = 2/ M dt
0 ¢ 0 ¢
t oo sin?(t/2 o sin? u
Avec le changement de variables u = 37 les intégrales 2 / # dt et / 5— du sont
0 u

0
de méme nature donc convergentes et par conséquent égales. On conclut

/ szudu—/ intd
0 u? 0 t
3.(a) Soit n entier non nul et k € [0; n—1]. On a
ait _ @—it\ ™ 1 n ‘
Vte R h,(t) = <—> - m(_1)n—¢ i(26—n)t
(t) 2i (Zi)”ez:%(f)( )" e

La fonction h,, est de classe € sur R d’aprés les théorémes généraux. Par dérivation, on trouve
1 n

o |

veeR  AP(E) = —— 3 () (=1)"H(20 — n)F(i)keiCtmt
(21)" i=o
Par inégalité triangulaire, il vient
1
vieR  |WP(0)| < 52 () 20— nl*
=0

Ce qui prouve

Pour k € [0; n — 1], il existe K > 0 tel que, pour ¢ réel, on a

P (t)’ <K.

Remarque : Le sujet d’origine indique pour ¢ > 0 dans la définition de h,, puis considére la
fonction sur R tout entier, ce qui ne pose pas de probléme de toute facon.



. . . . . k L, . . s .y
Variante : On aurait aussi pu justifier que h,(l) est 2m-périodique comme dérivée d’une telle
fonction, continue donc bornée sur une période et par conséquent bornée sur R tout entier par
périodicité.

3.(b).i Soit n entier non nul. On a

halt) = (4 0(1)" = (¢(1+0(1))" = 1"(1+0(1))" avec (1+0(1))" —> 1

t—0

D’ou hy(t) =t + o(t")

3.(b).ii Soit n entier non nul et k € [0; n — 1]. Par dérivation d’'un développement limité, il

vient
|

(k) _ n. n—k n—k
hn” (1) Do = B) k)!t + o(t"F)
. WP (1) n!
brou tF 10 (n—k)!
R

3.(c) Soit n > 2 et k € [0; n—2]. La fonction ¢ + —
n—k

10 +00 [, prolongeable par continuité en 0 et, d’aprés la majoration établie & la question 3.(a)

Py O( 1 )
tn=k  totoo tn—k

La fonction est donc intégrable sur | 0; 1] (faussement impropre) et sur [ 1;+00 [ par comparaison
et critére de Riemann. Ainsi

est continue par morceaux sur

o (t)
n—Fk

dt converge absolument.

Pour n > 2 et k € [0; n — 2], l'intégrale /
0

o 1
3.(d) Soit n > 2. Les fonctions t — hr? (t) et t — n sont de classe € sur ] 0; +oo[. D’aprés le

résultat de la question 3.(b).ii, on a h{" 2 (¢) -~ %tQ et d’aprés le résultat de la question 3.(a),
—
ona k" P(t) = O(1). Ainsi
t—+o0o
Ry 2t ! ha 2t 1
b 7)) by g T o(-) 0
t t—0 2  t—0 t t—+400 t t—+400

D’apres le théoréme d’intégration par parties, les intégrales

+o00 7. (n—1) +o0 (n—2)
/ h”—(t) dt et / _ h”—(t) dt
0 0

t 12
. hi2(t) . .
sont de méme nature. La fonction ¢t — —a est continue par morceaux sur | 0;+oo [ puis
A (1) n! R (1) ( 1 )
= o3 Y e 5.0g

On en déduit son intégrabilité sur | 0; 1] car prolongeable par continuité en 0 et sur [1;+00 [ par
comparaison et critére de Riemann. Ainsi

+o00 7. (n—1) (
L’intégrale / RT dt converge.
0




L’intégration par parties mise en ceuvre donne 1'égalité
+oo hslnfl) + hslnf2) + +00 +00 h7(1n72) ¢
/ 0 g [H20] 7 P
0 t t o, 0 t
=0
Avec des intégrations par parties successives, on peut conjecturer que la propriété
sin™ ¢ —1—k)! R
Pk) : / st gy = ) / (k) dt
0 tn n—=1! J, t—

est vraie pour tout k € [0; n — 1]. On a clairement Z2(0) vraie. Supposons & (k) vraie pour

k € [0; n—2]. Ceci suppose l'intégrale & droite dans I’égalité convergente. Les fonctions ¢ —

(= k— 1)tk et hy” sont de classe €. On a

h7(1k) (t) nl fn—k 0
(n—k — 1)tn=k=L 50 (n — k)l(n — k — 1) tn=k=1 150
hP (1) 1
et - (n —k— 1)tnik71 tﬁioo © <t"k1> t—+00 0

hgc) {; +0o0
®) est fini, nul et on a

Ainsi, le crochet [— (n—F— 1)t 1 )

1 | ptoo (k) 1 ] +00 7. (k+1)
(n—1— k) / MW 1ok / M
0 0

(n—1)! tn—k m—1! n—k-—1 k-1
(=1 — (k1) R () My
N (n—1)! tn—(k+1)

ce qui clot la récurrence. Avec k = n — 1, on conclut

/m <Sl_“)n TR /Wh%n_l)(t) dt
0 t (n—1)!J, t

4.(a) Soit n entier non nul. Pour ¢ réel, on a

i —it\ 2n n .
hgn(t) = (ﬂ) = L 22 (2]?)(_1)196 —iktoi(2n—k)t _ ; i (2£)<_1)kei(2n—2k)t
2i (20)*" =0 An(—1)" =
En observant (—1)" = (—=1)~", on conclut
1 2 .
VieR hon(t) = - (3) (—1)ntheien-2k)t
k=0

4.(b) Soit n entier non nul. Par dérivation, on a pour t réel

hgi 1)(t) B 4_”1@70(2’“)(_1) (20 — 2k) 1 (1)2n el 2Rt
12n .
= 3 S (2]?)(—1)"+k(n _ k)Qn—l(_1)n(_i)el(2n—2k)t
k=0

1)

Comme la fonction héi”_ est réelle, il vient en prenant la partie réelle dans le membre de gauche

12n

> (2")(—1)k(n — k) tsin(2(n — k)t)

=gl



On observe que le terme en k = n est nul et on sépare cette somme en deux : pour k € [0; n—1]
et pour k € [n+ 1; 2n]. Dans la premiére somme, on fait le changement d’indice ¢ =n — k et
dans la deuxieme ¢ = k — n. On obtient

2n5 V() = S0 (2,) (— 1)t sin(208) + S0 () (— 1) (=) sin(—20t)

¢
=1 =

Onobserve  VC€[lin] (1) = (5 np) = (i) (D" = (=1

et avec I'imparité du sin, on conclut

vteR R U(t) = S (=12 ) e2n sin(2¢t)
/=1

4.(c) Par linéarité de 'intégrale, toutes les intégrales concernées étant convergentes d’apres le
résutlat de la question 1.(b).ii, on a pour n entier non nul

[ e L [T,
0 t (2n—1)! t

1 teo o sin(20t)

m 20T e

dt
=1 t

0
oo sint>2 n wog o ponen [ sin(20t)
—_— = " ) A —2dt
/0 < t (2n—1)'@§1( D () /0 t

oo rgint\ 2" T n
_ n+€ 2n \ p2n—1
Et on conclut /0 <T> dt = 5(271 —) ;( 1) (z+n)£
T |sint|™ 1
5.(a) Pour n > 2, on a vVt > 5 0< = < .

+00
Comme / ™ converge, il vient par comparaison et inégalité triangulaire
1

Ogin™ ¢ T lsint|" o dt eodt 1
dt| < dt < — < — =

2

+00 :..n t 1
On conclut / smn dt=o0 <—>
=t Vn

T sint
5.(b).i On pose Vt € } 0; 5} o(t) = —
La fonction est dérivable comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’an-

nule pas. On trouve

WE}O;%} S0,(15):zfcostt;s.int
On pose Vte}o;g} Y(t) =tcost —sint
On a 1 dérivable et par dérivation

Vte]o;g] W(t) = —tsint <0
Comme 9(0) = 0, on en déduit 1) négative et on conclut
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’La fonction ¢ décroit.

Inn
On a e, —— 0 par croissances comparées. On

\/ﬁ n—00

T
choisit n assez grand pour avoir ¢, < S 3 Par décroissance de ¢, il vient

[[owas [(oea=(5-a) o

5.(b).ii Soit n entier non nul. On note ¢,, =

2 1 2
Puis Iny"(e,) =nlng(e,) = —%6" + o(ne?) = _{ n6n) + o((Inn)?)
1 Inn)?
doi Vﬁi(g-—sn)¢n@ﬁ)_.O(nexp[l%?-(ﬂ:) +(mannf{]——-+o
Q22 R g ) n—00
=0 P
Ainsi /2 <Sl—nt> dt = o <L>
e t n—+00 \/ﬁ
5.(c).i La fonction h : u +— e~ est dérivable sur R avec |h/(u)] = e~ < 1 pour u > 0. Ainsi,

d’aprés I'inégalité des accroissements finis

Vu=0  |h(u) — h(0)] < 1]u— 0|

Autrement dit Vu >0 le™ =1 <u

Remarque : La question est étrangement mal posée. N'importe quel a > 0 fait I'affaire et on
peut faire mieux que l'inégalité exigée en se passant du facteur 2.

sint> 2
6

5.(c).ii On pose Vt € ] 0; g] h(t) =In (T

On a obtenu précédemment

h(t) = _r +o(th) =4 <—L +o0 (1))

180 180
t—0 _%‘0<0
t4
On en déduit que h est négative au voisinage de 0. Par ailleurs, on a —@ > —t3 au voisinage

de zéro puisque t* = o(t?). Par conséquent, pour un choix de voisinage de zéro suffisamment,
t—0

petit, les deux conditions mentionnées sont réalisées autrement dit

in t2
On dispose de b > 0 tel que pour ¢t € ]0;b], on a —t3 < In (%) + 5 <0.

5.(c).iii On a €, —— 0 par croissances comparées. On choisit n assez grand pour avoir ¢, €
n—oo

]0;b] et donc —t* < h(t) <0 pour t €]0;¢e,]. On obtient

/En |:(Slnt>n 7nt ‘
— —e
0 t

o [o 1]

En
/ 22 1—e”h()) dt </ <1 —e_"t3> dt
0




Avec la majoration de la question 5.(c).i (avec le facteur 2), il vient

En 3 t n En 2 En 2 1 4
/ (%) dt —/ o dt‘ < / ont? dt < 2n(en)?en < 2(Inn)"
0 0 0

n

Remarque : La encore, il est aisé de faire mieux que ce qu’exige le sujet :

En 3 n nt? En 4 1 4
[0 o] atf < [T e = 000
0 13 0

4 4n

Compte-tenu de ce qui suit, on aurait pu aussi se contenter d’intégrer la relation de comparaison
1—e Ssur]0;e,]. En eff
e ~, nt sur |0;¢&,]. En effet, on a
t—

/En (1 B efnt?’) At~ /Enntd qf — n_gi _ (ln’n,)él
0 n—-+oo 0 4 47’l

ce qui suffit pour conclure a la question suivante.

dt

5.(c).iv Soit n entier non nul. Par relation de Chasles, on a

™

+oo 1 n En 3 n 5 ; +00 :
/ (Sl—m) dt:/ (ﬂ> dt+/ (ﬁ) dt+/ (S”—m) dt
. ! s Ut AN . !
2(Inn)*

1
Par croissances comparées, on a ——— = 0 (— . Ainsi, d’aprés les résultats intermé-

diaires précédemment établis, on a

oo rsint\" fn 42 1
/0 (T) dtnim/o ¢ Gdf“’(ﬁ)
¢ / Y- /37r+ (1)
e e 6 = — O\ —
0 2n vn

oo fsint\" 3
On conclut / (—) dt ~ —
0 t n—+00 2n
Partie 11
1.(a) Soit n entier non nul. La seule configuration possible pour une seule montée dans une liste
de S, est (1,2,...,n) et la seule configuration possible pour n descentes est (n,n —1,...,1).

En effet, pour une unique montée, si la liste n’est pas strictement croissante alors il y a au
moins deux montées ce qui est exclu. De méme, pour n descentes, si la liste n’est pas strictement
décroissante, il y au plus n — 1 descentes ce qui est exclu. On conclut

Vn € N* E.(1)=1 et E,(n)=1

1.(b) Soit n entier non nul et k£ € [1; n]. Dans la liste (k,k—1,...,1,k+1,k+2,...,n), on a
(k),(k—1),...(2) et (1,k+1,...,n) montées d’ou

La liste (k,k—1,...,1,k+ 1,k +2,...,n) admet k montées.

2. Soit a une liste et s; la somme du nombre de montées et de descentes de (ay,...,a;) pour
i€[1l;n].Pourie[1;n—1],on a, comptant respectivement les montées et descentes

s;+0+1 siai<ai+1
Sit1 = .
i +14+0 sia; > a1

7



On a donc s;11 = s; + 1 et s; = 2 car sur une liste & un élément, il y a une méme montée et
descente. On conclut

’VneN* snzsl—i-n—l:n—i—l‘

3.(a) L’application W est bien & valeurs dans S,, et on a clairement U2 = id ce qui prouve qu’elle
est bijective et est son propre inverse.

’L’application U est une bijection de S,, dans Sn.‘

3.(b) Soit n entier non nul et k& € [1; n]. Une montée a, < a,41 < ... < a, est transformeée,
via I'application W, en descente n +1 —a, > ... > n+ 1 — a4 et de méme pour les montées qui
seraient des singletons. Ainsi, une liste a avec & montées devient une liste avec k descentes et les
n + 1 — k descentes deviennent n + 1 — k£ montées. Par conséquent

{a€Sy;M(a) =k} ={aeS,;;MU(a)) =n+1—-k}={beS;;M(b)=n+1-k}

en posant b = ¥(a) comme changement de variable bijectif dans le parcours du dernier ensemble.
Considérant les cardinaux, on conclut

Vn € N* Vke[l;n] E.(k) =E,(n+1—k)

4.(a) Soit n > 2. Choisir un couple (A, B) de parties non vides disjointes de [1; n], c’est choisir
k € [1;n— 1] éléments qui vont constituer A et les éléments restants constituent B. Ainsi, le
nombre de choix possibles est

n—1
> () =2" -2
k=1

4.(b) Une liste a = (a4, ..., a,) admet deux montées exactement si elle vérifie
ar < ...<ag Qg > Qg1 Qg1 < ... < ap

Ceci équivaut a choisir A et B, parties non vides disjointes de [1; n] avec A = {ay,...,ax} et
B = {agi1,-.-,a,} telles que ay, > ajyq1. Si cette derniére condition n’est pas remplie, alors on a
a; < ...<ap < ape1 < ...<ay, cequiimpose a; =i pour tout i € [1; n]. Ces configuration,
pour k € [1; n— 1], sont donc & exclure et on conclut

Vn>2 EBE,(2)=2"-2—-(n—1)=2"—(n+1)

5.(a) Soit n entier non nul. Pour b = (ay,...,a,) € S,, on a

o ({bY) ={(n+1,a1,...,a,),(a1,n+ 1,a9,...,a,),...,(ar,...,apn,n+1)}

5.(b) Soit b = (ay,...,a,) €S, avec k montées. Si a = (n + 1,a4,...,a,), alors la liste a admet
une montée en plus, a savoir (n+1) et la liste a admet donc k41 montées. Sia = (ay, .. ., a,,n+1),
le n 4+ 1 en derniére position fera partie de la derniére montée existante dans n donc il y a k
montées dans a. Pour les autres configurations, on a a = (a,...,a;,n + 1,a;41,...,a,) et on
a k + 1 montées si a; < a;11 puisque l'insertion de n + 1 casse la croissance tandis qu’on aura
toujours k montées si a; > a;11 puisque n + 1 sera aggloméré a la montée se terminant par a;.
On a donc

Va € Spiq M(a) = M(pn(a)) ou M(a) = M(p,(a)) +1

5.(c) On partitionne

{a € Spi1;M(a) =k+1} =
{a €Spi;M(a) =k + 1, M(pn(a)) =k} U {a € Spir; M(a) = k + 1, M(pn(a) = k + 1}



Dans une liste a € S, 11 telle que b = p,(a) admet k+ 1 montées, on peut placer I'élément n + 1
en fin de chacune des montées de b et seulement 1a pour préserver le nombre de montées. On a
donc (k + 1) choix pour chacune de ces listes. Dans une liste a € S, 11 telle que b = ¢, (a) =
admet & montées, pour augmenter de une montée, il faut placer n + 1 hors des positions qui
laissent invariants le nombre de montées. Il y a k positions de fin de montées a éviter d’ott n — k
positions possibles et il faut aussi compter I'insertion de n + 1 en premiére position ce qui fait
donc n — k 4+ 1 choix possibles pour chacune de ces listes. Ainsi, passant au cardinal, on conclut

E,(k+1)=(k+DE,(k+1)+ (n+1-k)E,(k)

On vérifie sans difficulté que la formule est valide pour k£ =0 et k > n.

5.(d) On a la relation
V(k,n) e (N*)?  E,(k)=kE, (k) +(n—k+ 1DE,_1(k—1)

n\k|1]2|3]4]5
1 |1
On obtient pour 1 < k< n<H 2 |11
3 (1141
4 111 ]11] 1
5 [1]26[66]26|1

En particulier, pour E5(3), on a

E5(3) = 3E4(3) +3  Eu(2)

——
=24—(44+1)=9
=3 Es(3)+2 Es(2) | +3x9
S—~— ~—~—
=1 =23 (3+1)=4

E5(3) =3(3+2x4)+3x 9 =66

En python, on saisit :

def E(n,k):
if k==0 or k>n:
return O
elif k==1 or k==n:
return 1
else:
return k*E(n-1,k)+(n-k+1)*E(n-1,k-1)

for n in range(1,6):
res=[]
for k in range(1,6):
res.append (E(n,k))
print ("n="+str(n),res)




On observe :

n=1 [1, 0, 0, 0, O]
n=2 [1, 1, 0, 0, 0]
n=3 [1, 4, 1, 0, 0]
n=4 [1, 11, 11, 1, 0]

n=5 [1, 26, 66, 26, 1]

6. On procéde par récurrence sur n. L’initialisation pour n = 1 est vraie. On suppose 'égalité
vraie au rang n entier non nul fixé. Soit k € [1; n+1]. On a

E,i(k+1)=(k+1D)E,(k+1)+ (n+1—Ek)E,(k)

k41 , k .
= (k+ DL (D ()" + (4 1= B2 (D) ()0
=R [ () - - B )]

On trouve pour j € [1; k+ 1]

<k+D@ﬁL%—mf1—kxﬁp
- (k+1_j()7(;i)i—k+j)! (F+Dn+1-k+])=(+1=k)E+1-j)
(n+2)!

Gl 2—ri—g)

k1 ,
et ainsi Enii(k+1) = > (—1)k (kiﬁj)jnﬂ
j=1

ce qui clot la récurrence. On a donc établi

VneN*  Vke[l;n] E.(k)= i(—l)’”‘ (1 m

k—j

7. D’apres le résultat qui précéde, on a pour n entier non nul
Baoa(n) = 32 (<177 2)7%
j=
Sans difficulté, on observe
wellin]  (()" = ()" et () = (00, = ()
Avec le résultat de la question 4.(c), on conclut

Con on1 2 [0 (sint\"
o =2 ()
0

1 m

s

EQn—l (n) =

J
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