Sciences Industrielles de I'Ingénieur CPGE - Saint Stanislas - Nantes

Propriétés de la FTBO et performances de la FTBF

1- Simplification des schémas blocs
1.1- Objectif de la simplification

Lorsque I’on a un asservissement décrit par un schéma bloc, il souvent préférable de simplifier au
mieux ce schéma bloc afin de le réduire a une seule boucle avec un retour unitaire. Comme sur le schéma
bloc ci-dessous. Ce schéma bloc fait alors apparaitre :

< La fonction de transfert du correcteur en général notée :
< La fonction de transfert en amont de la perturbation. Ici notée :

< La fonction de transfert en aval de la perturbation. Ici notée :

P(p)
Correcteur

E(p) €.(p) S(p)

La Fonction de Transfert en Boucle Ouverte :  FTBQ est la fonction de transfert de la sortie du
S(p)
e(p)

La Fonction de Transfert en Boucle ouverte non corrigée : FTBONC est la FTBO sans le
correcteur. C'est-a-dire la FTBO pour une fonction de transfert du correcteur C(p) = 1

comparateur au retour a ce méme comparateur. Ici : FTBO(p) = Ici : C(p).Hi(p).Ha(p).

L’objectif est cependant d’étudier ou de prévoir les performances de la Fonction de Transfert en

Boucle Fermée : FTBF qui sont celles de 1’asservissement. Ici : FTBF(p) = E_((%)) .
FTBO

Bien sur la formule de Black permet d’établir que : FITBF = ——————<
P a 1+ FTBO

Une maniere de prévoir les performances de la FTBF (ou de les modifier) est de calculer cette
FTBF en fonction des constantes du correcteur puis de prévoir (ou modifier) ses performances en fonction
de ces constantes. Cependant, cela limite beaucoup les possibilités et en fait impose quasiment a ne
choisir pour le correcteur qu’un seul parametre et a la condition que la FTBF soit une fonction de transfert
bien connue, soit en générale un premier ou un second ordre simple. Cette méthode limite donc les
possibilités de dimensionner un correcteur afin de répondre aux différents criteres du cahier des charges.

Une autre méthode, beaucoup plus performante consiste a établir les liens entre les propriétés de la
FTBO et les performances de la FTBF.

La FTBO étant uniquement le produit de la Fonction de Transfert du Correcteur et la FTBO non

corrigée : FTBO(p) = C(p). FTBONC(p) il sera beaucoup plus facile de prévoir (ou

modifier) les performances de la FTBF.
Ce cours a donc pour objectif de :

& Maitriser les techniques de simplification des schémas blocs.

& Etablir les liens entre les propriétés de la FTBO et les performances
de la FTBF et donc de I’asservissement

Nous verrons entre autre que toutes les performances d’un asservissement (ou au minimum les
valeurs approchées de celles-ci) peuvent €tre prédites par les diagrammes de Bode de la FTBO.
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1.2- Exemple de simplification sur un cas classique de structure d’asservissement
Soit I’asservissement décrit par le schéma bloc ci-dessous :

Actionneur P.(p) |
Adaptateur Correcteur  Distributeur Y Transmission 1~ Transmission 2
E(p) €.(p) L,(p) L,(p) Ly(b) L,(p) S(p)
2l R co a0 F R~ o X~ ol aw > ae
Capteur T A ( ) -
L(p) s\P
Aq(p)|=

1.2.1- Réduction de la boucle interne

L’objectif est ici de réduire le schéma bloc a uniquement deux blocs entres lesquels la perturbation
agit directement en venant s’additionner ou se soustraire. (ici se soustraire). On a donc :

Pe(P)l Premier Schéma bloc Second Schéma bloc Pe(p)l
L,(p) L.(p) Ly(p)
_.®_. AP A,(p) — SEIUY P _.®_. B.(p) 5
1 AS(P)

A- Méthode par modification du 1" schéma bloc pour aller vers le second :

Dans un 1 temps on ! m
déplace le comparateur qui A3(P)
g b ) B pym ity
- 3(p) Ayp)
’Le‘ schem\a‘ bloc est As(p) -
alors équivalent a :

P.(p)
Puis on déplace le pl

nouveau bloc sur la chaine
directe. &Ag,(p) —>®—> A31(p) —>®—> AL (p)-A,p) L3(p)>

Le schéma bloc est T
alors équivalent a :

A(p)|*—

A4(p)
1 + As(p).-Ay(p).As(p)

On obtient donc : Bi(p)=Az(p) et: Byp) =

B- Méthode par le principe de superposition :

Le principe de superposition nous permet d’écrire : L3(p) = H;(p).Li(p) + Ha(p).Pe(p) avec :

Pour le premier schéma bloc : Pour le second schéma bloc :
(L B As(p)-Aq(p) Li(p)
©=(E0 b T A A A | O=(ER b= B B)
(L) B —A4(p) Li(p)
10 = (50 ) oo =17 A3(D)-A4(p)-As(p) 1) = (50 o0 =~ Ba(P)
. _ A4(p) ( Li(p) )] 1
Do B = L A @A A P T L) rw=0 By = AP
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C- Méthode par la lecture du schéma bloc :

Le principe de superposition nous permet d’écrire : Ls(p) = Hi(p).Li(p) + Ha(p).Pe(p) avec pour le
2" chémabloc :  Hy(p) = Bi(p).B2(p) Hy(p) = -By(p) et par lecture du 1" schéma bloc :

L3(p) = Ay(p).[ L2(p) = Pe(p) ] = Ay(p)-[ As(p).{L1(p) — As(p).La(p) } - Pe(p) ]
Ensuite par calcul :  Ls(p) = As(p).As(p).Li(p) = Au(p)-As(p).As(p).Ls(p) — Au(p)-Pe(p)

Lsy(p).[ 1 + As(p).As(p).As(p) | = As(p).As(p).Li(p) — As(p)-Pelp)

As(p)-A(p) _ A4(p)
T+ A A A P ™ T Axp)Axp) Asp)y <P

A4(p) _
1+ A3(p)-Ay(p)-As(p) Bi(p) = As(p)

Et donc : Li(p) =

D’ou par identification : B,(p) =

1.2.2- Retour unitaire

Reste ensuite a réduire le schéma bloc ci-dessous

Actionneur Pe(P) |

Adaptateur Correcteur  Distributeur A} Transmission 1~ Transmission 2
E(p) €.(p) L,(p) Li,(p) L,(p) S(p)
AP *@—’ C(p) [ Ap) B,(p) *@-“ B,(p) Aq(p) A(p)

l Capteur
L(p)
Ay(p)[=

On commence par déplacer le repiquage du capteur sur la réponse (tout a droite) on obtient alors :

Actionneur P (p)

Adaptateur Correcteur Distributeur Transmission
E(p) E..(p) L,(p) L;(p) S(p)
— A Cp) A [—[B.®[> B,(p) | As(P)-A7(P) ==
Capteur
L(p) As(p)
-
A(p)
En général, la boucle de retour est un gain pur : ASE i C" . Et on a un fonctionnement normale de
A
I’asservissement : €gc(p) = 0 pour S(p) = E(p) on obtient dans ce cas : Al(p) = A_SE][%
7
Le schéma bloc de I’asservissement est alors équivalent au schéma bloc a retour unitaire :
P (P)

Correcteur

£ S
S S e ——@—» Ba(p)-A(p)-As(p) | T2

!

1.2.3- Synthése

D’ou le schéma bloc avec un retour unitaire : Avec la FTBO de cet asservissement :

Pe(p)l Hgo(p) = C(p).H,(p).H,(p)

Correcteur Les fonctions de transfert par rapport a la perturbation :

E(p) €.(p) S(p)
—-@—' Cp) [~ Hl(p)—’®—’ H(p) e Enamont :  Fy(p) = C(p).H,(p)
! < En aval : F»(p) = Hy(p)
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2- Propriétés de la FTBO et Précision de la FTBF

2.1- Cas d’un asservissement sans perturbation

Soit un asservissement sans perturbation modélisé par le ~ E(®) €p) S(p)
schéma bloc a retour unitaire ci-contre. ' F(p) =
Si la fonction de transfert F(p) qui est la fonction de
transfert en boucle ouverte est linéaire elle peut s'écrire sous sa

forme canonique :

N(p) et D(p) des polyndbmes en p
de coefficient constant égal a 1
D(p) =1 +by.p +...4bgp°
N(p) =1 +aj.p +...+a,.p"

(
(P

<

avee |

FTBO(p) = p‘?,o :

S

& Kpo est le gain statique de la FTBO
& o est la classe de la FTBO (Nombre d'intégrateurs de la FTBO)

On montre alors qu’on a pour la FTBF une erreur : €.¢(t) = thrg (e(t) — s(t)) qui varie suivant :
2
@ Le type d’entrée :  Echelon : €(t) = K¢  Rampe : e(t) = v.t Parabole : e(t) = a.t

< La classe (ou le nombre d’intégrateur) o de la FTBO et pour a = 0 le gain statique de la FTBO
Voir démonstrations. On retiendra le tableau synthétisant cela :

Eerc(t) Ecart statique en fonction de I'entrée
Nbr d'intégrateur Echelon Rampe Parabole de
dans la FTBO se valeur Ey | de pente v | coefficient a
0 E0 o0 o0
a= - - |
1+ KBO
\%
a=1 0 a o0
Kzo
2.a
a=2 0 0
Kgo
2.1- Cas d’un asservissement avec perturbation
Soit un asservissement avec P.(p)
perturbation modélisé par le schéma ¥
bloc a retour unitaire ci-contre. E(p) €.(p) S(p)
Si les fonctions de transfert ®_' F,(p) ’ ®_' F,(p) >
Fi(p) et Fi(p) sont linéaires elles
peuvent s'écrire : T

Na(p) Ni(p), Na(p), Di(p) et Da(p)
21p) avec : des polyndmes en p de
coefficient constant égale a 1

R = et B e )=t A

& K, est le gain statique en amont de la perturbation

& ( est le nombre d'intégrateurs en amont de la perturbation
& K, est le gain statique en aval de la perturbation

& (1, est le nombre d'intégrateurs en aval de la perturbation
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2.1.1- Erreur due a la perturbation

On montre alors qu’on a pour la FTBF une erreur due uniquement a la perturbation (Pour e(t) = 0) :
Eerp(t) = tlin.}o (0 = s(t)) qui varie suivant :

< Le type de perturbation : Echelon : pe(t) =Py (On n’étudiera que ce cas la)
< La classe (ou le nombre d’intégrateur) en amont (1) et en aval (0,) de la perturbation

& Les gains statiques en amont (K1) et en aval (K;) de la perturbation
Voir démonstrations. On retiendra le tableau synthétisant cela :

t) Nombre d'intégrateur en
Eerp aval de la perturbation
Nombre d'intégrateur en =0 o0 =1
amont de la perturbation 2~ 2=
o =0 Pe0°K2 PeO
! 1+ K:.K, K,
a =1 0 0

Remarque :

Dans ce cours les cas ou la perturbation n’est pas une constante ne sont pas étudiés. Dans ces cas il
faut en revenir au calcul de la FTBF puis appliquer le théoreme de la valeur finale.

2.1.2- Erreur totale : due a ’entrée et a la perturbation

Considérons pour un asservissement :
< La consigne : e(t)
< La réponse due a la consigne seule : sc(t)
< La réponse due perturbation seule sp(t)
On a les erreurs dues a :

& 2 la consigne seule : Eerc = lim (e(t) = sc(t))
& ala perturbation seule :  €.p = thrrolo( 0 - sp(t))

Ainsi que I’erreur totale due a la superposition de la consigne et de la perturbation :
€T = thn; (e(t) - S(t) )

Du principe de superposition on peut écrire : s(t) = sc(t) + sp(t)
Soit : €T = tlir£1o (e(t) = (sc(t) +sp(t)))
Ou encore : €T = tlir£1o (e() —sc(t)) + t11r{)10( 0 —sp(t))

Du principe de superposition on en déduit donc que I’erreur totale due a la consigne et a la
perturbation s’écrit :

EerT = Eerc + Eerp
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3- Condition graphique de stabilité : Critere du revers ou critere graphique

3.1- Diagrammes de Black

Le diagramme de Black d'une fonction de transfert est un diagramme permettant de présenter
lI'analyse fréquentielle de la fonction de transfert. Il est hors programme en CPGE mais est intéressant
pour présenter le critere du revers. Il représente le lieu dans le plan de Black (Phase en Abscisse et

Gain dynamique en Ordonnée) des point A dont les abscisses et 1'ordonnées sont définies par :

-

arg(H(j.w))
20.log(H(j.0)|)

4.2- Critere du revers dans Black
On démontre, en utilisant le théoréme de

Cauchy dans le plan complexe (Hors programme
en mathématiques en CPGE), que la condition
fondamentale vue précédemment se traduit par la

regle suivante :

Point
critiqui

\e la FTBO
= wpty'< 0ds

pour w U [0,+0] :

GdB STABLE

Lieu de

Un systeme asservi linéaire (FTBF) est
stable si la FTBO est stable et, dans le plan de

Black, en décrivant le lieu de la FTBO pour des

pulsations ® croissantes, on laisse le point
critique (—1) de coordonnées (-180,0) a droite du

lieu.

@ .
croissants

Le point critigue est 4 droite

Le systéme est stable
en boucle fermée

4.2- Critere du revers dans le diagramme de Bode

w .
croissants

GdB 4 INSTABLE

Lieu de
la FTBO

Point
critique

0dB

T
-180°

Le point critique est & gauche
Le systéme est instable
en boucle fermée

Le critere du revers dans Bode s'énonce de maniere simplifiée de la maniere suivante :

La FTBF est stable SI la FTBO est stable ET SI pour cette FTBO :

La phase est supérieure a —180° lorsque
le gain dynamique en décibel est nul a (g

Le gain dynamique en décibel est négatif
lorsque la phase est égale a —180° a (_g¢-

ET

Lecture graphique sur le diagramme de Bode

Gds

Lieu de

-180°

STABLE Gdgy Lieude  INSTABLE _—
Lieu de >
_/\/Ja FTBO
0 g 0 N o
@
—
0 0 o}
Lieu de
la FTBO !
B rnmmnmmsorms s e
g <=1 80“--5—"

Gappo(0ygs) =0 dB
$po(Uyas) > — 180°

ET

Ppo(0s0) = — 180°
Gappo(W1s0) < 0 dB

Marges de stabilité

GdB

_/\

‘MG

La marge de gain MG apparait
sur le diagramme de:gain

w

i Marge de gain

~180° -

La marge de phase Mg apparait
sur le diagramme de phase
Diagramme de Bode

Diagramme de Black
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4.3 -Marges de la FTBO et allure de la réponse temporelle de 1a FTBF

Les marges de gain et de phase sont des indicateurs de la stabilité. Il y a des liens entre ces deux
marges (déterminée sur la FTBO) et la réponse temporelle de la FTBF.

< Si une de ces deux marges (déterminées sur la FTBO) est négative alors la FTBF est instable

< Si la marge de phase (déterminée sur la FTBO) est trop faible la réponse temporelle de la FTBF
présentera un dépassement de la valeur finale important.

® Si la marge de gain (déterminée sur la FTBO) est trop faible la réponse temporelle de la FTBF
présentera une progression vers la valeur finale irréguliere.

140 _ _ . :
| —— . L - Marge de phase faible @~ ———
] ; . e Dépassement trop important :
S I A *\i/ ..... s P, E—— —
1 | 4 | | | | |
[ [ S—— I S . S N—— L — L — L —— E—
1 : 5 | i : : ' :
100- : T : \\‘Ji" l".l' : lu... u-:-- '--u...-e___-l
90 t--------- ez g T S b TR R o SEEEnt R
o — S . \ _________ ——
o I . o Marge de gain faible o
1 I : ; Progression irréguliére ;
I r 1 1 i i 1
60 [ B R L e L (R _r _____ T TR T | e L L L TR T R e B e L | B e L L L)
1 | o : : : i : :
R 5 i g R e e I e E R Lo
o h"‘"—- Marges de phaseet | I .
] ! de gain satisfaisantes | ! !
30 ------- A e AERREEETEE T S & e b
R o i
10+---- ) e Rt e  EEE TR R e e
0 | i | | | | |
0 05 1 1.5 2 25 3 3.5 4
La régularité de la réponse temporelle 100 T T
est difficile voir impossible a quantifier. 8 90 v a5 Dépassement en régime indiciel
. ] Pt o= et marge de phase en fonction
Le dépassement de la valeur finale Dg, < g Aomife e lamortissement
lui est mesurable. En revanche il est difficile & "0 a
d’établir un lien clair entre le dépassement @ Ag=15°
relatif Dg, de la réponse de la FTBF et la §' 60 AG=20°
marge de phase My déterminée sur la FTBO. 5 50 N ip=25°
Sauf pour le second ordre ou ce lien peut & 0 A¢=30°
étre établi. = ¥¢=35°
S 30 )\ -
2 o
On ne le démontrera pas mais Le =2 20 \
. . . [s% A¢=60°
graphe ci-contre donne une estimation de la £ 10 w
marge de phase en fonction du coefficient 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

d’amortissement et de la marge de phase.

Valeurs usuelles des marges de stabilité

Coefficient d'amortissement

Marges de gain : Souvent on prend une marge de phase comprise entre 40° et 75°

Marges de gain : Souvent on prend une marge de gain comprise entre 12dB et 20 dB.

Quoiqu’il en soit en concours les criteres de stabilité sur les marges de phase et de gain sont
systématiquement donnés par le cahier des charges.
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5- Rapidité de la FTBF et Pulsation de coupure de la FTBO

5.1- Temps d’établissement

Si la réponse temporelle présente un premier Exemples de réponses temporelles indicielle
maximum supérieur a S, ; C’est le cas lorsque la b7 7 7 T T
marge de phase est inférieure a environ 80-90° e s ¢ ST SECE DS SEREE IRE SIS SRS TR S

alors le temps d’établissement :

____________

t. est la date a laquelle on a ce
premier maximum.

Si la réponse temporelle ne présente pas de
maximum (Pas de dépassement de la valeur finale)
ou que le premier maximum est inférieure a Se;
C’est le cas lorsque la marge de phase est proche
ou sipérieure a 90° alors le temps d’établissement :

t. est le temps de réponse a 5% L]
te — tS%- | i | i i

_____________

7

5.2- Regle empirique
En général on constate que I’on a la relation : t..0yq =3

Remarque cette regle est empirique et n’est pas vraiment précise. Elle permet cependant de choisir
une pulsation de coupure de la FTBO pour obtenir un temps de réponse a 5% de la FTBF.

6- Principe de la correction - Synthése
Les trois qualités d'un asservissement sont : < La pl’éCiSiOIl

< La rapidité ou vélocité " La stabilité ou amortissement

GAIN

. 21 A

Afin d'améliorer les performances de la Précision
FTBF on ins¢ére dans la FTBO un correcteur entre o
I'écart et la commande qui va donc modifier la  ° ]

FTBO, et notamment sa réponse fréquentielle. 20 | e

La modification des performances s'analyse _, N
donc assez simplement sur la modification des =% ;
lieux de Bode de la FTBO de la maniere suivante : P

@ Pour améliorer la précision il faut augmenter . ~
le gain dans le domaine des basses pulsations ¢ o Amoriissement

@ Pour améliorer la vélocité il faut augmenter » 7
la pulsation de coupure a 0 dB de la FTBO: -« P~

-240

wyap : Tirer la courbe de gain vers la droite. 100 : 10t : ’ 102

PULS.

& Pour avoir une bonne stabilité il faut augmenter 1'amortissement qui correspond aux marges de
phases M, et de gain Mg.

Il n'y a pas de contradiction entre les deux critéres de performance
que sont la précision et la rapidité. Mais ces criteres entrent en contraction
avec les criteres de stabilité.
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