Sciences Industrielles de I'Ingénieur CPGE - Saint Stanislas - Nantes

Cinétique : PFD et TEC pour des mouvements quelconques

1- Généralités

1.1- Objectif
L’objectif de la cinétique est de modéliser trois grandeurs physiques :
< La quantité de mouvement d’un corps.
< La quantité d’accélération d’un corps.
& [’énergie cinétique (Energie de mouvement) d’un corps.a

Ces trois grandeurs dépendent de la masse du corps (et de sa répartition dans 1’espace) et de son
mouvement. Un mouvement ne pouvant €tre défini que par rapport a un repere (ou un solide) ces trois
grandeurs ne peuvent donc étre définies que par rapport a un repere.

1.2- Cinétique d’une masse ponctuelle

Soit un corps dont toute la masse m est concentrée en un point M. On définit alors :

poooo -

< La quantité de mouvement du corps S par rapport au repere R comme le vecteur : m. VMI:IS/R
ooooo -
< La quantité de d’accélération du corps S par rapport au repere R comme le vecteur : M. ayigs/R
. X X oooo - 2
& [’énergie cinétique du corps S par rapport au repere R comme le réel : Em VJMDS/R

1.3- Cinétique d’un corps volumique

1.3.1- Notions de base de géométrie des masses

Un corps volumique S est toujours la somme sur le volume occupé par ce corps de masses
élémentaires dm concentrées en des points P.

La masse dm est le réel : dm =p(P).dv  Ou: dv est un volume élémentaire autour du point P
et p(P), la masse volumique du corps autour du point P. Pour les calculs somatiques, sur le corps
volumique il faut bien sur passer par une intégrale triple sur le volume de p(P).dv. Cependant pour
simplifier les écritures nous écrirons 1’intégrale sur le solide S des masses élémentaire dm.

La masse de ce corps M est donc le réel : M = JJJS dm

Le centre d’inertie ou centre des masses est le point Gy tel que :

GP.dm= 0
[Tl
Le centre de gravité ou centre d'inertie est le point G tel que :
I Js ¢rlg(P).dm = 0
Ou: g%P) est le vecteur accélération gravitationnel en P. gm(LP) : le champ de gravité de la terre

Tres souvent en mécanique, la dimension des corps étant faible devant le rayon de la terre, on
considere un champ de gravité uniforme.

Sous I'hypothése g(P) = E:D“?, le centre de gravité et le centre d'inertie sont confondus.
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1.3.2- Quantité de mouvement

La quantit¢ de mouvement du corps volumique S (défini comme la somme des masses dm) par
rapport au repere R est modélisée par le torseur cinétique :

oooo0 -

R¢(S/R)
CORE= 1 .
A 0,(S/R)
Ouona: < Larésultante cinétique : R(DjD(E§7R) = fjfs ﬁ;;;[Rdm

goooono -

% Le moment cinétique en A : o ;u(g/u R) = fjfs ADP DVPI:IS/R°dm

1.3.3- Energie cinétique

L’énergie cinétique du corps volumique S (défini comme la somme des masses dm) par rapport au
repere R est modélisée par le réel :

oooog - 2

Ec(S/R) = | | Js % . Vpuom 2. dm

1.3.4- Quantité d’accélération

La quantité d’accélération du corps volumique S (défini comme la somme des masses dm) par
rapport au repere R est modélisée par le torseur dynamique :

oooon0 -

Rp(S/R) )
{@(S/R)} = ooooo - >
A 3,(S/R) J
Onnote : < La résultante dynamique : Rln)n(cgik) = fJJPS ‘:;E;:}l;dm

ooooo -

# Le moment dynamique en A : G:EDSD/D R) = JJJS ID&DP H aPDS,R.dm

1.4- Cinétique d’un ensemble de solides

Soit un systeme S constitué d’un nombre fini n de solides S; . : S=§5,08,0..08,

1.4.1- Quantité de mouvement

La quantité de mouvement du systeme S est la somme des quantités de mouvement des solides S; :

{€(S/R)} = 2. {C(SV/R)}
i=1
1.4.2- Energie cinétique

L’énergie cinétique du systéme S est la somme des énergies cinétiques des solides S; :

Ec(S/R) = X, Ec(S/R)
i=1
1.4.3- Quantité d’accélération

La quantité d’accélération du systeéme S est la somme des quantités d’accélération des solides S; :

(DE/R)} = Y {DS/R))

i=1
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2- Torseur cinétique d’un solide S

2.1- Torseur cinétique en un point A quelconque de S

Soit un solide S de masse M d’opérateur d’inertie en A :  JA(S) .

goooo -

M. VGEIS/R
Alors : {@(S/R)} =

A|MAG OV, gsr+ Ja(S) . Q(S/R)
C'est-a-dire que :

goooo -

& RC(S/R) =M. VGEIS/R Voir démonstrations §2

ooood - oooo -

& O'A(S/R) = MKD(: ] VAI:IS/R + JA(S) . QD(DDTR) Voir démonstration §3

2.2- Torseur cinétique au centre de gravité

Soit un solide S de masse M de centre d’inertie G et d’opérateur d’inertieen G :  Jg(S) .

oooo~

M. Ven

Alors le torseur cinétique est de la forme : {C(S/ R)} = - .
G| Jc(S) .Q(S/R)

C'est-a-dire que : = RC(S/R) =M. VGI:IS/R Voir démonstrations §2

& O'(D;D(giR) = Jg(S) . QD(D EIIj/DR) Voir démonstrations §3

2.3- Torseur cinétique en un point O de S fixe dans R

Soit un solide S de masse M de centre d’inertie G et d’opérateur d’inertie en O :  Jo(S) . Ou le

point O appartenant au solide S est fixe dans R : @D(;Ssu,ﬁ =0

oooo~

M. Ven

Alors le torseur cinétique est de la forme : {C(S/ R)} =

0| JoS) -Q(S/R)
C'est-a-dire que : = RED(E§7R) =M. VJDGDS;;R Voir démonstrations §2
& O'(D)D(|§7R) = Jo(S) . QD(D§]/DR) Voir démonstrations §3

2.4- Autre méthode pour calculer le torseur cinétique en un point A quelconque

Pour déterminer le torseur cinétique en un point M quelconque, on peut aussi détermine le torseur
cinétique au centre de gravité G ou en un point O de S fixe dans R, puis on applique Varignon :

ooooo - goooo -

OA(S/R) = 06(S/R) + AG OM.Viogr  ou  Oa(S/R) = Go(S/R) + AO OM.Voen
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3- Energie cinétique d’un solide S

3.1- Calculée par le comoment des torseurs cinématique et cinétique

Soit un solide S en mouvement dans le repere R défini par le torseur cinématique {V(S/R)}

De ce torseur cinématique et de la géométrise des masses du solide S (Masse, Centre de gravité et
Opérateur d'inertie) on en déduit la quantité de mouvement définie par le torseur cinétique { C(S/R)}

Alors I’énergie cinétique est : EC(S/ R) = % {‘U(S/R)} [ {G(S/ R)} Voir démonstration §5

3.1- Energie cinétique calculée par I’opérateur d’inertie au centre d’inertie G

Soit un solide S de masse M de centre d’inertie G et d’opérateur d’inertieen G :  Jg(S) . Alors

EC(S/R) = % .M. \?DGDSQ;R + % . QDDDDDR) . J(;(S) . QD(EgD/DR) Voir démonstrations §5

1 goooag -
On écrit aussi parfois : Ec(S/R) = Ec(S/Rg) + 5 .M. Veogr

Ou Ec(S/Rg) est I’énergie cinétique par rapport a Rg : le repere barycentrique du solide S 1ié a R.

Ce repere barycentrique est un repere dont le centre est constamment en G centre d’inertie du solide
S et dont les axes sont constamment paralleles aux axes du repere R.

3.2- Energie cinétique calculée par I’opérateur d’inertie en un point O de S fixe dans R

Soit un solide S de masse M de centre d’inertie G et d’opérateur d’inertieen O :  Jo(S) .

Ou le point O appartenant au solide S est fixe dans R : ef'uonmnst,lﬁ =0 Alors:

oooon -

EC(S/R) = % . Q(S/R) . Jo(S) . QD(E@D/DR) Voir démonstrations §5

4- Torseur dynamique d’un solide S

4.1- Torseur dynamique au centre de gravité

Soit un solide S de masse M de centre d’inertie G et de moment cinétique en G : on(f(rgj/k)

oooono -

M. agpgr
Alors le torseur dynamique est de la forme : {.(!)(S/ R)} = [ d O.G(S [R)]
dt R
C'est-a-dire que : = RD(S/R) =M. “GI:IS/;Q Voir démonstrations §6

= 86(S/R) = |~ 4

Voir démonstrations §7

ooooo- [d O-:I;(Détﬁ)}
R
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4.2- Torseur dynamique en un point A quelconque de S

Soit un solide S de masse M de centre d’inertie G et de moment cinétique en A : Gu,f(%u/k)

ooooo -

M. agosk
Alors : {,(I-)(S/R)} = d O_EIEIEIEIEI_.
A(S/R)
(TJR + M.V OVeosm
C'est-a-dire que :

ooon - oooono -

& RD(S/R) =M. AGOS/R Voir démonstrations §6

ooooo - dGDDDSD)]R ooo - oooo -
& 6A(S/R) = {$)]R + M.VA/R ] VGDSIR Voir démonstrations §7

4.3- Torseur dynamique en un point O de S fixe dans R

Soit un solide S de masse M de centre d’inertie G et de moment cinétique en O : G%E'(@/k). Ou le
. . " ooo -
point O appartenant au solide S est fixe dans R : @DODS,R =0

ooooo -

M. agogr

Alors le torseur dynamique est de la forme : {.(!)(S/R)} = [ d O'O(S /R)]
dt R

C'est-a-dire que : = RD(S/R) =M. “GI:IS/il Voir démonstrations §6

Voir démonstrations §7

(d oS”(”s”/”R)]
R

4.4- Autre méthode pour calculer le torseur dynamique en un point A quelconque

Pour déterminer le torseur dynamique en un point A, on détermine le torseur dynamique au centre
de gravité G ou en un point O de S fixe dans R, puis on transporte le moment dynamique en A :

8A(S/R) = 3(S/R) + AG OM . agsr
ou

000 - oooog oooog -

3A(S/R) = 3o(S/R) + AO OM . agogr
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