Sciences Industrielles de I'Ingénieur CPGE - Saint Stanislas - Nantes

Réponses temporelles des SLCI : Démonstrations

1- Réponse d’un premier ordre a une entrée en échelon

Pour un premier ordre : H(p) = Pour une entrée en échelon d’amplitude Ey:  E(p) =—

I+71Tp
K.E
D'oli la réponse a un échelon d’amplitude Ey : S(p) = o _A + B__A+(B+ADp
pd+tp) p l+tp p(l+Tp)
Par identification on en déduit : A =K.E et: B+At1=0 Soit: B=-K.Ey1
2 2 . K EO K.EO
Par conséquent la réponse dans le domaine de Laplace est : S(p) =
p+1/t
Or on a les transformée de Laplace : L[1] = 1 et: Lle™ = 1
p p+a
D’oii la réponse temporelle 1 s(t) = K.Eg — K.Eg.e™  Soit encore : s(t) = K.Ey.(1 - e_t/T)
KE, _ K.E
Par dérivation temporelle on obtient donc : s’(t) = % e Donc: s’(0) = 0

2- Réponse d’un premier ordre a une entrée en rampe

Pour un premier ordre : H(p) = T+1p Pour une entrée en rampe de pente a : E(p) = pﬂz
D'ou la réponse a un échelon d’amplitude Ej : S(p) = ZL
p~.(1+T.p)
A B C AT+COp +(A+BD.p+B
sp=24+34 _( )p ( )-p
p l+Tp p.(1+T.p)
AT+C=0 A=-Kart
Par identification on en déduit : A+B1=0 Soit : B=Ka
B=Ka C=Kat
< ( . -Kat Ka KaT
Par conséquent la réponse dans le domaine de Laplace est:  S(p) = +—+

Or on a les transformée de Laplace : L[1] :% L[t] :EIZ et: Lle™] =

D’ou la réponse temporelle :  s(t) = K.a.t — K.a.T.(1 - e_t/T)
Par dérivation temporelle on obtient donc : s’(t) = K.a.(1 - e_t/T) Donc : s’0)=0
Valeur a l'infini :

lim g(t)=K.a.t-KaT Soit : lim s(t) =K.a.(t — T)
t — 00 tooo
On a donc une asymptote d’équation : K.a.(t — T)
SiK=1

lim (K.e(t) -s(t)) =Kat-Ka.(t-1)=KaT

t— o0

On en déduit ’erreur de trainage sur la rampe K.a.t : & =a.T

lim (Ke(t-1)-s(t))=K.a.(t-1)-Ka(t-1)=0

t- o

Donc la réponse a un retard T sur la rampe K.a.t.
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2- Réponse d’un second ordre a une entrée en échelon

Pour un second ordre : H(p) = ¥ K Et une entrée en échelon d’amplitude Ey : E(p) = %
1+=p+—. 2
o |y o p
2
D'otl la réponse a cet échelon : S(p) = K.Eqg _ . K.Eo.00 .
14280 1 2) p(pi+2Emp+@’)
P- + P+ 2P
W
On pose p; et p; les solutions de I’équation :  p” + 2.&.c.p + ay° =0 A=402E - 1)
2

On a alors : S(p) = K.Eo. A,_B __C

=—+
p-P-p)-(P-P2) P p-p1 P-p2
A.p2 —A.(p1 +p2).p+A.pi.pr+ B.p2 - B.p.p> + sz - C.p.p:

Soit encore : S(p) =
® p-(p —pv)-(p — p2)

A K.Eo.00”

A.pl.pz = K.EO.(Lbz KI])EIOP(.?})Z
Par identification on en déduit : A.(p1+p2)+Bp+Cp; =0 Soit : =
A4+B+C=0 p1-(P1 ~p2)

_ K.Eo.00”
p2-(p2 = p1)

Par conséquent la réponse dans le domaine de Laplace est :
2 2 2
S(p) — K.Ey.0) + K.Ey.0) + K.Ey.0)
pP-P1-p2  P1(P1—P2)-(p —Pp1)  P2.(pz2 —~ pv)-(p — p2)
Sié<1 A=4.02E-1)<0

On alors deux solutions complexes :  py = — wy.( & + inf1- £) et: pr=-—oy. (&- in1- %)
On en déduit:  pr.p2 = W et: p1+p2=—2.8w
De I’expression précédente en réduisant 2 termes au méme dénominateur on obtient la réponse :
Sp) = Ko, KE0."p2.(p — p2) ~ KEo.0h'.p(p = p1)
p p1-p2-(p1 = p2) .(p — p1)-(p ~ p2)
_KE 4 K.Eo.a0”.(p2.p = p2° + pi° = p1.p) _KEy  KEo[p(pi—p)+ P2 = pi’l

S(p) =
P p p1-p2-(p1 = p2) .(p = p1)-(p — p2) P (p1=p2)-(p> = p.(p1 + P2) + P1.p2)
_KEy _ KEo(pi=p).p=(i1+p)) _KEo_ _KEo(p=(pi+py)
S(p) = — 7 = 7 _
P (i—p)( —p(Pr1+p2)+pip2) P p —p.(p1+p2)+pip2
K.Ey K.Eo.(p—(p1 +p2)
S(p) = -
= p(pr+ p2) + P2
Sachantque 'ona : p;.p2= (,002 et: p1+tp2=—2.8.uy On obtient :
S(p) = KE, KEo(p+2&w KE; K.Eo.(p + &.0y) B K.Eo.&.0x

p  pH2&wmpt+w’ P (prEw)-Ew’+w’ (p+Ean) - Ew’+w’
On en déduit finalement la réponse symbolique :

KE) _ KEo(p+E&m) K.Eo.E.00\/1 -

S(p) = -
P p+ia) +(@\1-8F \1-Z.[p+iw)’+(@1-8)]

: _1 -at ___pta : —at S
Orona: L[1] = b Lle " .cos(w.t)] = Pral+ @ et: Lle " .sin(w.t)] = p+ral+
D’olien posant: W= wy.\1- £ on peut écrire la réponse temporelle sous la forme :

= &.un.t

= C.0)p.t
SO =KEy| | —o oW

" .cos(w.t) — elﬁ.ﬁ.sin(mt)
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- &.up.t
s(t) = K.E. { \/— A1 - &.cos(wt) + &.sin(w.t) |
D’outen posant ¢ tel que : & = cos ¢ 1-8* =sin ¢ la réponse temporelle devient :

—&.ux.t
s(t) =K.Eof 1 - [ sin ¢.cos(w.t) + cos ¢.sin(w.t) |

e
- &.ay.t } w= oyl - &

s(t) = K-Eo-[ 1- elﬁ.sin(mt +¢) avec - ¢ = arccos &

Par dérivation temporelle on obtient donc :

- &.uy.t - &.oyp.t
&.uy .€ ) w.e

s’(t) = K.E,. W.sm(w.t +¢) - ﬁ.cos(w.t +¢)
$’(t) = K'EO'(Q; e E.ooo.t. [ &.sin(c.t+¢) =1 — &%.cos(w.t+9) |

s’(t) = i(/EO—C;z) e &0nt . [ cos ¢.sin(w.t+¢) — sin $p.cos(w.t+) ]

K.Ep.opy — &0t

On obtientdonc :  §’(t) = \/TEZ .e . sin(w.t) Donc : s’0)=0

Extrémums de cette fonction

. n.7t e_ &t
Ces maximums sont aux dates : t, =—_ et on pour valeurs : s(t,) = K.Eo| 1 — ———sin(n.T+ ¢)
w » ,1 _ E'

— .07 —&n.m

_ T2
~KE,=+KEne VI8

3
Donc :  s(ty) — Se = K.E,. e NI -8
l+—F—=—sin¢
N1 -¢§
- §.n.T[

|st) =Sa| _ V1-E
S(X) -
Sié>1 A=4.0°E-1)>0
On alors deux solutions réelles : p1=-— (.q).(E + \/Ez -1 ) et: pP2=- 000-({ -\ Ez -1 )

On en déduit:  p1.p2 = W p1—p2=-— 2.&».\/{2 -1
K.Ey.00) . K.Ey.00) . K.Ey.0d)

P-P1-P2  pP1(P1—Pp2)-(p —p1)  P2.(p2 — p-(p — P2)
K. E() K. E() K. EO

S(p) = N—(ENE—)(" p) 248 - L(&- \/ 1).(p - p2)

K.E, K.Eq
Sp) =" 2_\/—_{(2—\/ ~1)p-p) (E+8- )-(p-pl)}

Or on a les transformée de Laplace : L[1] = l et: Lle™] = > _1|_ "

1 [ - (EFT ) e—wa.(zwzz—l).tﬂ

2. 22_1' E 4' — - E_'_.’EZ_I
Et ’(t)_Klzﬁw“( CQ)(E"‘\]E )t _000-({_\]52_1)1) Donc: s’0)=0
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Or réponse symbolique est : S(p) =

D’ou: s(t) = K.Eo.l 1-
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Décomposition de la fonction de transfert en deux premiers ordres

) K K K
Sig>1: H(p)= 1+ Tp).(1 + T2p) 1+ (Ty+To).p+ T1.T2.p2 - 2.8 1 2
1+ =.p+—3.p
V) 000
e 1 Ti+Ty 77 [(Ti+Ty)
On en déduit : Wy = \/T_I_Z E \/ﬁ = E = 4.T1.T2 1
Soit: /& T T et: &-&-1= % E+/E - =\/%
1-12 1

Et également : —Q)O(E \E - )——%1 et: —Qb(z+\/€—_)___

Sach ® = KE{ : {e_ub'(é_ &)t —an(E+E -1 )|
ac antque s(t 0 \/2— -
& -1 §-~[E-1 z+\/zz—1

—t/T —t/T — T, e VT2 ]
e I 2 e | e )

Tl.e_ .e_Tz/Tl T e e T /T2j| K E |: 1 B e—l e_(TZ/TI) —_ (TZ/TI).e_(I/(TZ/TI))j|
T =T o | 1= (Ty/T)

= S(T1+T2) = KE()|: 1-

5 e_(TZ/Tl) — (To/T)). e e =(2/(TY/T)))

2 e_Tz/Tl _T2. e e e 2T /Tz}

T1—T2 K.Eo{l_e

_ T].e
= S(2.T1+T2) = K-EO-{ 1 1- (Tz/T])

On adonc : S(T] + Tz) = KE()(l - C_l.fl((Tz/Tl))) S(2.T1 + Tz) = KE()(l - e_zfz((Tz/Tl)))

L’étude des fonctions f; et f, montre que pour : To/T; <0,5 (T;>2.Ty) fi((To/Ty))) O [1;1,08]
S((T/Ty))) U [151,17]

Finalement pour T; > 2.T> : s(T1 + T,) =K.Ey.(1 - e'l) = 0,63.K.E, (a3% de K.Ey)

et: s(2.T;+T) = KEo(1 - e?) = 0,86.K.E, (22% de K.Ey)

3- Réponse d’un premier ordre généralisé a une entrée en échelon

Pour un 1" ordre généralisé : H(p) = K. (11 :TC; ) Pour I’entrée en échelon E : E(p) = %
N . < K.Eo.(1 +c.tp) A B A+B+ADp
D'ou 1 1 »échelon Ej : = =— =
ou la réponse a 1 »échelon E, S(p) p.(L+1p) p T T+1ip p(L+1p)
Par identification on en déduit : A=KE; et: B+AT1=KEpctT Soit: =-K.Ey1.(1 —¢)
K.Eo.(1 -
Par conséquent la réponse dans le domaine de Laplace est : S(p) = K. EO p0+( T ©)
Or on a les transformée de Laplace : L[1] = 1 et: Lle™ = 1
p p+a

D’ou la réponse temporelle : s(t) = K.Ey — K.Ey.(1 — c).e_t/T

Soit encore : s(t) = K.Eo.(1 - (1 —¢).e™'

On adonc : S(0) = K.Ey.c

et: lim s(t) = K.E,
t-o00
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