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1.1 Torseurs Dynamique et Cinétique : Rappel Définitions

Torseur Cinétique

— — —
Resm = [ Vims/ry-dm=ms.V ,s/r)
mes
— — =
oas/ry = [ AMAV (us/gr)-dm A
mes
Torseur Dynamique
— — —
Ra(s/r) = f a(m,s/r)-dm = ms. a (G,s/R)
MeS
{Ps/m}=
5A(5/R J AM A2 a(m,s/R)-d A
mes
H.
— dU’A(S/R) — —
Avec | Sa(s/r) = ar + V(a/ry Ams.V (G,s/r)

R

N
V/ (a/R) : vecteur vitesse du point géométrique A par rapport a R, n'appartient pas forcément a S.

.}
Objectif : Exprimer OA(S/R), Mmoment cinétique en A de S par rapport a R.

Dynamique des Systémes Mécaniques 2 2 / 1



2.1 Eléments de réduction du Torseur Cinétique :

Calcul du moment cinétique en G

On calcule le moment cinétique de S par rapport a R au point G :
— def

— = — = - —
OG(S/R) GM A V(M’S/R)dm: GM A (V(G,S/R)+ Q(S/R)/\GM) .dl

MeS MeS

— — — = —
= GMdm /\V(G,S/R) + GM A (Q(S/R) AN GM) .dm
MeS MeS

N—_— —
—
0
H

— — —
0G(S/R) = GM A (Q(S/R) A GM) .dm
Mes

Pointeur d’inertie
On définit le pointeur d’inertie du solide S au point G appliqué au vecteur i :

— — —
J6(S, ) = / GM A (@i A GM).dm

MeS
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2.2 Eléments de réduction du Torseur Cinétique :

Opérateur d'inertie

L'opérateur d'inertie I(G,S) d’un solide (S) en un point G est l'opérateur linéaire :

— —
i — L(G,S) 7 = / GM A (@ A GM).dm
MeSs

L’opérateur I(G,S) étant linéaire, il peut étre représenté par une matrice.
X

—
En posant GM = |y , dans la base Bs = (X, ¥s, Zs) :
z | B,
N — 0 -z vy Ux
[GdAGM]J=—[GM NG = —| z 0 —x|-|u
—y X 0 uz
N N 0 -z y 0 —z y Uy
[GMA(GAGM)] = —| z 0 —x|-]| z 0 —x|-|u
-y X 0 -y X 0 uy
y2 + 22 —Xy —Xxz u,
_> _) X
[GM A (GAGM)] = —xy x4 22 —yz Y
—Xz —yz x2 + y2 Bs uz | B
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2.3 Eléments de réduction du Torseur Cinétique :
Matrice d'inertie

f (y? + 2%).dm f —xy.dm f —xz.dm
MeS MeS MeSs
f —xy.dm f (X% + 22).dm f —yz.dm
MeS MeS MeS
f —xz.dm f —yz.dm f (x2 4+ y?).dm
MesS MeS Mes 5.
A, B et C moments d’inertie
R AR = N o A —F —E
par rapport a (G, Xs), a (G,ys) et a (G, Z) .
N I(GS)=|-F B -D
D, E et F produits d’inertie _E -D C
Unité : kg.m? Bs

4

¥ ¥ Moment cinétique au point G de S par rapport a R

= =
o6(s/r) = I(G,S)- 2 (s/r)

exprimés dans la méme base.

v
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En pratique... Résumé 1

— —
On connaft la matrice d'inertie au point G : I(G,S), alors o6 (s/r) = I(G,S) - Q(s/R)-
_)

On cherche le moment dynamique au point A # G : da(s/r) =7

VIR
d—)
— — — = = OA(S/R) - =
OA(S/R) = OG(s/R) + AG A Rc(s/m} Sais/R) = —r | T ViR ARes/r
R
= —
TG(S/R) das/R)="7
A
H
5 _dog(s/Rr) = = = =
G(S/R) = P da(s/R) = 06(s/rR) T AG A Ra(s/Rr)
R

—
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3.1 Eléments de réduction du Torseur Cinétique si I(G,S) inconnue :

Calcul du moment cinétique en un point A quelconque

Si la matrice d'inertie I(A,S) de S est connue en A, différent de G :

N
msAG I(A,S)Q(S/R)

¥ Moment cinétique en un point A quelconque

= = = =
oais/r) = L(AS)-Q(s/r) + ms.AG A V (4,5/R)
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3.2 Eléments de réduction du Torseur Cinétique si I(G,S) inconnue :

Théoreme de Huygens

On cherche a calculer la matrice d'inertie du solide (S) en un point A quelconque a partir de la
matrice d'inertie au centre de gravité G.

— def — —_— — —
ws = | AM A (@ A AM).dm = [ (AG + GM) A (@i A (AG + GM)).dm
MeS MeSs
/AG/\(u ).dm +W+M+/GMA(UAGM)dm
MeS
R —
— — —
ms.AGA(TAAG) Jg(S,8)

Théoreme de Huygens

| I(A,S) = I(G,S) + I(A,ms concentrée en G) |

b? + ? —ab —ac
I(A,S) = I(G,S) + ms. | —ab a4+ c®>  —bc
—ac —bc &P b [if?

exprimés dans la méme base (Xs, ys, Zs)

—
AG = a.Xs + b.ys + c.Zs

4
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En pratique... Syntheése

N
On cherche le moment dynamique au point A # G : §a(s/r) =7

— —
(1) o6(s/r) :I(%S)'Q(S/R)
— o dUG(S/R)

(2) de(s/ry
— — R
(3) da(s/ry =dg(s/r) +AGAms. a (G s/R)

%
(4) oas/ry =06(s/r) +AGAMs. V(G s/R)

(5) I(A,S) =I(G,S) + I(A,ms concentrée en G)

— — =
(6) oas/r) = I(is)'Q(S/R) + ms. AG AV (a5/R)

_ doas/r)

- - -
(7) dacs/m) — | T Via/ry Ams.V (G s/r)
3) N

Le chemin (1)—(2)—(3) est le plus astucieux
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