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Equations de Maxwell

| TD : EQUATIONS DE MAXWELL

1 Décharge dans un gaz

Donnée : pour un champ vectoriel de la forme d = a(r,t) @, dans le
systéeme des coordonnées sphériques :

Deux spheres métalliques minces (S1) et (S2), de méme centre O et
de rayons respectifs Ry et Ry avec Ry < Ro sont séparées par un gaz
initialement isolant et dont les constantes électromagnétiques peuvent
étre confondues avec celles du vide, c’est a dire €y et ug.

Initialement, (S2) n’est pas chargée et (S7) porte la charge électrique
Q. La sphere métallique (S7) est creuse, c’est a dire vide de toute
matiere et, de la méme fagon, le milieu extérieur a (S3), caractérisé
par r > Ro, est vide lui aussi. On suppose qu’a l'instant ¢ = 0, le gaz
devient brusquement conducteur et qu’il obéit a la loi d’Ohm locale, ce
qui signifie que 5 = VE en tout point du gaz, v étant la conductivité
électrique (grandeur supposée constante).

1) En analysant les symétries du probléme, montrer que le champ
magnétique ne peut étre que nul en tout point de l’espace.
Montrer de méme que, 4, désignant le vecteur unitaire radial des
coordonnées sphériques, le champ électrique est nécessairement de
la forme :

ﬁ(M) = E(r,t) i, pour toute valeur de r = OM

2) a) Déterminer a l'aide des équations de Maxwell une équation
différentielle par rapport au temps, vérifiée par E(r,t) pour
Ry < r < Ry. En déduire 'expression de E(r,t) en fonction
de t, r et Q. On introduira un temps caractéristique 7 pour
exprimer ce champ.

b) Déterminer E(r,t) pour r < Ry puis r > Rs.

3) Que vaut la densité volumique de charges p dans espace entre
les deux spheres ? Quelle est ’expression de j 7 Est-ce compatible
avec 1’équation de conservation de la charge électrique ?

2 Tube a vide

Un tube a vide est constitué de deux armatures métalliques planes
A et C enfermées dans une ampoule ou regne le vide. La cathode C, de
potentiel nul, émet par effet thermoélectrique des électrons sans vitesse
initiale qui sont attirés par 'anode A maintenue au potentiel V4 > 0.

On étudie le régime stationnaire d’écoulement des électrons, de
charge — e et de masse m, de C vers A ce qui correspond a un courant
d’intensité constante I.

La cathode C qui occupe le plan = 0 et 'anode A, qui occupe le
plan z = L, sont planes, paralleles et ont méme surface en regard S.

C A

Y

Va>0

1) On suppose que les grandeurs de ce probléme ne dépendent que
de la distance z a la cathode (0 < z < L).

a) Ecrire I'équation locale satisfaite par le potentiel électrique
V(x), en introduisant le nombre n(x) d’électrons par unité
de volume a l'abscisse x.
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b) Quelle est la relation entre la densité volumique de courant
j(x), n(x) et la vitesse u(x) des électrons a 'abscisse x 7 Relier
j(x) a lintensité I(x) qui traverse la surface plane d’aire S,
perpendiculaire a Ox et située a ’abscisse x. Montrer que
cette intensité ne dépend pas de .

c) En utilisant I’énergie mécanique d’un électron, relier u(x) a

V(z).
2) Montrer que l’équation différentielle vérifiée par V(x) est de la
forme :
d?v () K
xTr) =
dz? V(x)

ou K est une constante a exprimer en fonction de e, m, S, g et
I'intensité 1.
3) a) En multipliant I’équation précédente par dV/dx et en inté-
grant, montrer que le potentiel V' (z) vérifie I’équation :

dv

(@) =2VEK [V(@)]'!

dz
On admettra que le champ électrique est nul au niveau de la
cathode.

b) Déduire de I’équation précédente que l'intensité I du courant
est liée au potentiel V4 de I’anode par la relation : I = a Vj’/ 2

et déterminer la constante a.

Application numérique : S = 1,0 cm?; L = 2 cm; calculer [
si V4 =80 V. On donne : m = 9,1.1073! kg; e = 1,6.10°%
C;eo = 8,85.10712 F/m.

3 Plaque conductrice dans un champ magné-
tique oscillant

L’espace est rapporté a un repere (Ozyz).

Une plaque de cuivre homogene d’épaisseur a est délimitée par deux
plans de cotes respectives z = —a/2 et z = +a/2. On la suppose
infinie selon les directions Oz et Oy. Du point de vue de ses propriétés
électromagnétiques, elle est caractérisée par une perméabilité pg, une
permittivité g et une conductivité électrique .

z
a/2

S
Oz

(N

—a/2

La plaque est plongée dans un champ magnétique uniforme et a
variation temporelle sinusoidale de pulsation w, de la forme :

%
By(t) = By cos(wt) g

Ce champ magnétique variable induit (par induction électromagné-

tique) dans la plaque des courants j (z,t) qui ne dépendent que de la
coordonnée z et on admettra que la densité volumique de charges p est
nulle en tout point du conducteur. Il existe alors en tout point de la
plaque un champ électrique E(M ).

1) De quelle(s) coordonnée(s) dépend E?

2) On suppose que le champ magnétique créé par les courants de la

plaque est négligeable devant By(t) et on admettra que E = 6>
dans le plan z = 0. Montrer a partir des équations de Maxwell-
Gauss et de Maxwell-Faraday que :

E(:):,y,z,t) = E(z,t)LTy>



MP1 Lycée Janson de Sailly

Equations de Maxwell

et déterminer E(z,t) en fonction de By, w, z et t.

3) On reprend le probléme a zéro en supposant seulement que ﬁ =
E(z,t) 4y, avec E(z = 0,t) = 0.

En calculant la circulation de ﬁ sur une courbe fermée convena-
blement choisie, retrouver ’expression de E(z,t) de la question 2)
grace a la loi de Faraday.

4 Boule radioactive *

L’expression de la divergence en coordonnées sphériques d’un champ
vectoriel de la forme @ = a(r,t) @, sera prise dans le formulaire ou au
début de I'exercice 1.

Une boule de matiére radioactive, de centre O et de rayon R, est
électriquement neutre & linstant ¢t = 0. A partir de cet instant initial,
elle émet depuis sa surface n positons 31 par unité de temps, chaque
positon ayant une charge élémentaire e. On suppose que 1’émission est
isotrope, les charges émises ayant une méme vitesse radiale ¥ = v i, de
norme v constante.

1) a) En étudiant la charge électrique contenue a l'instant ¢ > 0
dans une coquille sphérique limitée par les rayons r et r 4+ dr,
déterminer la densité volumique de charges p(r,t) en tout
point de I'espace situé a une distance r > R du centre de la
boule radioactive. Que se passe-t-il si r > R + vt ?

b) Expliciter de méme le vecteur densité de courant ] en tout
point situé a une distance r > R.

2) Déterminer le champ électrique ﬁ(M ,t) en tout point M tel que

r = OM > R. Que peut-on dire du champ magnétique B (M,t)?

3) Quelle est la charge électrique Q(t) de la boule radioactive a I'ins-
tant ¢ ? Retrouver ce résultat en appliquant le théoreme de Gauss.

5 Condensateur alimenté en haute fréquence.
Limites de ’ARQS *

Un condensateur est constitué de deux disques métalliques de méme
rayon a, d’axe Oz situés dans les plans z = +h et z = —h. On admet
que E (M, t) est colinéaire & e, entre les armatures du condensateur.
Pour h <« a, ce modele est justifié sauf au voisinage immédiat des
bords, c’est-a-dire en r = a. Le condensateur est soumis & une ten-
sion sinusoidale de fréquence f = w/27 et on souhaite déterminer la
structure du champ électromagnétique créé a l'intérieur de celui-ci.

Formules d’analyse vectorielle :

o Laplacien d’une fonction f(r) en coordonnées cylindriques :

*f 1df

Al=gzt i

. 7ol (fot @) = grad (div @) — AT
e« Powr@=felonaAd=(Af)e.

On cherche un champ électrique entre les deux armatures du conden-
sateur, de la forme :

E = E(r,z) cos(wt) €3

1) En utilisant une des équations de Maxwell, montrer que E(r, z) ne
dépend pas de z. Dans la suite on le notera E(r)

2) Toujours a partir des équations de Maxwell, montrer que le champ
électrique E(M,t) dans l'espace entre les deux armatures vérifie :

2
18@23

AF - 2 o2
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3)

1)

5)

6

En déduire que E(r) vérifie I’équation différentielle :
d’E  1dE  w?
: Y B(r) =
dr2 7y dr * c2 (r)=0

On cherche la solution de cette équation sous la forme d’un déve-
loppement en série entiére en posant :

E(r) = E(0) Z an "
n=0

Etablir une récurrence sur les coefficients an, et en déduire les

trois premiers termes non nuls de la série en partant de ag = 1 et
a1 = 0, hypothéses qu’on justifiera.
On pose = = “’7” Montrer que si z < 1 on peut se contenter
des deux premiers termes de la série entiere donnant E(r). Cette
approximation est-elle vérifiée avec ¢ = 10 cm et f = 10 MHz
(limite supérieur d’un générateur de laboratoire usuel). A quel
concept renvoit la relation x < 17
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INDUCTION ELECTROMAGNETIQUE

Charge électrique induite dans une spire

Une spire plate, circulaire de rayon a = 10 cm, de centre O et d’axe
Oz est constituée d’un enroulement de N = 10 tours de fil. Elle est

placée dans un champ magnétique uniforme

= Bu..
V4

B

Le fil dont est fait la spire a une section d’aire s = 0,78 mm? et il est
réalisé en cuivre dont la résistivité électrique (inverse de la conductivité
électrique) vaut p = 1,7.107% Q.m.

1)
2)

3)

Calculer la résistance électrique R des N tours de fil.

La composante B du champ magnétique vaut B; pour t < t1, puis
augmente et finit par se stabiliser & un instant to > ¢; a une valeur
By > Bj. Déterminer en fonction de AB = By — B1, R, a et N
la charge électrique ) qui a traversé une section du fil entre les
instants O et ;.

A partir de la situation ot B = By, on retourne la spire, c’est
a dire qu’on lui fait subir une rotation de 180° autour d’un axe
perpendiculaire & Oz. Déterminer la nouvelle charge électrique Q’
qui a traversé une section du fil au cours de ce retournement.

Note : dans tout cet exercice, on néglige I'inductance propre de la spire.

7

1)

force électromotrice induite dans un cadre

Un fil rectiligne infini est parcouru par un courant électrique d’in-
tensité i(¢). Calculer la f.é.m. e(t) induite dans un cadre rectangu-
laire conducteur ABCD de cétés AB = a, BC = b, immobile et
situé a la distance r du fil.

D C

i)

2) Le fil est maintenant parcouru par un courant permanent I tandis

que le cadre s’éloigne de celui-ci avec une vitesse o constante,
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perpendiculaire au fil. A I'instant ¢ = 0 le coté AB est a la distance
ro du fil. Calculer la f.é.m. induite e(t) dans le cadre.

8 Tige sur des rails de Laplace

Une tige M N de résistance négligeable, de longueur h et de masse
m, se déplace sans frottements sur deux rails horizontaux paralleles de
résistances négligeables, en restant perpendiculaire aux rails. Le circuit
fermé par la tige M N comprend, disposés en série, une résistance R,
un générateur de tension idéal de f.é.m. F constante et un interrupteur
K. Ce circuit est placé dans un champ magnétique B = B . uniforme

et perpendiculaire au plan des rails (Figure & gauche)

K rail K L rail
G S
N N
R R
5| - B .
©O) ®
E FE
T M rail i M rail
l T l &
0 T 0 T

1) Analyser qualitativement se qui va se produire apres la fermeture
de l'interrupteur.

2) La tige étant initialement immobile, on ferme l'interrupteur K a
Pinstant ¢ = 0. Déterminer une équation mécanique (EM) puis une
équation électrique (EE), qui relient l'intensité du courant i(t) et
la vitesse T (t) = v(t) ug de la tige.

3) Exprimer lintensité du courant i(t) en faisant apparaitre une
constante de temps 7. Tracer l'allure du graphe donnant i(t) en

fonction du temps, puis celle du graphe donnant v(¢) en fonction
de t.

4) Montrer que énergie fournie par le générateur s’est transformée
d’une part en énergie mécanique de la tige et, d’autre part, a été
dissipée par effet Joule dans la résistance.

5) On s’intéresse maintenant au circuit de droite. Un bobine idéale
d’inductance propre L y a été insérée. Quelle est la nouvelle équa-
tion électrique (EE)? Montrer que ’énergie fournie par le géné-
rateur est égale a la somme de I’énergie mécanique de la tige +
I’énergie stockée dans la bobine + ’énergie dissipée par effet Joule.

9 Deux tiges sur des rails de Laplace

On considére deux rails paralleles fixes selon Ox, de résistance né-
gligeable, distants de L = 15 cm. Deux rails mobiles de résistance
R = 50 mf), de masse m = 5 g sont posés sur les premiers paralle-
lement & Oy. Il n’y a pas de frottement. Le tout est plongé dans un

champ magnétique uniforme B = By u.

m, R B®

Initialement #1(t = 0) = vy et @2(t = 0) = 0.

1) Déterminer les équations vérifiées par les vitesses v et vy. Les
résoudre en posant V = v + v et U = v — vs.

2) On donne sur la figure 1 page suivante l'intensité dans le circuit
en fonction du temps. Déterminer par lecture graphique vy et By.
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3) Montrer que ’énergie mécanique des deux tiges se transforme en
chaleur par effet Joule.

Inductances de circuits filiformes

10 Couplage entre deux bobines

Deux bobine B; et Bs, de sections circulaires S7 et Sy, ont pour
caractéristiques :

— n1 et ng spires par unité de longueur,

— longueurs ¢; et ly (lo < (1) suffisamment grandes pour pouvoir
négliger les effets de bord,

— résistances R et R»s.

Bs est placée entierement a l'intérieur de B; et leurs axes de symétrie
sont confondus.

(77 7a
€8 ”’I/'/‘/ Gl it [ '.1 .

G Y
| | | AN AN | | |

\
W e | A
\

el \\/

1) Déterminer les inductances Ly et Ly ainsi que la mutuelle induc-
tance M.

2) By est fermée sur elle-méme par un court circuit et B; est parcou-
rue par un courant sinusoidal de pulsation w : i1 (t) = I)n1 cos(wt).
Soit i9(t) = Iz cos(wt + ¢) le courant qui traverse B en régime
sinusoidal permanent.

I
Déterminer le rapport %2 des amplitudes des deux intensités.
ml
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11 Circuits couplés par une inductance mu-
tuelle

Deux circuits ont la méme inductance propre L et une inductance
mutuelle M. Ils contiennent en outre deux condensateurs de méme
capacité C'. On néglige les résistances totales des deux circuits.

1) Ecrire le systéme d’équations différentielles auxquelles satisfont les
charges q; et g2 des armatures supérieures des deux condensateurs,
lorsque les interrupteurs K et Ko sont fermés.

2) Résoudre ce systéme et donner pour ¢ > 0 l'expression de ¢ (t)
et de ¢o(t) avec les conditions initiales suivante : ¢1(0) = Qo;
2(0) = 05 41(0) = i2(0) = 0.

12 Impédance d’un circuit couplé par induc-
tance mutuelle
Une bobine (Bj1) d’inductance propre L et de résistance Ry est cou-

plée, avec un coefficient de mutuelle inductance M, a une bobine (B3)
d’inductance Lo et de résistance Ry fermée sur elle-méme par un court

circuit.
(By) (B
1
- {1}
R /'| R
¢ )
i Ei j i 2
3| |€
.
M
P . e , Uy
Déterminer I'impédance complexe Z = — entre les bornes de (Bj),
1

en régime sinusoidal de pulsation w.
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RAYONNEMENT DIPOLAIRE

13 Dipdle tournant

Un dipole électrique tourne dans le plan Oxy a la vitesse angulaire
w. En notant p la norme (constante) du moment dipolaire électrique,
calculer la puissance P,y rayonnée a travers la sphere de centre O et
de rayon 7, en fonction de g, ¢, p et w.

14 Durée de vie d’un atome

Dans le modele planétaire classique de I’atome, les électrons décrivent
des orbites circulaires autour du noyau. Considérons un atome d’hydro-
gene dont le noyau est immobile en O et ou I’électron, de masse m et
de charge électrique — e, est en orbite a la distance constante r. du
noyau.

1. a) En supposant que la seule force exercée sur 1’électron est la
force électrique due au noyau, calculer 'accélération 7(2&) de
I’électron en fonction de m, e, g et 7.

b) Expliciter I’énergie mécanique F de 1’électron en fonction de
e, o et 7e.
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2.

La puissance rayonnée a travers une sphere de centre O et de
rayon r est donnée par la formule de Larmor :

P :2 1 62”7ret”2
Y 3 47eg c3

a) Déterminer P,y en fonction de e, m, €, c et re.

b) Cette puissance rayonnée est prélevée sur I’énergie mécanique
de I’électron. Si on suppose que l’énergie rayonnée durant
une révolution de 1’électron autour du noyau est tres petite
devant I’énergie mécanique F, on peut considérer que ’orbite
électronique est quasiment circulaire avec un rayon r¢(t) qui
varie lentement.

Etablir & partir de considérations énergétiques I’équation
différentielle vérifiée par r.(t) et en déduire ’évolution du
rayon de 'orbite en fonction du temps. On notera rg la va-
leur de . a t = 0.

c¢) Application numérique. At=0,ry=>53pm (rayon de Bohr).
Calculer la durée 7 au bout de laquelle r. = 0 et la comparer
a la période T de révolution de I’électron. Conclure.

skoskoskoskoskoskoskosk skoskoskoskoskoskosk

ENERGIE ELECTROMAGNETIQUE

2N

15 Calcul d’une capacité a ’aide de I’énergie

Un condensateur sphérique possede une armature interne de rayon
R; et une armature externe de rayon R, > R;. L’armature interne
porte la charge électrique () tandis que ’armature externe porte la
charge opposée —(). Le régime est stationnaire.

1. Calculer le champ électrique ﬁ = E(r) ;. en tout point de I'espace
entre les deux armatures.

2. En déduire la différence de potentiel U = V(Ry) — V(Rz2) en fonc-
tion de @), R; et Rs. Quelle est alors la capacité C' de ce conden-
sateur 7

3. Calculer I’énergie électrique Ur dans 'espace entre les deux arma-
tures. Retrouver alors ’expression de C.

16 Rayon classique de ’électron

Un électron, de charge électrique totale — e, est modélisé par une
boule de centre O et de rayon a, uniformément chargée en volume (de
densité volumique de charge p). On suppose ’électron immobile.

1. Déterminer le champ électrique E(M ) créé en tout point M de
I’espace par cette distribution de charges.

2. Calculer I’énergie électrique Ug totale contenue dans tout ’espace.
En supposant que cette énergie est égale a I’énergie de masse E =
m c? de Iélectron, en déduire la valeur du rayon a (rayon classique
de Iélectron).

1
3. Application numérique : g9 = ﬁ.lo_g w.S.L;m=9110"3! kg;
T
e=1,6.10"" C. Calculer a
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17 Inductance d’un cable coaxial

Un céble coaxial est constitué d’un cylindre conducteur d’axe Oz et
de rayon R; parcouru par un courant électrique d’intensité I (dme)
entouré d’une enveloppe cylindrique de méme axe Oz et de rayon R >
R; (on néglige I’épaisseur de cette enveloppe) parcourue par le méme
courant électrique I mais en sens inverse (gaine).

Les deux courants sont purement surfaciques et on leur associe une
densité surfacique de courant 515 = jlg@ pour I'ame (c’est & dire en
tout point de la surface r = R;) et fgs = —jgszT; (jos > 0) pour la
gaine (c’est a dire en tout point de la surface r = Ry).

Le régime est stationnaire et les deux cylindres sont supposés de
longueur infinie.

1. A Plaide du théoréme d’Ampére, déterminer le champ magnétique
(M) créé en tout point M de coordonnées cylindriques (r, 0, z).
On exprimera le résultat en fonction de 1.

2. Calculer I'énergie magnétique Up répartie dans le volume situé
entre les deux plans d’abscisses z = zp et z = 29 + .

3. On définit I'inductance linéique A du cable coaxial en posant :
1
Up = 5 M I?

Calculer A en fonction de pg, R1 et Ro.

18 Bilan énergétique d’un fil conducteur

Un fil c¢ylindrique infini, d’axe Oz et de rayon a est réalisé dans
un matériau conducteur de type ohmique, possédant une conductivité
électrique . Ce fil est parcouru par un courant électrique I stationnaire,
avec une densité volumique de courant j = j %, uniforme.

1. Calculer la puissance dissipée par effet Joule dans un volume de
cylindre de rayon a et de hauteur h.

2. Déterminer le vecteur de Poynting 7 & lintérieur du cylindre.

3. Déterminer le flux du vecteur de Poynting ®(7) & travers la sur-
face du cylindre de rayon a et de hauteur h (orientée vers l'exté-
rieur). Conclure.

19 Bilan énergétique d’un condensateur

Les armatures d’un condensateur plan sont deux disques métalliques
de rayon a et d’axe Oz, de cotes respectives —h/2 et +h/2. Négligeant
les effets de bord et supposant un régime lentement variable (& préciser
ultérieurement), on admet que le champ électrique est, dans ’espace
entre les deux armatures, uniforme et non stationnaire :

E=-ENT

On étudie le systéeme pendant la décharge du condensateur a travers
un circuit extérieur au cours de laquelle E(t) évolue selon la loi : E(t) =
Ey exp (—t/1).

1. On cherche le champ magnétique correspondant sous la forme :
B=8B (r,t) .
A T'aide du théoréme d’Ampere généralisé, déterminer I'expres-
sion de B(r,t) en fonction de E(t), r et 7.

2. En un point du volume du condensateur (entre les deux arma-
tures), exprimer en fonction de r et de A = ¢ 7 le rapport des contri-
butions électrique et magnétique a la densité volumique d’énergie
électromagnétique :

= Uem (B) /tem (E)

3. Montrer que l'on a ¢ < 1 en tout point du condensateur lorsque
T > T¢ ol T¢ est un temps caractéristique que 'on déterminera
en fonction de a et c.
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Lorsque cela est réalisé, il est légitime de considérer le conden-
sateur comme un systéme purement électrique.

4. Donner I'expression du vecteur de Poynting 7 en un point inté-
rieur au condensateur en fonction de r, E(t) et 7. Commenter la
direction de celui-ci.

5. Donner I'expression du flux de 7 a travers le cylindre de rayon a
et de hauteur h qui délimite le condensateur, en fonction de E(t),
7 et du volume V de ce cylindre. Dans la limite 7 > 7¢ des champs
lentement variables, interpréter le résultat précédent a ’aide d’un
bilan énergétique.

10



