MP1 Janson de Sailly

Etude de particules quantiques dans des marches, barriéres et puits de potentiel

1 Marche de potentiel

On étudie dans le formalisme de la théorie quantique une particule
de masse m et d’énergie E qui se dirige vers une marche de potentiel
de hauteur Vj > 0, modélisée selon la figure ci-dessous :

V(z)

Vo

1) Préliminaire : quelles sont les prévisions de la mécanique classique
dans le cas ou EF > V[;? Dans le cas ou E < Vy?

Soit Wyat(x,t) = @(x) e~ un état stationnaire quantique as-
socié a cette énergie FE.

2) On suppose dans un premier temps que E > Vj.

a) Montrer que :
Siz<0:¢x)=A ekz | B e—ikiz
Siz>0:px)= A eikor | By —ikaw
et déterminer les expressions de ki et ko (constantes po-

sitives) en fonction de E, Vj, h et m. Compte-tenu de la
situation physique étudiée, que peut-on dire de Bs ?

On pose U;(z,t) = Ay eF1® e_%, U, (x,t) = By e""h1® e
et Uy(z,t) = Ageth2® e

b) Ecrire les deux équations reliant les constantes complexes
A1, B1 et Ay. En déduire les coefficients de réflexion et de

transmission en amplitude de probabilité définis par :

0,%
r=———~- et t=
(0, ¢

en fonction de kq et kso.

¢) En déduire la densité de probabilité de présence de la par-
ticule p(z) = [Wgat (2, 1)]? pour 2 < 0 et 2 > 0, en fonction
de |A1|?, k1 et ka. Représenter p(z) en fonction de = et com-
menter.

_)
d) Calculer les vecteurs densité de courant de probabilité j;,
Jr et jy associés aux fonctions d’onde W;(x,t), ¥, (z,t) et

\I/t(x,t).

On définit les coefficients de réflexion et de transmission
en probabilité de la marche de potentiel par :

jr H;tH
R == et T'= =7
Ji Ji

Déterminer R et T en fonction de ki et ks.

e) Que peut-on dire de R+ T ? Apres avoir exprimé R et T en
fonction de E et de Vy, représenter R et 1" en fonction de
pour E €|Vp, +o0l.

3) On suppose maintenant que E < V.

a) Montrer que si z > 0 alors ¢(x) = Az e™ %+ B3 e?* et donner
I’expression de ¢ en fonction de F, Vj, h et m. Que peut-on
dire de B3 ?

Les définitions de V;(x,t) et ¥,.(z,t) étant inchangées par
rapport & la question 1), on pose maintenant W;(x,t) =
Az e 9",
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b) Déterminer les nouvelles expressions de r et t en fonction
de ki et gq.

c¢) En déduire la densité de probabilité de présence de la parti-
cule p() = |Wggar(a,t)|* pour z < 0 et 2 > 0, en fonction de
|A1]2, k1 et q. On pourra poser pour simplifier 7 = |r| e,

%
d) Déterminer j;. En déduire les nouvelles expressions de R
et T. Compléter la représentation précédente en donnant
lallure de R et T pour E €]0, Vp|.

4) On s’intéresse au cas particulier ou Vj — 400. Que deviennent
q, r et t dans ce cas? Déterminer les expressions de Wgpai(x,t)
pour x < 0 et pour =z > 0.

2 Barriere de potentiel. Effet tunnel

On étudie une barriere d’énergie potentielle modélisée comme ci-
dessous :

y V(.T)
V[j )
Région I | Region II 1 Reégion III
oz
0 a
V(m)z{v0>0 s%xE[O,a]
0 sinon

On suppose que la particule de masse m vient de la Région I et se
dirige vers la barriere d’énergie potentielle. On étudie un état station-
naire quantique d’énergie F tel que E < Vj et on écrit :

Bt

\Ijstat(‘rvt) = So(x) e h

1) Montrer que :
dans la Région I:  ¢(z) = A ek 4 By e~
dans la Région II : p(x) = Ay ch(gz) + Bash(gx)
dans la Région III : ¢(z) = Az e® 4 By e~
et donner les expressions de k et ¢ en fonction de E, Vj, h et m.

2) Quelle valeur doit-on donner a B3 ?
Dans la suite on pose W;(z,t) = Ay e'F® e~
U, (z,t) = By e k= e~ et Uy(z,t) = Az eth® e~ et on note Jis
Jr et j; les vecteurs densité de courant de probabilité associés.
a) Que représentent W;, U, et U, 7

b) Déterminer les expressions de j;, j, et j; en fonction de A,
k, m et des constantes complexes A1, By et As.

3) Les coefficients de réflexion et de transmission en probabilité de
la barriere sont définis par :

Un calcul non demandé, qui utilise la continuité de ¢ et de
sa dérivée ¢’ en z = 0 et en © = a, conduit aux expressions
suivantes :

=

Jr

Rb: et Tb:

1
>l

Ji

>

(2

% sh®(qa) 1
Rb = 0 et Tb = V2

1y Vi sh?(qa) 1 + =t sh?(qa)
AE(Vo—E) AE(Vo—E)

a) Que peut-on dire de Ry + T 7 Commenter

b) L’approximation de la barriére épaisse est le cas particulier
ol ¢ > a. Montrer qu’on peut écrire dans ce cas :

_16E(Vp - E)

—2qa
e
2
Vo

Ty
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c) Application numérique : E = 5,0 eV; Vp = 10 eV et
a = 0,50 nm. Calculer 7T pour un électron de masse
m = 9,1x1073! kg. Evaluer T}, dans le cas d’un proton de
masse m = 1,67x107%7 kg.

d) On envoie un faisceau d’électrons correspondant a un cou-
rant incident 7 = 10 mA & travers une surface S = 1,0 cm? .
Estimer la proportion d’électrons qui franchissent la barriere
d’énergie potentielle par unité de temps ainsi que I'intensité
I; associée.

3 Puit de potentiel infini. Quantification de
I’énergie

On considére une particule de masse m qui est confinée dans une

boite & une dimension de largeur L. Pour modéliser le fait que la

particule ne peut pas sortir de la boite, on la décrit par un puit
d’énergie potentielle infini, selon la situation présentée ci-dessous :

V(x)

V(z)=0siz€]0,L]
V(z) = 400 siz €10, L]

777
777

0 L

Pour x €]0, L[ on étudie un état stationnaire quantique de la par-

ticule d’énergie E, de la forme : Ugi(x,t) = () e
1) Montrer que ¢(z) = Ae* + B e~ et donner 'expression de k
en fonction de E, h et m. Quelles sont les conditions aux limites

2)

3)

1)

5)

que doit vérifier penz=0etenz=1L7

Montrer qu’il en résulte que I’énergie E est quantifiée. On mon-
trera qu’elle s’écrit nécessairement sous la forme :

E=E,=n%’Ey, neN*

Donner I'expression de Eg en fonction de A, L et m.

A Dénergie E, est associée la partie spatiale o, (z). Expliciter
I'expression de ¢y, (x) et montrer que l'interpréation probabiliste
de la fonction d’onde permet de déterminer la constante com-
plexe qui intervient dans l’expression de ,. Déterminer cette
constante en fonction de L.

Représenter la densité de probabilité de présence de la particule
p(z) = |Wytar (2, )| en fonction de z € [0, L] pour n = 1 et n = 2.

On s’intéresse au cas ou n = 1. Déterminer (X), (X?2) et I'indé-
termination quantique sur la position AX. On donne :

1 — cos(2
sin?(u) = CZE(U)



