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’ Corrigé du DM n°4 ‘

Partie I - Mouvement de l’électron dans un champ
magnétique uniforme

I.A — L’électron n’est soumis qu’au champ magnétique E, il ne subit
donc que la force de Lorentz : Fr = —q 17/\§, otli on pose ¢ = 1,6x10719
C (valeur absolue de la charge de I’électron). Posons a priori (vecteur
position de ’électron a l'instant t) :

—
OM =zxé; +yey,+ 27
ce qui implique :

s
L dOM . . L dv
v:72x6x+yey+zez et azazxez—l—yey—i-zez
Puisque B = Bé,, la force de Lorentz s’écrit donc :

Fr = —qB (—2 & +9&)

Le principe fondamental de la dynamique (PFD), en projection sur
e, conduit alors & :

(mi=0 = =3(0)=vp. et 2(t)=rvp.t

Le mouvement le long de Oz est donc un mouvement rectiligne uni-
forme.
I.B —
I.B.1) Projetons maintenant le PFD sur les vecteurs €, et €,. En
notant v, = @ et v, = gy, nous obtenons :

mvx = —qBuy, . vz = —wey (1)
mv, = qBu, Uy = Wely (2)

Dérivons la premieére équation par rapport au temps : v; = —w.ly
et éliminons v, pour obtenir :

Uz + wfvx =0
dont la solution est :
vz (t) = Acos(w.t) + Bsin(wct)

Les conditions initiales sont : v,(0) = v, et (1) donne v,(0) =
—wey(0) = 0, ce qui conduit & A = vy, et B =0, d’ou :

|0, (t) = v, cos(wet) |

En substituant dans I’équation (2), nous obtenons :
Uy = Welg = Welpz CoS(wet) == vy(t) = vy sin(wct) + C

avec C' = 0 puisque v,(0) = 0. Il vient donc :

‘vy(t) = Vo sin(wet) ‘

1.B.2) Primitivons les deux équations précédentes. Nous obtenons :

x(t) = L sin(wct) + C1 et y(t) = — Yoz cos(wet) + Co

We We

Les conditions initiales z(0) = 0 et y(0) = 0 conduisent alors a :

z(t) = Y0z sin(wet) et y(t) = Yoz (1 —cos(wet))

We We

1.B.3) Eliminons le temps :

v
x = = sin(wet) , )
We v v
/UOJT UO{,C wc wc
y—— = —— cos(wet)
We We
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Vox

ce qui est I’équation d'un cercle (') de centre H (0, ) et de rayon

We

Vo , AT
rg = —. De plus, le mouvement de 1’électron est T-périodique, avec :

We
27 1 We qB
T = — = = —— — = —
We fe T. 2@ 2mm
Y
H
x
(@)

I.C — Application numérique : f. = 2,8x10'° Hz.
I.D — La trajectoire de I’électron dans ’espace est une hélice d’axe
Oz etdepas h=z(t+T)— z(t) = vo.T.
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Le mouvement de I’électron n’est donc pas confiné autour de O car il
peut s’échapper le long de I'axe Oz.

Partie II — Mouvement de 1’électron dans un champ
électrique quadrupolaire

II.A.1) Le champ électrostatique obéit aux deux équations locales :

L, . —
divE = 2 (équation de Maxwell - Gauss) et E = — gradU (relation
€

0
champ - potentiel). Ici p = 0 dans l'espace inter-électrodes puisque
c’est le vide. En combinant les deux équations, on obtient :

div(—gradU) =0 <= AU =0

ce qui s’écrit encore :

0’U  9*U  0%U

=0
Ox? + Oy? + 022

I1.A.2) L’équation précédente conduit a :

‘4&14—20&2:0 — a2:—2a1‘

I1.A.3) Commencons par éliminer «y :
U(r,z) =ap + o (r2 - 2z2)

Les conditions aux limites & la surface des électrodes s’écrivent : en

r2—2z2:—2z§,UzOetenr2—222:r8,U:VO:
Vo Vo
a1 = 73 2 = 42
an — 20{123 — 0 T + 22§ 4d
2 =
ap+airg = W 9,2 2
a0 = Wy os = Vogp
2+222 2d2
On obtient :
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I1.A.4) Les équipotentielles sont définies par I’équation U(r, z) = Cste,
ce qui implique r? — 222 = C ou C est une constante.

« L’équipotentielle qui passe par O vérifie : 72 — 222 = 0 (C=0)

r
et donc z = +——=. Elle est constituée de deux droites de pentes

V2

1
+—— passant par O.

V2

Equipotentielle passant par O

e Pour les autres équipotentielles, C' # 0. Il y a deux possibilités :
C>00uC<0.

r2—C
2

qui n’est définie que si |r| > v/C. On obtient typiquement

des courbes dont l’allure est représentée ci-dessous, avec

pour asymptote (lorsque r — o0) les deux droites précé-
dentes.

a) C > 0 : I’équation de I’équipotentielle est : z = +

Equipotentielle pour un C > 0

r? +|C|
2
qui est bien définie pour toute valeur de r. Pour une va-
leur de C' donnée, on obtient maintenant les deux courbes
dont l'allure est représentée ci-dessous, toujours avec pour

asymptote les deux droites précédentes.

b) C < 0 : Iéquation de I’équipotentielle est : z = +
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Equipotentielle pour un C' < 0

La figure ci-dessous représente quelques surfaces équipoten-
tielles. Les lignes de champ de E sont orthogonales aux surfaces
équipotentielles, E étant toujours orienté vers les potentiels dé-
croissants.
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E-quipot-el'ltielles et lignes de champ

Rem : On verra a la question suivante que le point O est un
point de champ nul. Certaines lignes de champs convergent vers
O et d’autres en partent.

II.A.5) Dans le plan (Ozxy), c’est & dire pour z = 0 ’équation des
équipotentielles devient : 7> = C et donc z? +y? = C (on a donc
forcément C' > 0). Cette équation est celle d'un cercle de centre O et
de rayon v/C. Les lignes de champ (orthogonales aux équipotentielles)
sont donc des demi-droites d’origine O.

Equipotentielles et lignes de champ dans le plan(Ozy)

II.A.6) De la relation E = —gradU on tire :

ou  Vpx ou Wy

ou  Vpz
S or 22 YT 9y 242 0z

B, = =
0z d?

et E,=—

I1.B.1) Appliquons le principe fondamental de la dynamique a ’élec-
tron. Le poids étant toujours négligeable devant la force électrique,

nous avons : ma = —qF, ce qui donne :
. Vox . wh
mi = 455 T — 5 z = 0
Yoy — W
S MY . Wy .
my q 22 Y 5 y = 0
mi = —q% 4wtz =0

I1.B.2) Le mouvement selon Oz est un oscillateur harmonique de pul-
sation wg. La solution générale est :

z(t) = A cos(wot) + B sin(wot)

. P ) Cw
qui est périodique de fréquence fo = 52

I1.B.3) Application numérique : fo = 1,0x10® Hz. On remarque que :
fe/ fo =~ 300.

I1.B.4) Prenons I’équation pour z : Les racines de 1’équation caracté-
ristique sont :

“o
V2

d’ou des solutions en exponentielle réelle ou en ch et sh, de la forme :

z(t) = A ch (C:/o%f) + B sh (%)

qui tendent vers co. Le mouvement n’est donc pas borné.

ry ==+
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ITI.A — On ajoute la force magnétique :

—

Fp=—qU0ANB=—qB (i€ +1& + ) NE:
d’on :

Fop = —qB (=08, + 1)
Le PFD conduit a :

i wy .

r = ?x—wcy

. wi .

Yy = STYtwex
2

P o= —wiz

ITI.B — Donc le mouvement selon z n’est pas modifié.

III.C.1) On pose u = x + iy donc & = & + 3. En utilisant les deux
premieéres équations, on obtient :

2
. Wy . ..
= —u+ we (—y + i)
2 ~—

=iu

et donc :

L W
Q—chﬂ—Tﬂ

II1.C.2) L’équation caractéristique s’écrit :

2
) w
r? — Wl — 0 —p
2
Pour avoir un mouvement confiné, il faut des racines imaginaires

pures, ce qui impose un discriminant A < 0. On en déduit que :

A=—-w?+22<0 = w.>V2uw

ce qui s’écrit :

qB 2qVy 2mVj
- B =B
m > md? > \/ qd? 0

Application numérique : By = 5,2x1073 T ce qui est une valeur tout
a fait réalisable au laboratoire.

IT1.C.3) Nous avons donc A < 0 et deux racines imaginaires pures
sont :

. /o9 2 . ] 9 2
iwe W — 2uwg iwe T WE — 2wg
ry=—+—+—— e r-.=——- +————
2 2 2 2
de la forme :
ry =iwg et r_ =iw

avec w1 < wo. La solution générale de I'équation différentielle est
donc :
u(t) = Ag exp(wat) + Ay exp(iwit)

Comme wy < we, on peut se contenter d’un développement limité :

w
Vw2 — 2w = w, 1—2—2
w

X
&

o
N
\
E‘E
oN| O
~

A ce degré d’approximation, nous obtenons :

w

2w,

Wy xR w, et w) = < We
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i

I11.C.4) Application numérique : f; = —% = 1,9x10° Hz et fo = f.

2fc
= 2,8x10'° Hz.

III.C.5) u = x + iy donc :

x(t) = Re(u) = Ajcos(wit) + Ag cos(wat)
y(t) = Im(u) = Ajsin(wit) + Agsin(wat)

ce qui correspond a la somme de deux mouvements circulaires de
pulsations respectives wy et we. Prenons par exemple le premier mou-

vement circulaire :

z(t) = Ay cos(wit) et y(t) = Arsin(wit) = 2%+ y% = A?

La trajectoire est donc bien un cercle de centre O et de rayon | 4; |.

ITI.D — La trajectoire est composée de grands cercles de rayon A;
(f1) + petits cercles de rayon Az < A; (f.) auxquels se superpose un

mouvement d’oscillations sinusoidales le long de Oz.




