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Champ gravitationnel et champ de pesanteur terrestre

I.A° Champ gravitationnel créé par la Terre

1. La force électrostatique exercée dans le champ E sur une particule d’épreuve de charge ¢ est F = qE, tout

I.B

I.C

comme la force de gravitation exercée dans le champ G sur une particule d’épreuve de charge m est F' = mgG.

De plus, le champ électrostatique créé en M par une charge ponctuelle ¢y en P est E = 4q0 e alors que
TE
- P
le champ gravitationnel créé en M par une masse ponctuelle mg en P est G = —Gmom. De ce fait, le
| L
théoréme de Gauss électrostatique E - dS = —Qjy devient G-dS = —47G My | : le flux du champ
(S) €0 ()

de gravitation a travers une surface (5) fermée et orientée vers l’extérieur est proportionnel & la masse My
située a lintérieur de cette surface (S). Dans cette expression, G est la constante de la gravitation universelle
(constante de Cavendish).

. Les propriétés de symétrie de la Terre permettent d’abord de déterminer la direction de ce champ : au point M,
tout plan contenant CM est un plan de symétrie des masses donc le champ de gravitation G(M ) est contenu
dans chacun de ces plans, donc dans leur intersection CM et on peut écrire C;(M) = G(M)é,. De plus, le
probléme physique est invariant par toute rotation autour de C donc l'intensité G(M) ne peut dépendre que

—

der=CM et G(M) = G(r)é,.. On peut finalement appliquer le théoréme de Gauss a une sphére de centre C

et de rayon r pour laquelle G-dS = 47rr2g(r). Sir > Ry cette sphére contient toute la masse My de la
(€))
- GM
Terre donc |G(M) = —TTé'T our =Ry +z.
r
Variation du champ gravitationnel avec Paltitude
. . o GMr 2\ . , .
L’intensité du champ gravitationnel est Gp(z) = T2 1+ o soit, dans un développement au premier
T T
GMT z
d = 1—2— .
ordre, | Gr(z) ) < RT) + o(2)
_ . . . 2z ,2 1072
Une variation de 1% de cette intensité correspond a R = 107“ donc | z = 5 Ry =31,9km |
T

- > 2GM
Oun définit ce gradient par | H = rad HQT(z)H) = —R73T€Z ; il est dirigé vers les zones de champ fort (vers
T

le sol) et décrit la variation (ici, la diminution avec l’altitude) de champ de gravitation.

1pgal-em™ =107%s72; Comme ||H|| = 3,08-10"%s 2 on a | ||H|| = 3,08 ugal - cm ™" |

Champ de pesanteur terrestre

Le mouvement d’entrainement est une rotation circulaire uniforme du point coincidant avec M autour de 'axe

(A), a la distance Ry cos ¢ de cet axe donc F,, = mw? Ry cos U |.

GM-
QTE'T + w?Ryp cos ol | -
,

En sommant les deux effets cités, | § = —
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On peut faire le quotient des deux termes, o = W soit, & ’équateur (1a ou le terme d’inertie est le plus
W2R3 27
. T N . . el e s - <12
important, | max = an ol — = 1j = 86400s (en toute rigueur on devrait ici prendre un jour sidéral,
T w

86164 s, et pas un jour solaire, mais la comparaison n’en est que peu affectée) donc ‘amax =1,2-1072 ‘ Cet
écart est en pratique trés significatif et ne peut en aucun cas étre négligé.

Méthodes de mesure du champ de pesanteur i ’aide de pendules

Le pendule de Richter

14
La période des petites oscillations du pendule, | T = 277\/7 , dépend de g donc permet de remonter & une mesure
g

de g.
Un pendule qui retarde a une période d’oscillation plus grande (il marque moins de périodes dans la méme
durée). Le pendule de Richter a donc une période a Cayenne T¢ plus grande que celle Tp & Paris dans un

T 2 min 28 .
rapport T—C =1+ $ =1+ 1,7-1073. En supposant que la longueur du pendule est inchangée, on
P J
a donc I = (1+1,7-107%)% = 1+ 3,4-10"2 donc ‘gc =9,78m-s 2 ‘ L’écart en altitude ne peut étre
gc
2A
invoqué ici puisqu’il vaut au maximum Az = 131 m avec R—Z = 7-1075; il s’agit donc essentiellement d’un
T

écart entre termes d’inertie ‘ Le schéma tracé & la question 8 ci-dessus montre bien d’ailleurs que le terme
d’inertie diminue le plus fortement la valeur du champ de pesanteur pour un point proche de ’équateur, ce qui
est bien stir le cas de Cayenne.

12 AT 1A
De la relation T = 27r\/7 on tire, en assimilant les incertitudes & des différentielles, - = i—g

g g
une incertitude a atteindre

. Comme le

pendule bat la seconde, T =1s et g =9,8m-s 2 donnent, avec Ag = 10"%m-s~!

TA
AT = =29 st
2.9
Le pendule vertical
L’élongation d’un ressort usuel est de I’ordre du centimétre ; elle est directement proportionnelle au poids de
A
l’objet fixé & la base de ce ressort. Une variation Ag = 10 ugal correspond & 29+ 10~® donc la variation de

AL
I’élongation est VA ~ 1078 donc la variation de I’élongation est | A¢ ~ 0, 1nm |!

Une faible variation de la longueur d’un tel ressort conduit & une variation relative beaucoup plus importante
de la force de rappel qu’avec un ressort de longueur a vide non nulle.

Gravimétre a fléeau de LaCoste et Romberg

On peut par exemple imaginer que la hauteur y est initialement réglée de sorte que le systéme soit a I’équilibre
avec la tige horizontale (f = 0). Une petite variation du champ de pesanteur fait pivoter la tige (vers le bas,
# > 0 si g augmente et donc le ressort s’allonge, tandis que ’angle entre le ressort et la tige diminue : la variation
du couple de rappel est donc faible, permettant de détecter de faibles variations Ag. On peut effectuer la lecture
de Ag en ramenant la tige & la position horizontale d’origine & ’aide d’un réglage d’une nouvelle valeur de y
au moyen d’une vis micrométrique.

L’énergie potentielle de pesanteur est mgh ou ’altitude h de la masse m est mesurée par rapport au point O,

ik(s — 50)? —mgasinf |.

1
h = —asin§. L’énergie potentielle élastique est ik(s — 50)2 donc | E, =

Les coordonnées des extrémités du ressort sont (0,y) et (bcosf, —bsin6) donc | s = /b2 + 52 + 2ybsin |

Il suffit de dériver... I"' = mgacos — k(s — so)—s avec — donc I' = mga cos 0 — kybcos 0 (1 — S—O)

S

kyb
qu’on peut écrire |I' = | mga — kyb + Y250 cos | comme demandé.
Vb2 + y2 4 2ybsin 0
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Avec sp = 0 donc T’ = (mga — kyb) cos 0, ’équilibre est réalisé si I' = 0 donc (sauf pour § = +7/2; exclu ici)

lorsque | g = k—y | : une mesure de y donne directement une valeur de g, proportionnelle & la valeur mesurée.
a

Avec un ressort « classique », la valeur de g dépend de y et de la valeur de s a 1’équilibre sous la forme

b 50 . . . s
g=k—y |1 — —| donc une mesure reste en principe possible mais avec sans doute une sensibilité moindre.
a s

On a maintenant pour points d’attache les coordonnées (i sin ¢,y cos ¢) et (bcos, —bsin f) donc s* = b? 4 y* +

1
2yb (cos ¢ sin @ — cos O sin ¢) d’ou enfin EZ’) = ik [b2 + 4% 4 2ybsin( — (b)] —mgasinf | : tout se passe comme

si on mesurait, pour la partie élastique, 'angle 8 décalé de ¢.

La position d’équilibre devient comme le montre I'existence d’un minimum d’énergie potentielle. De
plus, on va montrer que cet angle augmente la sensibilité du dispositif puisque ¢ apparait au dénominateur de
I’expression affirmée par 1’énoncé a la question 26.

O0E,
06
‘ I = mga cos 6 + kyb [cos 6 cos ¢ — sin f sin ¢ ‘

On a toujours I'' = — = mgacos § — kybcos(6 — ¢) qu’on écrit comme demandé en développant le sinus,

Le pivot est parfait et n’exerce donc aucun moment en projection sur Iaxe de rotation (02); le théoréme
du moment cinétique, projeté sur cet axe, prend donc la forme J6 = I'' donc, pour de petits angles 6, J§ =

(mga — kybcos @) — kybsin ¢ ou, en pratique, ¢ étant également petit, Jb = (mga — kyb) — kybg0 |.

On peut recopier cette équation sous la forme 6+ wg(ﬁ — 6y) = 0 avec pour pulsation propre des oscillations

[ kyb mga — kyb
wo = y7¢ et pour position moyenne la position d’équilibre stable donnée par |6y = gkibgby
Y
472 J 472 a
On a maintenant mgoa = kyb et ¢ = %7 donc | ¢ = LQ— ~ 10~ *rad | soit aussi 20" (secondes d’arc) :
15 mgoa 15 90
c’est un angle trés faible mais dont le réglage reste possible au moyen de dispositifs mécaniques.
mga — mgoa A
On a maintenant pour nouvelle position d’équilibre 6, = mga — Mgt qui vérifie bien |6} = 29 (Pusage de
mgoag 9o

Pexpression en tan ¢ par I’énoncé n’est pas justifié ici).

A
Avec 29 = 1078 et ¢ = 10~* on trouve ) ~ 10~ *rad | ou a nouveau une vingtaine de secondes d’arc; cette
go

valeur reste mesurable au moyen d’un dispositif de précision.

Applications de la gravimétrie

L’expression demandée est en fait celle du champ de gravitation, et non de pesanteur. .. Elle est donc donnée
par les symétries de la boule, comme & la question 2 et les résultats obtenus a cette question s’adaptent sous la

M 4 4G A R3
forme G = —TB&« ol Mp = ,u/gﬂ'RS donc | Gp = — (pem ;;2 1 é |
4G (o, + Ap)TR3

La projection de —é, sur ’axe vertical €, est —é,. - €, = — donc gp, = h qu’on écrit aussi
r

4G (pm, + Ap)TR?
~ 3(h2 +a2)3/2
On peut considérer que le champ de pesanteur est celui créé par la Terre (de masse volumique uniforme f,,)

auquel on superpose le champ créé par une boule (et non une sphére...) de masse p' — i, ce qui constitue le
résultat demandé.

3r3

9Bz

4GAuTR3h
On reprend simplement le résultat de la question 29 en ’absence du terme p,, ; il vient | Ag = i il .
3(h? + x2)3/2
4rGAuR3
Le tracé de la fonction Ag(z) est celui dune fonction paire de valeur maximale Agyax = % atteinte

en z = 0 avec une largeur & mi-hauteur Az = 2z, telle que 22 + h? = 2h?, d’ol les tracés (page suivante).

AnGApR?
On a vu que tandis que | Agmax = WC;TMR .

Sur la courbe proposée on lit la largeur & mi-hauteur Az = 120m donc et la valeur maximale

hQA max 1/3
AGmax = 2,8+ 1079 m - s 2 permet de déterminer | R = 379 =3,30m|.
ArGAp
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Il faut que leffet cumulé de l'or et de la grotte s’annulent, donc disposer 'or au centre d’une part et faire en
sorte que la masse totale de l’or soit la méme que celle manquante dans la grotte.
4 M
La masse maximale d’or est donc mg, = §7TR3AM soit avec Ap = p,, (sphére vide) donné par p,, = ﬁ =
3T

5,5-10%kg - m™> une masse maximale | mo, = 23,1t | occupant au centre de la grotte une boule de rayon

1/3
Tor = <3mor> = 65 cm.
AT por

II faut superposer deux anomalies dues aux grottes a celle (en pointillés) due a la plaque de calcaire ; comme le
calcaire est moins dense que le grés cette derniére est dans le sens opposé a celui de ’énoncé d’ou 'allure de la
courbe obtenue :

Prospection électrique des sols

Sol homogéne

C’est un résultat du cours, | R = —— |.
oA

On veut éviter de réaliser I’électrolyse des solutions aqueuses dans le sous-sol.

Les lignes de courant sont ‘ radiales de centre A ‘, j: j (7)€, ; on en déduit que la direction au moins du vecteur

j_"dépend des angles sphériques 0 et ¢. La notation (incorrecte donc) de I’énoncé signifie manifestement que ’on
considére en fait 5 = j(r)é, (invariance de révolution) Le flux de j & travers une demi-sphére dans le sous-sol

- 1
est donc égal au courant total I (loi des nceuds, en régime quasi-stationnaire) donc | j = ﬁér
r
. . s . , . .1 T -2 = pl
Avec la méme anomalie dans I’expression du champ électrique, la loi d’Ohm s’écrit ici £ = pj donc | E = 52
wr
1

et le potentiel V4 s’en déduit par circulation du champ électrique, dV4 = —E-dF = —E(r)dr donc V4 = ;——&-cte
wr

I
ou enfin, compte tenu du choix de constante imposé par ’énoncé, | Va(r) = p

2 [
I
La superposition de deux potentiels V4 = P et Vp = — p convient du fait de la linéarité des équations
27T A 2nrpg
I[1 1
de I’électrostatique donc |V = P [ — } .
2r |ra rp
ol | 1 1 pl [ 1 1 pl [ 1 1 1 1 .
Vu=—|-——"—=|etVy=—|———==|d AV="——|—+ = —— — —— t
M=o [AM BM} GINZor |AN T BN O or |AM T BN AN Ba |V POT™e
d’écrire p = 2mAV en posant | f = L + SN S
P="17 p “AM " BN AN  BM




—_

1 1 1
44, Danscecas,fzz 4+-————donc|f=

1
¢ 20 2 (]
45. Ici f = 1/¢ ou 3¢ = 10m donc . On s’attend donc & une différence de potentiel AV = /)2_f soit
s

10
AV =239V |; les points M et N, situés a 5= 1,67 m de part et d’autre du centre de symétrie sont, d’apres
la simulation, aux potentiels +1,2V donc | AV ~ 2,4V | : la simulation est en accord avec le calcul proposé.

46. Les lignes de courant sont confondues avec les lignes de champ électrique, donc perpendiculaires aux équipo-
tentielles, et bien sir dirigées de A vers B :

4

V.B Modéle a deux terrains
47. Si AB < h, la présence de la couche profonde est peu sensible (figure 17 & gauche) donc . Si AB > h,

l’essentiel des lignes de courant passe dans le milieu profond donc .

48. On lit directement sur la figure| p; = 40082 - m ‘ et ‘ p2 =40Q - m ‘ On lit ensuite sur 'abaque fournie la courbe
correspondant & p2/p; = 0, 1. On peut par exemple identifier le passage par le point milieu, pour AB/2h; ~ 2, 5.

Sur la courbe expérimentale proposée on l'observe pour AB/2 ~ 6,5m; on en déduit que .

h"‘“‘.

Solutions proposées par P. Rouz, paul.roux@fauriel.org.



