MP1&2 Janson de Sailly Correction - DS n°8 (CCS-Mines)

Correction - DS n°8bis (CCS-Mines)
Thermodynamique - Courbes intensité-potentiel - Mécanique quantique
(Samedi 8 avril 2023 — Durée 4 h)

1 Centrale - MP - 2016

I Confinement d’objets quantiques

II.A  Confinement dans une boite quantique

IT.A.1. (a) Confinement au voisinage d’un minimum de potentiel : oscillateur harmonique
E, = %m &2 + %mwzajz = cte d’oll en dérivant par rapport au temps i + w?z = 0; conversion

d’énergie cinétique en énergie potentielle et réciproquement.



MP1&2 Janson de Sailly Correction - DS n°8 (CCS-Mines)

I1.A.2.

ar, w = L mémes calculs (analogie
dt’ Ni7eh ‘ ‘

méca-élec) ; conversion d’énergie électrique stockée dans le condensateur en énergie magnétique
stockée dans la bobine et réciproquement.

ihaw G _82w + V(x)Y(z,t) | ot |40 est la densité de probabilité de présence, c’est
h— = —— : 2 = ' S » présence, c'es
ot 2m \ dz2 it $ b =

a dire que la probabilité dP de se trouver entre x et x + dv a t est dP = [i(x,t)|*da.

2
Circuit électrique LC : E = 4 + $Li* = cte ol i =

g(t) = e~ oil E est I’énergie de cet état. Cet état est stationnaire car la densité de probabilité
de présence p = \1/)\2 est bien indépendante du temps.

+oo
C’est un état 1ié et la fonction d’onde doit étre normalisée : [ [1)|?(z) dx = 1.
—0o0

+00
(x) = [ z|¢|*(x)dr = 0 (imparité de la fonction ou changement de variable 2 — —x). Avec le
—o0

formulaire on a directement ’extension caractéristique Az = %\ / % = 3,0nm.

h *h g *hw
Azdp, 2 5 = Aps 2 ,,/m2°". Bt (p;) = 0 donc (p2) = (Ap,)? > mT diott B =
2 . I h
<§)—; + %m*wzx2> > ? Pour 'OHQ le minimum est atteint et Fy = 70”)

Contrairement au cas classique cette énergie minimale n’est pas nulle mais strictement positive.

Cette énergie minimale est directement liée au confinement au travers de w et de la relation

d’incertitude de Heisenberg (c.f. calcul ci-dessus).
On a toujours g(t) = e~ eten injectant la solution a variables séparées ¥ (z, y,t) = go(x)x(y)e_“g
oY 12
dans 'équation de Schrodinger bidimensionnelle z’h—l/ =—— AY + V(z,y)¢¥|ona

ot 2m ~~

laplacien

r2 (9% 0%x - :
o \ 3 X + 99? + (V(z)+V(y)) ¢x = Epx; on divise par ¢(z) x(y) et on sépare les

O 0
o1 02 | 0?x
R s i T = CRIGY Rrie ——
om o(z) \ 022 +V(z) g V(y) =cte puisque le

variables pour obtenir — 8
2m x(y) \ Oy
terme de gauche ne dépend que de x et celui de droite que de y.

Ainsi p(z) est solution de I’équation de Schrodinger stationnaire 1D pour le potentiel harmonique
V d’ou une énergie F, = (nI + %) fw et de méme pour x(y) avec une énergie F, = (ny + %) hw.
En réinjectant dans ’égalité précédente on en déduit que E = E, + E, = (ny +ny + 1) fiw avec
n. et n, entiers positifs.

On obtient E2P = (n + 1) hw ot n entier positif de dégénérescence g2” = n+1 (nombre de paires
d’entiers positifs n, et n, tels que n, + n, = n). Le fondamental d’énergie EZ” = hw est non
dégénéré.

On peut citer les diodes laser qui émettent principalement dans l'infrarouge.

On éclaire 1’échantillon par une source de fréquence réglable (IR/visible/UV) et on mesure I'ab-
sorbance en fonction de la fréquence; des pics de résonance se présentent a certaines pulsations
de résonance wy p liée aux niveaux d’énergie par hw, , = E, — E,.

eBy w m*w
> <« — & By < Bpax = ——
eV/2

wE /2
kpT ~ 10722 J <« hw ~ 1072 J donc I'agitation thermique est négligeable et la — quasi — totalité
des électrons se trouve dans 1’état fondamental d’énergie E) qui est donc le seul a contribuer a
I’absorbance.

g = =25,6T ok!

t
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1ILA.3.

11.A.4.

(e) On effectue une modélisation linéaire trés satistaisante des courbes funs(Bs).

5 17 R

H

£ 16

[=]

2

B~15]

2

3

@ o

o

€ 13

= )

z

12
B, (T
0 2 4 6 8 10 - (T)
2 w2
Interprétation : on a B, < 9T ~ % donc j" < W adrd < w?: on peut donc considérer
que Q ~ w.
w : Bl : E_-E w e ) 5
Les fréquences d’absorption s’expriment alors f1 = . — B et fo = —w "Wy
h 2m dmm* ' h
w e
2r | dxm* " )
Cela correspond bien aux variations affines symétriques observées.
Aspect quantitatif : pente mesurée £2,0.10'' Hz T~ pour une pente théorique :t4 - ==
Imm

+2 0.101 Hz. T : T'accord est excellent !
Il v a par contre un probléme car les deux droites devraient se croiser sur I'axe des ordonnées a

T 14,5 THz ce qui n'est pas le cas (la question suivante va apporter 'explication).
w

On se place & B = 0 et I'anisotropie léve la dégénérescence sur le premier niveau excité B = 2w :
en effet on a B, = (nZ + %) fw (14 5) (DL au premier ordre en €), E, = (-ny + %) iw(1—5) et
E=FE,+E,.

Le fondamental (ng,n,) = (0,0) est d’énergie inchangée fw mais les couples (1,0) et (0,1) corres-
pondent désormais a des niveaux d’énergie différents :

E,1) = (2 — §) fw premier niveau excité et E; gy = (2+ §) fzuu deuxiéme nivean excité. (Vest bie{j} ce

~ 13,75 THz et f10y = (1+5) — ~

qui est observé a B = 0 sur la figure 5 avec f(g ) = (1- s 9 :

15,15 THz. On note que I'on a bien une moyenne de 14, 45 THz égale a la valeur attendue de 14,5 THz

aux incertitudes de lecture pres.

Jfa,0 — fon ~ 15,15 —13,75
fmoy n 14,45

On obtient une anisotropie £ = ~ (),1. On note qu'on a bien £ < 1.

2399
nsh-m
(a) Clest le cours sur le puits infini de largewr D : E, = —= i ol n., € N*,

° 0 2meD?
(b) On powra considérer que le mvt de l'électron selon z est « gelé » si |E. o — E. 1| > hw soit

D« \/gm / mi‘w (voir paragraphe B ci-aprés pour la justification).

(c) L'inégalité ci dessus se rééerit D < m/3 Az alors que sur la figure on a Az ~ Ax donc I'échelle
verticale a été dilatée.

: 2 TZ
(d) cf. cours, avec la condition de normalisation (= € [0; D)), pn(z) = \/5 sin (ng )

(e) Dans les deux cas les états stationnaires correspondent a D = "né mais la corde de Melde
correspond a une onde mécanique classique alors que le puits quantique est justement quantique
avec des aspects 2 la fois ondulatoires et corpusculaires ot |@|? est une probabilité de présence;
pour le puits quantique I'énergie est quantifiée, contrairement a la corde de Melde ou elle ne I'est
pas.
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(f) Voir tracés ci-contre.

La fonction d’onde ¢, et la probabilité de
présence |¢,|?> s’annulent sur les bords, et
présentent n maxima (ventres) entre 0 et
D et n — 1 annulations (nceuds) a l'inté-
rieur.

(g) Pour les énergies élevées, la distance entre
les noeuds et les ventres devient tres faible :
on tend vers une probabilité de présence
uniforme qui est le comportement classique
attendu.

II.B  OHQ en équilibre thermique

II.B.1.

I1.B.2.

II.B.3.

I1.B.4.

hw

1 _En +00 _ _En _ By +oo / _ _hw \T e 2kBT )
P, = ¢ T ou Z = > e *T =e *T ) (e ’“BT> = 7 = ——— est la fonction de
o n=0 n=0 1— 6_ kg T 2sh SkpT
partition.
B, _ hw
r==" _ ¢TE®T <.

Si hw <Z kT alors I'agitation thermique domine et P11 ~ P, ; les états sont sensiblement équipro-
bables.

Si hw > kpT alors P,+1 < P,. On peut dire que 'OHQ est « gelé » dans son état fondamental ou se
trouvent 'immense majorité des particules.

+00 1 i Jss ‘ i 5
(E) = n§0 Py Ey,. On pose = T et on constate que (F) = A 'rzg() EnePEn = TR
hw hw A
Du calcul de Z au 1) on déduit | (F) = — + — w

2 ®T _1 2tanh (%)

On déduit que pour 'OHQ en équilibre thermique :

— Si hw < kT alors tanh <%) ~ QZ;JT et (E) = kpT'; on retrouve le résultat classique correspon-

dant au théoreme d’équipartition de I’énergie : 2 degrés de liberté (DL) quadratiques et kBTT par
DL quadratique classique.

— Sifiw > kpT, POHQ est « gelé » dans son état fondamental et (E) = Ey = i%w (ok car tanhu — 1
si u — +00).

La courbe en trait plein correspond donc a ’'OHQ et celle en pointillés a I’OH classique.
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2 Les bouées houlographes Waverider (d’aprées CCS - MP -
2022)

I Prévention de la corrosion

I.LA  Thermodynamique de la corrosion du fer

Q1. — Caractére oxydant ou réducteur : On sait que la somme des nombres d’oxydation est égale a la charge
de l'ion on de la molécule. Le nombre d’oxydation du fer dans Fe) est donc . il est de dans Fe( ;;)

et de | +1II | dans Fe?;), Dans Fe (OH)Q(S) :

n.o.(Fe) +2 xn.0.(0O)+2 xn.0.(H) =0

le nombre d’oxydation de 'oxygene est -IT et celui de 'hydrogene est +1 done celui du fer est ‘ Par
le méme raisonnement, le nombre d’oxydation du fer dans FeOOH g est . dans HFeO;(aq).
]

— Caractére acido-basique : On remarque que Fe(OH)z(S) peut étre vu comme basique par rapport a

24,
Fe(aq) :

il est de

Fe (OH), () +2HT — Fell ) + 2Hz0uq)

et acide par rapport a HFeO; (aq) *

HFeO

2(aq) + HT — Fe(OH),

De méme FeOOH) est basique par rapport a Fe?;'l) :
FeOOH ) + 3H" — Fe(7) + 2Ha0q)
— Conclusion :
— A bas potentiel, on trouvera Fegy ; puis Fe?t  Fe (OH), (s) €t HFeO;(aq) et enfin & haut potentiel, Fe

(aq)
et FeOOH(S).
— A bas pH, on trouvera Fe?:q) puis a pH intermédiaire Fe (OH)z(s) et enfin HFeO;(aq), De méme on

3+
(aq)

retrouve Fe?;;) a bas pH et FeOOH,) a haut pH.
D’ot1 le placement des especes sur le diagramme.

Potentiel (V)
2-

1,51
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Q2. On doit considérer le couple Fe%;fl) /Fegyy done la frontiére entre les deux especes. La formule de Nerst est :
E = E° (Fe’T /Fe) + O;ﬁ log ([Fe**])
A la frontiére entre le domaine du fer solide (Fe()) et celui de l'ion fer II en solution (Fe?;;)) :
Fe*t] = Cia et on it Frrontiore = —0,65 V

Done :

‘EO (Fe’* /Fe) = —0.65 — 0,03 x (—6) = —047 V

Le produit de solubilité est la constante de la réaction de dissolution :

2 ¢ —
Fe (OH), (,, — Felf + 2HO[

Soit :
K, = [Fe**] x [HO"]?

A la frontidre entre le domaine d’existence du solide (Fe (OH), (S)) et celui de 'ion fer (II) en solution (Fe?;'l)) :

[FGQW = Chra (définition de la convention de tracé)

Nous relevons aussi graphiquement :
pHy =95

Done :
[HO*L‘r =10"1+9%5 = 107%% ol - L™t

Ainsi : )
Ko =10"%x (107%?)

Q3. On écrit la demi-équation du couple FeOOH /Fe%;l) :

FeOOH() + 3H" + ¢= — Fell

(aq) T 2H20q1q)

La formule de Nernst correspondante est :

0.06 mt)?
E = E° (FeOOH/Fe’T) + — log ([Fe“}

A la frontiére entre le domaine du solide et de celui de I'ion en solution (FeZ!

(aq)) : [FGQH = Ciya. Alnsi :

Eg = E° (FEOOH/Fe?t) — 0,18 pH — 0,06 log (Cyyra)

La pente de la frontiére séparant FeOOHq) et Fe?a‘;) est —0,18 V.

Q4. Le dioxygene et le fer n'ont pas de domaine commun : le fer solide est oxydé (en Fe?T a4 pH 7) et le dioxygéne
est réduit en eau.
Fe —s Fe?* 4+ 2¢~

Oy + 4H'Y + de” —5 2H,0

Le bilan est :

2Fe + Oy + 4HT —3 2Fe?t + 9H,0
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I.B Cinétique de la corrosion de I’acier

Q5. Schéma : une tension est imposée entre 1’électrode de platine et I'acier, un courant circule; tandis que l'on
mesure la tension entre 'acier et I'électrode au calomel saturé.

LT
o®
T W Jj
Pt Acier Calomel
Q6. — La zone (a) pour i > 0 correspond a I'oxydation du fer solide en Fe?T (car a pH = 8,2, c¢’est 1'ion Fe?T qui

prédomine).
24 -
FE‘(S) — Fe(aq) + 2e
— Le premier plateau (b) observé pour i < 0 et proche de 0 correspond a la réduction du dioxygene en eau.
Le platean est un palier de diffusion de 'oxygene dissout.
O (aq) + AHT +4e” — QHQO(“q)

~ Le mur du solvant (¢) observé pour i < 0 (AE = —0,95 V) correspond a la réduction de 'eau en dihydrogeéne
gazeux.
2HT + 27 —» Hz(g)

Q7. En prolongeant le mur du solvant jusqu’a I'axe des abscisses, on releve AE == —0,94 V pour un courant nul.
Soit, comme Ecalomel = 0,25V :
Eacier = 70369 Vv

or le potentiel de Nernst de ce couple est :
ENernst = —0,06 pH = —0,06 x 8,2 = —0,49V

On en déduit la valeur de la surtension cathodique :

nc =-020V

Q8. 1l correspond au platean a vitesse nulle, et a la zone linéaire lorsque la vitesse du courant d’ean est non nulle.

Q9. Le renouvellement du dioxygene dissout par le mouvement de fluide fait que la diffusion n’a a se faire sur une
zone de plus en plus réduite au fur et a mesure que la vitesse du fluide angmente, et devient ainsi de moins en
moins limitante.

I.C Protection par anode sacrificielle

Q10. Schéma complété :

H?O(/)Q
!

Acier Al

Q11. On repere le potentiel mixte correspondant a la courbe d’oxydation de I'aluminium et a la réduction des
ions fer. Les courants se compensent pour AE ~ —0,75 V et on releve :

Jeorr = 1,5 X 107°A .- cm™ 2 = 1,5 x 107 A .- m?

Q12. A cette densité de courant est associé un courant JeorrS = Jeopemd? so0it, sur un intervalle de temps At, une
quantité de matiere d’électrons égale a :
ne- = jcorrﬂ—dgif
F

7
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La quantité de matiere d’aluminium est n.- /3 donc la masse d’aluminium est :

o deond®M (AL At
AL= 3F

On a Ama, = AeAlwdeAl ainsi :

AEAI - jcorrﬂ"-[ (Al)

=514 x 10712 m-s7t
At 3]:/);&1 3} X m-s

Soit pendant 1 an, une épaisseur de 1,62 x 1074 m = 0,162 mm.
Q13. La valewr obtenue sur trois ans (environ 0,5 min) semble assez éloignée de I'épaisseur de la piece...
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3 Centres de données (d’aprés CCS - MP - 2022)

Q1. Enoncer la loi de Fourier relative au vecteur densité de flux thermique jg qui caractérise le phénoméne
de conduetion thermique le long de 'axe de Pailette.

-ﬁ_;) = - l?\_:b(_"l__)

Q 2. En réalisant un bilan de puissance thermique sur une tranche de longueur dr de l'ailette, montrer que
la température suit I'équation différentielle

4T 1. 1 . | Aa
T = T, avec == (L1
dr? 42 g2 et T (L1)

ﬁJ;.ZS\rJn.. RR AN wP P SAA) ﬂT —t Qerds)

(V) = 3B 4 W = A SR ardn) - Dk

Rk

‘U_"“: c‘h&(&) QB: - @(ﬂﬂl&) o\-b - éPu,J)G e
S jeled)sd - AT TS dk ~o

Aot — S da T L v, b (o) ) =0
o~

\ET
das

LTRSS T

L o = il -

_~

a — 2 (T _T.) -0

Q3. Vérifier I"homogénéité de 'expression du paramétre § introduit dans la question précédente. Estimer
sa valeur numérique dans le eas d'une ailette en silicium de rayon a = 1 mun.

[} ’ dl"l"' —\.-
.imr.\-IMLLLa,, T T

dat (5
4T 1 B} Ev
TN- dat - Z&}
I

@ @ 1~
= = — o e <) . L
L‘L. E&']"’ [ =

-_—

Ta
g&
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R Y AN R N
2

o Cy) g_&‘.] = E_J"ﬂ,

Cb:&‘-j @.L,"'

L. &Ml

{
= L Loy Cded _ 2
Ch) Cen)
(3l=L
“ "
AT 2 2 e - Lo (= ok
B DAL a2 ) - e L wtdbi,
Q4. Expliciter les conditions aux limites que doit vérifier le champ de température T'(z) en r = 0 et en
z=5

A 'l‘l-:'.Ol ‘Q-. r.o«)mcl: Ttaga‘l m.roq,, T{_f-.l») = T_l

e -v,:fl-.;, . L&hi IR T WY u.r(.uh e /Qa M-easL‘om ok -
. b,,,L, o pd b mﬁuv e S TGal)

vy Ta (@ Ov\w.h'
|(1,¢,) TNL‘.«L L L/QD T
—0 1- L "otk r——t-.k‘ i llnm Jall‘m.u..
L
i) L)
— | =¥ i&U”) - :h(l:)
ar _ aeb] T
'l@\ﬂr" L (Toeb) )

Q 5. En précisant les approximations effectudes, obtenir une t\[t-\-slltlml\llﬂl approchée de T(x) dans
le cas ot b = 4. Vérifier la cohérence de cette expression avee la figure 2

S = * A‘H’\'M\-L. UM(-\:'"W\A-\»W a\\ *-"Lnuotr\- L— L Xv,w[..ni.:

& LS % -i“ ﬂx) ~ e 'TM TLA
b x=b

~ - ar
e 1&/()‘.: L) = _-LI:\I,—,L'

v A(keb) -T) o

— D

10



MP1&2 Janson de Sailly Correction - DS n°8 (CCS-Mines)

Y& Tla=b) = T $ b»S
R Lo L TNgQ.N._ T .- Mru);n
o h Y - T-
. {i‘ - r =0
dal G

et L Jpe e T
bk " = + jg ‘LLL W c\\.’

Ly VA PAT —

doc TM_- A + be dors T =~ la

PR St &-0 & : A -

Dl T = (Ta-T) A

Dl TW-T- - MY R R VR A

TL o 3 !

. bA -
i e o Ry~ = fy= Ao .

Q6. La figure 3 donne une représentation graphicue de I'évolution de la résistance thermique d'une ailette
cylindrigue en fonetion du rapport b/d, pour différents matérianx. Interpréter physiquement l'existence d'une
valeur asymptotique de Ry, commune aux différents matériaux lorsque b < 4 ;

; Justifier sa valeur numérique.
RS e Wk A b

b & (pr tam0d) e
T“LTL | R S Abenk U L R
'cL_.,..T... L&«i ok S ol A N N
e e
1 (o 5 o b Mo omdido
Umm e T, dr % LLT»Q. e
beey - L %ﬂux QLL:\B—Q- un.‘vdh%n“‘m. 'Q (L\TL.T)
bes e b v d = dos AS(Tey) ) = M (momy

11
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Re ¥ T -

Q.

dans le cas olt b >3 4.
o~

Z??

=

[0

T(x)

¢l

oy L\.-)Yj

!
L
Dl 2

o f03.
s

Q\!,., =

. Z JL.J..’{“.
1 S
Q»~ ‘R«~ L l\muilajp\-w-

N

"

len ) u.ulig«u Lo Amdlrgn
lea,,., Lz/j

Retrouver, par le calcul, la valeur asymptotique de la résistance thermique R,,, de lailette en silicium

(A-T) ™ + T

_\4T

do

S

]

2 (T-T)S
Z:CA )

K. W

K(FLAA}V @T"'E’ o\wl 23

= 34w koW

o LS -

Q 8. En pratique, les ailettes sont réalisées en aluminium et leur longueur est fixée 4 b = 2 em. En vous
appuyant sur la figure 3, justifier ces choix, puis estimer le nombre d’ailettes (de rayon a = 1 mm) & associer &
un microprocesseur dissipant une puissance thermigue de 200 W pour que la température de e dernier n'excéde
par 60 °C en régime stationnaire de fonctionnement. Commenter.

Poun L‘p&,«miml aw—b;%
& b b

%:2(1«"\

1

-

—_ =

.ﬁ@ur_sm SUTHIR RN

3hk/ =

~

Ry

-.T_n" U N .J..ﬂ.u ;L' prrvas -r\u“m-u. o arn uAd~
@Hfz_ -&DOUJ i o - Sw:, ”’j)-_', M* -T&_:T*
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T <f0'c | & Lo mwawb‘ T = 20°C

~ o N R Qe S 22230 _ aso
11—'—“‘5

T T P
Mo /‘u«t\ ragom s N 4MI SN
MMT‘J{{I -

Qo La solution premiére de refroidissement de la salle repose sur otilisation d'un systéme de condition-

nement d'air (parfois désigné « climatiseur » par abus de langage). Estimer le coiit annuel, en euros, de cette

solution en econsidérant que le systéme de conditionnement d’air fonctionne en permanence et que son efficacité
on COP (Coefficient de Performance) — est égale a 3.

(¥ N

%ﬂv\f A, 103)’ o-.:uu@ Ca = 1:) x W — f)rll} ¥ &ylﬁbé
3

ce = 2,AL6

Q 10. L’air de la piéee est modélisé par un gaz parfait diatomique, a la pression atmosphérique et & la

température T, . Exprimer, puis évaluer numériquement, la masse volumique p,; . de Uair dans ces conditions.

En déduire le débit de masse d’air D, enkg-s~', brassé par le ventilateur dans ces mémes conditions.

13
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Loob Xy T«%‘.& PV afT - moRT
m o _ M

@o-.s.. €M(,-_ N Yl - D}L“%-I—' OFMM
= 2% yfwd

v aT

3
Aohs® « 2. Lh{-""\s = A1 ba'/ms
€3 a (2¥53S)

3 o Pase

u

& ‘L do- gD, = 0,%B k| 0% lyh

Q 11. A laide d'un modéle simple, estimer la période de 'année sur laquelle le systéme de free-cooling est
fonctionnel. En déduire le gain annuel en euros obtenu grace a I'installation du systéme de free-cooling dans

cette salle informatique,
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