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’ Corrigé du DM n°10 - Electromagnétisme ‘

De la physique autour d’un tore - Extrait Mines Ponts MP
2014

I. Etude d’un conducteur ohmique torique

6.
7.

10.

11.

go est la permittivité du vide. Son unité est le farad par metre : F.m ™.

A —
A partir de I’'équation de Maxwell-Gauss div E = p/eo et de laloi d’Ohm locale j =+ E,
on peur transformer ’équation de conservation de la charge :

. — Op dp p
d Lo oen |L+Loy
ivjg + T en En + -
ou la constante de temps 7 vaut :
T = 0~ 10795
Y

On en déduit la solution :

p(M,t) = p(M,0) e "/"

qui est quasiment négligeable au bout d'une durée T' =~ 57, c’est a dire quasiment
instantanément.

. IARQS revient a faire ¢ — 400 dans les équations de Maxwell, ce qui simplifie I’équa-

tion de Maxwell-Ampeére en :

rot B =poj puisque — B — 0
c

. On a donc maintenant pour systeme d’équations vérifiées en régime permanent dans un

conducteur ohmique :
_)
J :’yﬁ ;i p=0; divﬁ:O et r—o%ﬁ:ﬁ

|
La derniére équation entraine qu’il existe un potentiel électrique V tel que ﬁ = —gradV.
L’équation de Maxwell-Gauss implique alors que :

div (g@i V) =0 clest a dire

2
On a maintenant 1w 0 avec V(0) = U et V() = 0. V est donc une fonction affine
de 0 :
U 10V U U
V@) =——0+U donc E =2 tig= —tg dot J =12 ay
o! r 00 ar ar
L’intensité demandée est le flux du vecteur 7 a travers la section du tore : I = [f 7(@

avec (ﬁ = drdz dg. Il vient donc 'expression :

b c
I:W/ dr/ dz dou I:”Cm(b>U
o a T JO (% a

qu’on écrit I = U/R avec :

B
~ ~c In(b/a)
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L
12. La relation demandée est donc R = —. Ici, on peut remarquer que :

~vS

ln(b):1n<1+b_a>%b_a
a a a

si (b—a) < a. On a donc la valeur approchée :

aa

R~ ve(b—a)

ol on reconnait S = ¢(b— a) (section) et L = aa (longueur). On a donc bien R ~ L/~S.

ITI. — Etude d’une pince ampéremétrique

13. — L’approximation des états quasi-stationnaires (AEQS) a été présentée a la question 8 : elle consiste

14.

15.

ok -
a négliger le courant de déplacement EOE devant le courant de conduction j, donc a calculer le

champ magnétique par les équations ot B = Moj et divB = 0, exactement comme dans le cas

magnétostatique. Le théoréme de Stokes f B.dr = / ot B - dS pour un contour ferme (C)
©) S
servant de bord orienté & la surface (S) permet alors d’énoncer le théoréme d’Ampeére, la circulation

de B sur un tel contour fermeé vérifie j{ B.dF = poi(sy | ou le courant enlacé i(s) est celui qui
©)

traverse la surface (S).

Tout plan contenant ’axe (Oz) est un plan de symétrie matérielle des courants i(t) et i1(¢) donc le
champ B créé par ces courants est perpendiculaire & ces plans de symétrie : B (M) = B(r,0, z)uy. Ce
champ est également invariant par tout rotation d’un angle multiple de 27w /N ; si N est assez grand,
il s’agit pratiquement d’une invariance de révolution donc B (M) = B(r,z)up. On applique alors le
théoreme d’Ampére & un cercle (C) de rayon r et d’axe (Oz), donc a r et z fixés, et entiérement situé

a lintérieur du tore; on a alors di = rdfiy donc B - dF = 27rB(r, z). Le courant traversant un
©

disque de rayon r comporte (dans le sens positif) le courant ¢ au centre en N courants tous égaux a

i1 (puisque le cercle (C) est intérieur au tore, le disque est traversé une seule fois par chacun des fils

formant un rectangle) soit iy =i + Nij et B(M) = B(r)ig on B(r) = ZM—O(Z + Niy) |.

r

Considérant que le bobinage de la pince ampéremétrique est formé de N rectangles de cotés b — a

= = = woN bar e
et ¢, il vient & = N/B -dS avec dS = drdzuy donc ® = 5 (i + Nz'l)/ —/ dz ou enfin
Q a T Jo

N b
¢ = M(; ‘ In ot (1 + Niy) | Puisque ® = Li; + Mi pour ¢ et i1 quelconque, on peut identifier les
Y
N? b N b L
deux termes | L = Mlna+ et | M = Ho C]na+ - |
27 a 27 a N
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2 Phénomenes d’induction électromagnétique

I Flux du vecteur champ magnétique

1. L’analyse des symétries et des invariances, puis 'application du théoréeme d’Ampeére sur

un cercle centré sur le fil, perpendiculaire a celui-ci, et de rayon r permet de m
pour r» > 0 :

Bi(M) = ’;":;79

ontrer que,

2. Les lignes de champ magnétique sont des cercles concentriques centrés sur le fil, perpen-

diculaire a celui-ci, et s’enroulant autour du fil dans le sens trigonométrique.

3. Le flux du champ magnétique créé par le fil a travers le cadre rectangulaire orienté dans

le sens ABCD vaut :
1L rd+e d 1L
¢1:// ﬁl-d?:// Byl - dedrity = M / & fony
ABCD ABCD 2 d

T r 21

Le flux est donc positif avec cette orientation du circuit.

IT Force électromotrice et courants induits

dd
1. La f.e.m. est nulle car ®; = cste et donc e = —d—tl =

2. Ce deuxieme cas correspond au cas de Neumann.

)

(a) L’orientation du circuit selon ABCD impose le sens de la fleche du courant iz, de e

et de dS,rients, comme le montrent les schéma a) et b) ci-dessous.
a + b C
) z ﬂ; C ) > ) z

15(1)
()] ®B) ®F |:R:| () l e<( HOT e (

)1e=vp-%

Calculons tout d’abord la f.e.m. induite dans le circuit en utilisant la loi de Faraday
(avec cette orientation, le calcul du flux est bien dans le bon sens par rapport au I,

avec cﬁmemé selon u_g) :

dd, uoaLl d+ /¢
a  2r o\ d
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L’application de la loi d’'Ohm dans le circuit équivalent de la figure b) constitué
du générateur idéal de tension et d’une résistance R nous donne : e = Ris, et on

obtient finalement :
o MoaLl d+1
2T TR Ta

Le courant est négatif. Essayons de retrouver cette proporiété avec la loi de Lenz,
sachant que le courant induit doit générer un champ magnétique induit qui doit
s’opposer a la variation du flux a travers le circuit. Comme 77 augmente au cours du

temps (a > 0), ¢ augmente, et donc ?mdwt selon — Uy (on rappelle que ﬁinduit

ne s’oppose pas toujours a B, par exemple dans le cas ol le courant 71 diminuerait,
induit €t seraient dans le méme sens). On retrouve bien que cela est cohérent

avec un courant is < 0 selon ABCD (ou un courant positif dans le sens DCBA).

Lorsque l'interrupteur est ouvert, aucun courant ne circule dans le circuit ; cepen-
dant, la présence du champ magnétique variable donne toujours lieu & un champ
électromoteur identique dont la circulation n’a pas changé par rapport au cas précé-
dent varié puisqu’on néglige la taille de I'interrupteur. Il existe donc une différence
de potentiel entre les points P et () identique a la f.e.m. calculée précédemment.
En utilisant 1'orientation précédemment choisie pour la f.e.m. (Fig.2c), on obtient

directement :
~ poal d+7¢
VpoVo=e=-" 1“( d ><0

De la méme fagon que précédemment, on obtient avec la fleche du courant 79 orientée
dans le sens horaire :

ig =

oL Lwy cos(wrt) | d+ /¢
2R 1 d

Les courbes i;(t) et ia(t) sont en quadrature de phase, avec io d’amplitude néces-
sairement plus faible que i1 (attention, c’est 'opposé de io qui est représenté ici...

i (0

TN O A
INIRYRIATATAX

4. Ce dernier cas correspond au cas de Lorentz.

(a)

La fem d’induction est nulle dans ce cas d’apres la loi de Faraday, car le flux du
champ magnétique est inchangé a tout instant.

On peut également s’en convaincre en se placant dans le référentiel du cadre mobile :
le champ B étant invariant par rotation d’angle 6 autour de I'axe z, le champ pergu
par le circuit est invariant.

Calculons la f.e.m. induite dans le circuit en utilisant la loi de Faraday, le circuit
étant toujours orienté dans le sens horaire ABCD :

e =

dd woi1 L d [/do"'e"'”t dr} _ ot1vL 14
d

Tdt . om dt oot T 2w (do + vt)(do + € + vt)

4
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On trouve que la f.e.m. est positive lorsqu’elle est orientée dans le sens de ABCD,
et le courant induit est également dirigé dans le sens horaire, contrairement aux cas
étudiés précédemment. En effet, dans le I1.2, le flux augmentait alors qu’il diminue
ici au cours de I’éloignement du circuit.

3 Principe du moteur asynchrone

I. Génération d’un champ magnétique tournant

1. Dessiner le schéma électrocinétique correspondant d ce circuit en y faisant figurer L et R.

! (7 ! ih
o——
1 D Ry
Ry
T u(t)
R R
L L

2. Déterminer :

a) La valeur de Ry pour que le courant ip(t) soit en retard de 7/4 sur la tension u(t).

On doit donc avoir ¢y, — ¢, = — /4. On utilise la représentation complexe pour
résoudre cette question :

. U(t) . Lwo )
1) = d’ — Py = — t =-—n/4
Zh( ) R + RO + jLWO ou Ph 4 arctat <R + RO /

donc :

Lug=R+ Ry ‘R():LLUO—R‘

b) La valeur de C' pour que le courant i,(t) soit en avance de /4 sur la tension u(t).

On a maintenant ¢, — ¢, = +m/4. En notation complexe on obtient :

t Lwy—1
i, (t) = u(t) T d’ott  p, — , = —arctan <w> =7/4
R+ Ro+ jLlwy + —— + I
JCwo
ce qui donne :
1 1 1
—— —Lwy =R+ Ry dou |C= =
Cwg  ° T ot (Lwo + R+ Ro)wo 2 Lw§

c) Application numérique : L = 200 mH, R = 0,5 Q et fo = wo/2m = 100 Hz. Calculer Ry et
C.
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| Ro =125 Q et C = 6,3 uF

Ce sont des valeurs tout a fait courantes en TP.

d) Montrer que les amplitudes I, et I,, sont identiques lorsque les conditions précédentes sont

remplies.
On a: U U

h |1h( )| \/<R+RO)2 + (LCU())Q \/2 (R+R0>2
et U U

I, = li,(t)] = B
i, (2)] 1 \2 V2(R+Rp)?
(R+ Ro)? + (Lwo - )
Cuwo

Les amplitudes des deux courants sont bien identiques.

3. Montrer que le champ magnétique total ?(A,t) créé au point A par l’ensemble des deux bobines
est un champ tournant dont on précisera le sens de rotation.

Les phases des deux courants électriques sont respectivement pp = @, —7/4 = —7/2 et
Yy = @y + /4 = 0 puisque ¢, = —7/4. En notant Iy = I;, = I, la valeur commune de
I’amplitude des courants, on a donc :

in(t) = Iocos(wot — m/2) = Ipsin(wot) et i,(t) = Iy cos(wot)

ce qui produit, par le théoreme de superposition, un champ magnétique :

N I N I
B(A, t) = aMOE 0 cos(wot) € + a% sin(wot) e
b b

= By [cos(wot) &2 + sin(wot) €5 |
Il s’agit d’'un champ magnétique tournant dans le sens trigonométrique.

I1. Principe du moteur asynchrone
Y4B
wgt ?

wt

Ay

4. Déterminer la force électromotrice induite dans (E) par le champ magnétique tournant. En déduire
que (E) est parcouru par un courant induit i(t) vérifiant ’équation différentielle :

w
L. d—z + Ryi = BN sin(Q1)

ot Q = wy — w. On donnera ’expression de la constante ®q en fonction de N, S et By.

Comme B est uniforme & Péchelle de la surface des spires, son flux & travers S est (tenir
compte des N spires) :

@(ﬁ/S) —~NB.S = NBS cos| (wg — w)t ]
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D’apres la loi de Faraday, la fém induite par ce champ magnétique tournant est :

er = = NByS(wp — w) sin[ (wg — w)t ]

a9(B/5)
O dt

De plus, comme on tient compte de I'inductance Ly de I'enroulement, il y a une fém
autoinduite qui s’écrit :
di
dt

Ainsi, le schéma électrocinétique équivalent & I’enroulement est :

Cauto = — L
€auto

er 1i(t)

d’ou :

&
er + €auto = Rsi C’est a dire | Lg d—z + Rgi = ®pQ sin(Q2t) avec g = NByS

5. On se place en régime sinusoidal forcé. L’intensité du courant dans (E) est alors sinusoidale de
pulsation Q et de la forme :
i(t) = Acos(Q2t) + psin(Q)

ou A et i sont deux constantes.

Déterminer les expressions de A et u en fonction de ®g, 2, Ls et Rs.

On substitue 'expression de i(¢) dans I’équation différentielle de la question précédente
et on regroupe les termes en cos(£2t) et sin(€2t). On obtient :

(L@ + RsA) cos(Qt) + (Rspp — LsQ X)) sin(Q2t) = oS sin(2t)

Cette équation devant étre valable pour tout ¢, on peut particulariser en prenant 2t = 0
et 2t = m/2. On obtient alors le systéme de deux équations :

L

A= =P ey

LQu+RA = 0 RZ + (Ls42)
Ryt — LA = ©Q R

Y o P
H R (L,0)?

6. Donner lexpression du moment magnétique mi de Uenroulement (E). En déduire le moment des
forces de Laplace T (t) exercé par le champ magnétique tournant.
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On sait que : | = N i(t) ? et donc, puisque ﬁ est uniforme :

sin(wt) sin(wot)
TW)=mAB=NBSi(t)| 0 |n 0
cos(wt) cos(wot)

= @y i(t) [sin(wot) cos(wt) — cos(wot) sin(wt) ] &,

d’ou :

T () = o i(t) sin| (wo — w)t] &, = Boi(t) sin() &

7. En réalité le dispositif posséde une grande inertie mécanique et la grandeur significative d consi-
dérer est la valeur moyenne < I' > de T (t). Montrer que :

QO R,®3

1 _
<?>—F€y avec F—W

En remplagant l'intensité i(¢) par son expression obtenue a la question 11., il vient :
F(t) = & A cos() sin(Qt) e, + Bg psin®(Qt) &)

En passant & la valeur moyenne, sachant que < cos(Qt)sin(Qt) >= 0 et < sin?(Qt) >
= 1/2, on obtient :

7 Do p QRP
< >: = —-—-———--
2 V7T 2(RI+ L202) Y

8. On donne ci-dessous lallure du moment moyen T' en fonction de la vitesse angulaire w de (E).
Quelle est la plage de pulsations w pour lesquelles ce moment est effectivement moteur ¢
Le couple est moteur lorsque I' > 0, c’est a dire si 0 < w < wy. Le champ magnétique
tournant doit donc tourner plus vite que ’enroulement.

%
9. Le mécanisme pivot n’est pas parfait et il exerce un moment mécanique résistant constant I', =
—T, e_y> (T > 0) en raison de frottements. On suppose que :

T'0) <) < Thax

A Uaide du théoréme du moment cinétique et en ne considérant que le moment moyen pour les
forces de Laplace, établir I’équation qui découle de la constance de w. Utiliser le graphe précédent
pour montrer qu’il n’y a alors que deuz valeurs possibles wy et wo de la vitesse angulaire de rotation.

En régime permanent, w est constante et on a :

7 =r T, =0 doi

On trace donc la droite horizontale d’équation y = I',. Elle vient couper la courbe
I' = f(w) pour deux pulsations wy et wy > wy

® ‘L(-J
0 d
(AJ1 U'JE \ f
l;l\ll] memmane . [
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10. Etudier la stabilité de chacun de ces deux régimes de fonctionnement.
La rotation a wo est stable et celle a wy est instable. Montrons-le pour ws.

e Si a partir d’une vitesse de rotation ws, la vitesse angulaire w augmente légérement
pour une raison ou une autre, alors le couple moteur I' diminue, donc I' — I';. devient
négatif, ce qui fait diminuer w d’apres le TMC. La rotation est donc ramenée a son
point d’équilibre wy

o Inversement, si a partir de wo la vitesse angulaire w diminue légerement pour une
raison ou une autre, alors le couple moteur I' augmente, donc I' — I, devient positif,
ce qui fait alors augmenter w. La rotation est donc & nouveau ramenée a son point
d’équilibre wo



