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Corrigé exercice 5 : Mécanique quantique

5 Le retour du théoreme d’équipartition - cas
du puits quantique infini
Le but de cet exercice est de démontrer le théoréeme d’équipartition de

l’énergie dans un cas particulier : celui du puits de potentiel infini de largeur
L a "haute" température.

1) Montrer que les niveauz d’énergie accessibles pour une particule quan-
tique de masse m piégée dans un puits de potentiel infini de largeur L
peuvent s’écrire :

E, = anf avec n € N*
ot Ef est une constante a déterminer en fonction de m, h et L.

Il s’agit du probléme classique (de cours) pour une particule
dans un puits de potentiel infini. On cherche un état stationnaire
d’énergie F > 0 (E étant de I’énergie cinétique puisque ’énergie
potentielle est nulle dans le puits) :

Ugtat (2, 1) = @(x) e iEL/h

ou la partie spatiale ¢(z) obéit a I’équation de Schrédinger indé-
pendante du temps (équation aux valeurs propres) :

h2
— 59"(@) = Eg(x) powr z € 0,1
2mE
En posant k = %, on obtient ’équation différentielle :

©”(z) + k*p(z) =0 pour z € [0, L]

La solution générale est :
o(x) = Ae™ £ Be ™ (A, B) e C?

et les conditions aux limites sont : p(07) = (L) = 0. Il vient :

A+B=0 .. | B=-4
AeRl  BemikL — 2iA sin(kL) =0

Si on veut ¢ # 0 alors il est nécessaire d’imposer :

\k;L:mr, neN\

On aura donc, pour chaque valeur de ’entier n :

Va e [0,L], pn(z) = 2iA, sin (mlrj:n)

ce qui montre qu’il faut méme prendre n € N*. Les énergies
possibles formeront donc une suite donnée par :

N

N*
2m " 2mL2’ ne

Ey

On peut donc poser :

h2n2
Er=omiz

qui est I’énergie du niveau fondamental de la particule.

Ce modéle représente une particule libre enfermée dans une boite uni-
dimensionnelle de longueur L. La valeur infinie du potentiel sur les
parois de la boite, c’est a dire en x =0 et en x = L empéche la parti-
cule de sortir de la boite.

On considére maintenant un ensemble de N > 1 particules identiques
enfermées dans la méme boite unidimensionnelle de longueur L, sans
interaction les unes avec les autres et en équilibre thermique avec un
thermostat a la température T .
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2) Quel est le seul niveau d’énergie occupé a "trés basse" température ¢ On
précisera ce que signifie le terme de "trés basse" température.

On s’attend a ce que la particule dans le puits soit dans son état
fondamental & trés basse température, soit :

h2m?

E=Er= 2mL2

Ceci est vérifié lorsque la température est tres faible devant
[’écart minimal entre deux niveaux d’énergie, ce qui correspond
ici & ’écart entre les deux premiers niveaux d’énergie AFEn, =
FEy — Eq, soit lorsque :

K272

kpT < By — By = 3Bf = 3-——
sl by =B =30y =35 12

soit pour une température telle que :

3h2m2

T -
S omlZhg

3) On considére maintenant que la température T est quelconque. Montrer
que la valeur moyenne (E) de lénergie d’une particule donnée peut

s’écrire sous la forme :
o0
2 n?
g nexp | ——
.
n=1

f e
Sew (-
T
n=1

ou 7 est une grandeur adimensionnée dont on précisera l’expression.

(B)=E

Une particule donnée (parmis les N particules dans la boite)
obéit a la statistique de Boltzmann. La probabilité qu’elle occupe

4)

le niveau d’énergie F,, s’écrit :

P(E,) =C exp (— lf;%)

ou C est une constante de normalisation destinée & assurer que
la somme des probabilités vaut 1. On a donc :

_ 1
= — 7
;exp <_ kBT>
0o 2
Z n2Ef exp (—7]1 E;)
<E> _ n=1 - B
s n Ef
xee(-57)

On se ramene alors a I'expression proposée en introduisant la
grandeur adimensionnée suivante :

kT
T = —
Ly
Commenter les figures ci-dessous, qui représentent ¢ = (E)/Ey en

fonction de T a différentes échelles. Quelle conjecture peut-on raison-

nablement faire a "haute" température ?

On voit qu’a haute température (7 > 1), on peut raisonnable-
ment penser que € est proportionnelle & 7. On peut donc mettre
la loi sous la forme :

e=A71 avec A= Cste

Une évaluation de A sur la troisieéme figure conduit a :

54— 1 (E) ksT 1 kpT
An =053 dott =L ~ 0,53 B & = “BL
T R O SRR OPR R OF
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5)

et donc :

_kgT
D)

On reconnait ici le théoréme d’équipartition de ’énergie (& une
dimension) donné par les statistiques classiques. Ceci est cohé-
rent avec le fait que les statistiques classiques sont un modele
approprié a haute température et que, en physique classique, la
particule dans le puits posséde une énergie £ = %mv% avec un

seul degré de liberté quadratique.

(E)

Energie moyenne pour le puits infini

50 1

40 1

30 1

20 1

104

T

On va maintenant chercher a déterminer la constante de pro-
portionnalité par un calcul plus direct sur ’énergie moyenne.

Justifier pourquoi a "haute" température on peut approximer les sommes
infinies intervenant dans lexpression (E) par des intégrales en utili-

. , . 2 nQ
sant les figures ci-dessous représentant respectivement n”exp [ ——
p

2
n

et exp (— en fonction de n pour T = 1000. En déduire une nouvelle
T

expression de (E) faisant intervenir des intégrales.

On remarque que :

+o00 x2 o0 n 332
/0 I~ exp ( - ) X Z - I exp < - > i

Faisons le changement de variable u = z/1/7 donc daz = /7 du.
Il vient :
o0 n_
I= 273/2 /Xj u? exp (—uz) du
n=1 N

Lorsque 7 > 1, la différence entre les bornes supérieure et infé-
rieure de 'intégrale qui est 1/4/7 tend vers 0. On peut donc ap-
proximer l'intégrale par une approximation d’Euler sur la borne
supérieure (pour une fois). On obtient :

+00 2 > 2
/ z2 exp T dz ~ Z n? exp _n
0 T = T
De la méme facon :
+00 2 e 2
/ exp _r dz ~ Z exp n
0 T = T

Dans cette approximation on a donc :

6) Calculer (E) a l'aide d’une intégration par partie et retrouver le théo-

réeme d’équipartition de l’énergie dans ce cas particulier.
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On peut utiliser une intégration par parties avec :

2
V() = —; exp(—z?/7) dont w(z) = exp(—z?/7)
et TT T
u(x) = — 5 et donc u'(z) = — B
1l vient :

o) 2 o0 0o
/ 22 exp (_:U) de = l—WeXp(—xz/T)] _ / Jexp(—x2/7—) dx
0 T 2 =0 0 2
2

T [° X
:O—l——/ exp(—) dz
2 Jo T

Donc finalement le numérateur et le dénominateur se simplifient
et :

T kT kT
EY=F;-=FEf — = ——
(E) =By 5 198, = 2

On obtient bien 'expression du théoréme d’équipartition de
I’énergie dans ce cas particulier.



