MP1 Lycée Janson de Sailly

Correction du DM n°4

’ Correction du DM n°4. Partie physique. ‘

2 Meécanique dans le référentiel terrestre

1. Calculs préliminaires
a) On a manifestement :

— _ = . — —

Uy = €y ; uy:—sin)\e_g—i-cos)\e_g et uz:cos)\ag—i-sin/\e_z>

b) Le vecteur rotation du repére R par rapport au repere R,
est W(R/R,) = wes. Comme cette rotation est uniforme,
I'accélération d’entrainement est :

—
a; = W(R/Ra) A (W (R/Ra) NOM)
Le reste est dans le cours. N

c) Le point A est fixe dans le repére R avec OA = Rp cos A ea+
Rpsin A e_;. Il en va de méme des vecteurs IT:;, 1Ty> et lT; On
a donc :

(d(ﬂ) - (d@) (d@) (d@) -
— | =0 et =|—] = =0
at /. dt / g dt / g dt /

Il en résulte que :

= <d0—1\>4> («721) +(¢W)
M/R: T = T T
dt R dt R dt R

= g+ § iy + iy

2. Il faut appliquer le principe fondamental de la dynamique au
point matériel M dans le référentiel terrestre (%r) non galiléen,
en tenant compte des forces d’inertie.

—
may R = —mgoﬁz+mw2HM—2m(D/\17M/R

En regroupant les deux premiers termes, on peut introduire le
vecteur :

2

E:—goﬁz+w HM

ce qui donne le résultat.

.-a) On projette : HA = R cos(A\)[cos(A) u, — sin(\) 4y | d’ou le

résultat :
9z = 0
gy = —w?Rcos(A) sin())
g = —go+w?Rcos?()\)
b)
2 .
tana = Iy | _ ¥ Rcos(\) sin(\)
9= go — w2 R cos?(N)

Application numérique : go = 9,799 m.s~2. Pour \ = 45°, on
trouve : @ = 0,1°, ce qui est négligeable.

. Au Pole, A = /2 et gpsle = g0 ~ 9,799 m.s~2. A Déquateur,

A =0 d’ou : gequateur = 9o — w?R = 9,765 m.s~2. La différence
est :

Ag=w?R=234.10"% m.s2

La différence observée avec la valeur réelle est due a la non-
rotondité de la Terre (aplatissement aux Poles).

3 Pendule de Foucault

. ? =T Wy p ou Uy p est le vecteur unitaire de Mg En notant
que : || M é |

= L, nous obtenons :

?:T?
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6. a) Dans la base (17;, ZT;/, zTZ)) le vecteur vitesse de M par rapport
au repere R s’écrit :

Vg = @iy + Y iy + 2

d’ou :
0 &
_% o 5 .
Fie = =2m& AUy p = —2mw Cos A A U
sin A z
donc
_ Zcos A — ysin A
Fi. = —2mw Tsin A

— & cos A

En projetant le principe fondamental de la dynamique sur
les vecteurs de base, nous obtenons :

(mi = —T%—Qmw(écos)\—ysin/\)
. Y o
my = —TE—Qmwxsm)\
I —
mz = —mg+TTZ+2mw:'ECOS)\

b) En négligeant ces termes, la troisieme équation devient :
T ~ mg, ce qui donne bien les deux équations de 1’énoncé
(obtenue en négligeant 2mwz cos A dans la premiére équa-
tion).

¢) wp = 0,81 rad.s™! et Q = 5,2x107° rad.s~*

7. Avec u = x + iy nous aboutissons & :

i+ 2iQu+wiu=0

Le discriminant de I’équation caractéristique vaut : A = — 402 —
4w < 0. 11y a donc deux racines complexes :

ry = —iQ+i\/Q? + w3
d’ou :

u(t) = exp(—i ) [Aexp (z Q2+ W t) + B exp <—i\/(22 + w? t>}

Remarque : comme 2 << wy, on peut se contenter d’expressions
approchées, qui s’écrivent :

ry =i(wp—Q) et r—=—i(wp+N)

d’ou, finalement :

u(t) = exp(=iQt) [Aexp (iwgt) + B exp (—iwpt)]|

8. a) On voit que :

AM

.’L'/ ﬁzl + y/ ﬁy/
= o' [cos(QU) U, — sin(Q) Uy ] + v [sin(Q) U, + cos(Q) iy ]
[2/ cos(Q) + ¢/ sin(Q) ] iy + [ — 2’ sin(Qt) + ' cos(Qt)]

Ry ., S, ,
D’autre part, comme AM = z i, + y Uy, et que la décompo-
sition d’un vecteur sur une base est unique, nous obtenons :

{ r = a cos()+y sin(Q)

y = —a sin(Qt) + 3y cos(Ot)

d’ou :

u=x+iy = a [cos(Qt)—isin(Qt)]+ iy [cos(Qt) — isin(Q)]

= (2 4+ i) exp(—iQt)
= u/(t) exp(—ift)
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b)

A Dinstant t = 0 : u(0) = 29 = A+ B et 4(0) = (wg— Q) A —
(wo + ©)B = 0. Nous obtenons donc :

Q -0
A:azow0+ et B:mowo
2(«}0 2w0
et donc :
Q -0
u(t) = xo exp(—i ) [wo + exp (twot) + =0
wo wo

En tenant compte de la relation w(t) = u/(t)exp(—i ),
nous obtenons :

Q
u'(t) = o {w02+ exp(iwot)—i—wo exp(—iwot)}
wo

2w

On en déduit que :

2'(t) = Re u/(t) = xg cos(wot)

et

y'(t) =Im o/(t) = x¢ i sin(wot)
wo

L’élimination du temps dans les équations horaires conduit
a: x/2 /2

A

a b
ce qui est I’équation d’une ellipse dont la demi-longueur du
grand axe est a et celle du petit axe est b. Comme b/a =
Q/wo = 6,4x1075. On remarque donc que cette ellipse est

quasiment réduite a un segment de droite.

En pratique, le pendule oscille quasiment uniquement selon
z’ et nous aurons :

2'(t) = zo cos(wot) ~ xgcos(wot) et y'(t) ~0

exp(—iwot)}

10.

11.

D’autre part, la pulsation des oscillations est, sans aucune
approximation selon la question 7., wy = \/wg + 02, dou :

w1 — Wo _ \/W%‘l‘QZ—wO

wo wo

= 2,1x107? rad.s™?

L’écart n’est donc pas mesurable et w; = wy.

Il vient immédiatement :

2 2
Tozi ot TR:—TF
wo Q)

Application numérique : Ty = 7,8 s et T = 1,21x10° s ~ 33h
30 min.

4 Déviation vers I’Est

11 suffit de reprendre les équations obtenues a la question 6. a),
sans la tension du fil, a savoir, apreés simplification par la masse
m:

& = —2w(ZcosA—ysin\)
j = —2wsinA
2 = —g+4+2wicosA

Une premiere intégration de ces équations donne, compte-tenu
de la vitesse initiale nulle :

T = —2w(zcosA—ysinA)+ 2wl cos\
Yy = —2wzxsinA

Z2 = —gt+2wxcosA
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12.

En reportant ces expressions dans la premiere série d’équations
de la question 10. et en négligeant tous les termes en w?, il vient :

T = 2wgtcosA
j o= 0
zZ = —g

Compte-tenu des conditions initiales, ces équations s’integrent

en :
r = ﬂ(:os/\t?’
y = 0
g .2
= —=t L
z 9 +

La particule arrive sur le sol a I'instant ¢; tel que z(t1) = 0, ce
qui donne :

2L 2Lw [2L
t1=4/— = xz(t1) = —— ]/ —cos A
g 3 g

Application numérique : x(t1) = 4,4 cm. C’est une déviation
extrémement faible en regard de la hauteur de chute. La mesurer
nécessite donc des conditions expérimentales tres rigoureuses et
trés précises, en évitant toutes les perturbations comme le vent,
ou la résistance de I’air, ou encore des conditions initiales ou la
vitesse ne serait pas rigoureusement nulle.




