MP1&2 Janson de Sailly DS n°3 (CCINP-e3a) - Electrostatique

| DS n°3 -CCINP-e3a (Samedi 25/11 - Durée 2h45-3h15) |

1 Etude d’un cyclotron
Données générales pour 1’exercice :

masse d’un proton : m =1,67x10727 kg
Charge élémentaire : e = 1,6x1071° C
Dans tout l’exercice, le référentiel d’étude est supposé galiléen et il est muni d’un repére (Oxyz).

Un cyclotron est un appareil destiné a produire des particules de grande énergie. Elles y sont
soumises a l'action conjuguée d’un champ électrique F accélérateur et d'un champ magnétique
B déviateur de la trajectoire, tous les deux uniformes.

e Le champ magnétique B =Beé, (B > 0) est permanent et il est dirigé suivant l'axe Oz
du repére (Oxyz). 1l existe dans tout I’espace, & I’exception d’une petite zone comprise

d
entre deux plans paralleles, définis par y = —3 ety = 2 distants de d (voir figure).
s = u(t) o . C
e Le champ électrique est de la forme F = — —7 & ot u(t) est une tension périodique, de

période T, représentée sur la figure ci-dessous. Ce champ n’existe qu’a l'intérieur de la

: o d . .
petite zone définie par —3 <y < 3 et il est nul partout ailleurs.
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On étudie le mouvement d’un proton de masse m et de charge e placé dans le cyclotron. A
linstant ¢ = 0, il se trouve au point A(0, —d/2,0) avec une vitesse nulle.

1. On suppose que u(t) = — Uy durant la premiére phase du mouvement.

a) Déterminer la vitesse v; ainsi que la date 1 lorsque le proton entre dans la zone ou
regne le champ magnétique.

b) Quelle est la condition sur T pour que le champ électrique reste constant durant
cette premiere phase d’accélération ? En déduire la valeur minimale U,,;, de Uy, en
fonction de m, e, d et T.
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Dans la suite de ’exercice, on supposera que Uy >> U, €t on négligera le temps de
transfert du proton a l'intérieur de la zone d’accélération devant celui passé dans la zone
ou régne le champ magnétique. En particulier cela signifie que, a 'issue de sa premiere
phase d’accélération, le proton arrive en y = d/2 a Uinstant ¢ = ¢; ~ 0.

2. a) Montrer que Iénergie cinétique Ec du proton est une constante du mouvement au
cours de son transit dans la zone ou regne le champ magnétique.

b) Déterminer les coordonnées z(t) et y(t) de la particule a I'instant ¢.

¢) On désigne par S le point ou le proton sort de cette zone. Déterminer la date tg a
laquelle le proton arrive en S ainsi que les coordonnées (zg,yg) de ce point.

3. a) De fagon générale, quel est le rayon R de la trajectoire dans la zone ou régne le
champ magnétique lorsque la vitesse du proton a pour norme v ?

b) Montrer que Uintervalle de temps At qui sépare deux accélérations consécutives
mm
s’écrit : At = —. Quelle condition doit satisfaire la période T' de la tension wu(t)

e
pour que le proton soit toujours accéléré dans la zone ou regne le champ électrique
E?

On suppose que cette condition est réalisée.

¢) Montrer qu’apres n accélérations, la vitesse du proton vaut :

2€U0
m

Un = /1

4. Compte tenu des contraintes de construction du cyclotron, le rayon maximal de la tra-
jectoire vaut Ry,q. = 80 cm. Lorsque cette valeur est atteinte, le proton est éjecté hors
de I'appareil. Déterminer la vitesse v.; du proton a la sortie du cyclotron en fonction
de Rz, €, m et B. En déduire le nombre N de tours effectués avant son éjection de
I'appareil.

Application numérique : B = 0,52 T; Uy = 1,0 kV. Calculer v,; et V.

2 La structure interne de Jupiter

Electrostatique et gravitation universelle

On notera dans toute la suite ¢ la constante de la gravitation universelle dont la valeur
numérique est fournie en fin de sujet. On s’intéresse au champ gravitationnel G(—Pg créé en P
par une distribution de masse.

Une distribution de masse volumique g crée un champ gravitationnel G (supposé station-
naire) qui satisfait les équations locales suivantes :

[

divG = —47%0 et rotG = (1)

Q16. Comment s’exprime la force de gravitation exercée par une distribution de masse sur un

point matériel P de masse m en fonction du champ de gravitation G(P ) ?

Q17. Dresser une analogie entre les équations (1) et celles de I'électrostatique. Quelle est la
différence fondamentale entre 1’électrostatique et la gravitation ?
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Q18.

Q19.

Q20.

Q21.

FIGURE 1 — Paramétrage

Le potentiel gravitationnel ® est pour G I’analogue de ce qu’est le potentiel électro-
statique V' pour le champ électrostatique. Laquelle des deux équations précédentes (1)
permet d’assurer I'existence d’un potentiel gravitationnel ® pour le champ de gravitation
G ? Ecrire I’équation existant entre ® et é, au signe pres. En déduire que le potentiel
gravitationnel satisfait I’équation de Poisson et préciser alors le choix du signe effectué :

AD =47%

Enoncer le théoréme de Gauss liant le champ électrostatique E A la distribution volumique
de charge p. En s’appuyant sur ’analogie établie entre I’électrostatique et la gravitation,
montrer que le champ gravitationnel G créé par une distribution de masse volumique g
satisfait la relation (2), M, étant la masse contenue a 'intérieur de la surface fermée 3,

# G(M - A5y, = —4n% My, (2)
MeX¥

Distribution sphérique de masse non homogéne

Lancée en 2011 depuis la Terre, la sonde baptisée "Juno' restera en orbite autour de
Jupiter jusqu’au mois de juillet 2021.
En étudiant les variations du champ de gravitation de Jupiter, la sonde Juno a pour
but de fournir des indications sur la distribution des masses a l'intérieur de la planeéte,
I'incidence sur celle-ci du déplacement de son atmosphere et du mouvement de marée
généré par ses lunes.
De maniere générale, les planetes géantes possedent :

— un noyau d’éléments lourds;

— une enveloppe d’hydrogene et d’hélium ;

— au-dela d’une pression donnée, I’hydrogene devient métallique.
On étudie ici quelques propriétés du champ de gravitation d’une distribution sphérique
de masse non-homogene de rayon R. On associe un systéme de coordonnées sphériques
a cette distribution dont le centre O est a I'origine du systeme. On notera (i, Uy, Uy) la

base de vecteurs associée. On suppose que la masse volumique o(r) ne dépend que de la
coordonnée radiale r.

Justifier tres précisément que le champ de gravitation est nécessairement de la forme
G(M) = —G(r)i,, ou G(r) est la norme du champ de gravitation.

On note M (r) la masse contenue dans la boule de rayon r. Montrer alors que :
T
M(r) :/ dmro (r') o’
0

3
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Q22.

Q23.

Q24.

Q25.

Q26.
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FIGURE 2 — Structure interne de Jupiter - (J. Heyvaerts - Astrophysique)

En utilisant le théoréeme de Gauss pour la gravitation, déterminer dans le cas de ce modele
G(r) pour r > R. On rappelle que M; est la masse de Jupiter que I'on définira a laide
de M(r). Tracer le graphe de r — G(r) pour r > R.

Donner I'expression du potentiel gravitationnel ®(r) dont dérive le champ de gravitation
pour r > R en le prenant nul a l'infini.

Dans le référentiel jupiterocentrique supposé galiléen, Jupiter est animée d’un mouve-
ment de rotation supposé uniforme autour de 'axe polaire (Oz), la période associée a
ce mouvement de rotation valant Tyq = 0,41 jour terrestre. Chaque volume élémentaire
dr de l'atmosphere de Jupiter, de centre P, immobile dans le référentiel 1ié a Jupiter
et de masse dm possede donc, dans ce référentiel, un mouvement de rotation circulaire
uniforme de vitesse angulaire wgq . L’origine du repére est choisie au centre de Jupiter
qui présente une symétrie de révolution autour de I’axe passant par les poles (Oz) (mais
qui n’est plus supposée sphérique).

Exprimer, en fonction de ses deux coordonnées sphériques r et 6 et de wgiq , le vecteur
accélération du centre P du volume élémentaire d7 dans le référentiel jupiterocentrique.

Jupiter possede la forme d’un ellipsoide de révolution. Le rayon polaire possede la valeur
Rp = 6,68-10* km et le rayon équatorial posséde la valeur R = 7,15-10% km. Comment
expliquer simplement la forme de cette planete ?

RER;;%. Du fait de I'aplatissement de Jupiter,

On définit 'aplatissement relatif ¢ par ¢ =
le potentiel gravitationnel a grande distance a pour expression, avec K = FﬁR% ou Iy
J

est le moment d’inertie diamétral qu’aurait Jupiter, de masse M; et de rayon Rj, sans
rotation propre (donc sans le phénomene d’aplatissement),

O(r,0) = My [—1 + s <&)2 (300829 - 1)]

r 2 r

On donne la valeur du moment d’inertie diamétral d’une boule pleine, de rayon R et
masse volumique uniforme o : I = %QRE).

Si Jupiter était assimilable en I'absence de rotation propre a une boule pleine, homogene,
de masse volumique uniforme, quelle devrait étre la valeur de la constante K = ﬁf?
J

L’étude du champ de gravitation par la sonde Juno permettra l’estimation de la constante
K. En quoi la connaissance de K est-elle intéressante ?
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Q27.
Q28.

Les couches supérieures de I’atmosphere de Jupiter sont riches en hélium et dihydrogene
gazeux. On considere alors une région de 'atmosphere de Jupiter & une température 7.
Soit d N le nombre d’entités (atomes ou molécules) de masse m dont le module de la
vitesse est compris entre v, et v, + dv,.. On suppose une distribution telle que :

dN m 3/2 mv2
—_— = Xp | — L 4mv? d r = ) Aoy
N <2 L ) € p< 2% > X v, Av f('U ) v

Calculer la valeur de v, qui rend f (v,) maximale. On Iappelle vitesse la plus probable
d’agitation thermique et on la note v.

Expliquer alors pourquoi, contrairement a ’atmospheére terrestre, I’atmosphere de Jupiter
peut étre riche en dihydrogene ou hélium. On pourra comparer les valeurs des vitesses de
libération de la Terre et de Jupiter, en assimilant ces astres a des corps sphériques.

Document - Données

Notations et valeurs numériques

Constante d’Avogadro ............c.cvvieinin.... Ny=6,02- 10% mol™
Masses molaires (en glmol_l) ..................... My=1,0; Mye=4,0; Mc=72,6
Numéros atomiques ............coveiiiiininnn.... Z(0)=8etZ(S)=16
Constante de Boltzmann ......................... kp=1,38-10J.K
Constante de la gravitation universelle ........... 9 =6,67-10" m’kg s
Accélération de la pesanteur terrestre ............ g=98ms

Pouvoir de résolution de 'ceil .................... Een=1,5

CONVEISION .« .\ ettt e e e e e e e 1°=60" (minutes d’angle)
MassedelaTerre ... .. M;=6,0- 10% kg

Masse de JUPITET .. vvvvvereeeeeeiieniinnns M,;=1,97-10""kg
RayondelaTerre .........coovveieivineeeennnnn... R; =6,4-10° km

Rayon de JUPIter .....vvveeieeeeenineeanininnnns R;=7,0-10*km

Rayon de l'orbite terrestre ........................ d;=1,50- 10° km

Rayon de l'orbite de Jupiter ....................... d,=7,80-10% km

Période de révolution sidérale de la Terre ......... T =365,25 jours

Une formule d’analyse vectorielle

On considere le champ scalaire suivant : f : R* — R. Alors : A f = div (gradf)

Opérateur gradient en coordonnées sphériques

of

or
— 10
gradf = ?£

1 of

rsinf d¢ (7,75, g
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3 Champ créé par deux fils paralleles de charges opposées

Gradient en coordonnées cylindriques :

— of »  190f o Of
rad f = —u - —u ——u
gradf =G w ¥ gg Wt 5,
1. Déterminer ’expression du champ électrostatique E(M ) créé par un fil infini chargé avec
une densité linéique A\ uniforme, en tout point M. On notera r la distance entre le point
M et le fil.

En déduire le potentiel électrique V(M) & une constante C' pres.

2. On considére maintenant deux fils rectilignes, infinis, paralleles a I'axe (Oz), et d’équations
y = +a et y = —a, de charges linéiques uniformes A\; = +X et Ay = —A, avec A > 0. On
note A; et A leur intersection respective avec le plan (zOy).

z
+A Hp.r —A
o
:Z
Ay O A2 Yy
AN
0
z /]

Un point M est repéré par ses coordonnées cylindriques (r, 6, z). On note r; = H1 M et
ro = HoM les distances entre M et chacun des fils, Hy et Ho désignant respectivement
les projetés de M sur les fils 1 et 2.

On choisit l'origine des potentiels au point O origine du repéere d’espace.

Calculer I'expression du potentiel électrostatique V(M) créé en M par Iensemble des
deux fils en fonction de A, r{ et ro.

2meg Vi
3. Dans cette question on posera k = exp ( )? 0).

a) Etablir la relation liant r; et ro en un point M d’une surface équipotentielle telle
que V(M) = V.
b) Montrer que la surface équipotentielle Vj = 0 est un plan dont on donnera I’équation.

c) Montrer que si Vj # 0, les surfaces équipotentielles sont des cylindres dont 'inter-
section avec le plan (xOy) sont des cercles dont le rayon Ry et les coordonnées du
centre C}, vérifient :

2ka 1+ k2
= et = -
Rk |1—k2| € Ck (0,al_k2,0>

pour une valeur donnée de V.

d) Esquisser la carte des équipotentielles et des lignes de champ électrostatique dans le
plan z = 0, selon le signe de V4.



MP1&2 Janson de Sailly DS n°3 (CCINP-e3a) - Electrostatique

4. On envisage maintenant d’utiliser les résultats précédents pour modéliser le profil du
potentiel électrique créé par le fil électrique d’une ligne a haute tension, portant une
densité linéique de charge A > 0, supposé parallele au sol a une hauteur h de celui-ci et
de longueur infinie.

Du

fait des orages, la Terre est légérement chargée négativement on modélise le sol

comme une surface horizontale portant une densité surfacique de charge o négative et

dont
On

nous prendrons le potentiel égal a zéro.

admettra que le potentiel électrique créé dans 'espace z > 0 par la ligne a haute

tension chargée A > 0 et le sol chargé o < 0 est le méme que celui qui est créé par deux fils
infinis paralleles, symétriques par rapport au plan z = 0 et portant des charges linéiques
opposées A et —\. Dans cette seconde configuration, le plan z = 0 n’est pas chargé (cf.
figure ci-dessous).
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Montrer que le potentiel & une hauteur 0 < z < h du sol, dans un plan vertical
contenant la ligne a haute tension est donné par :

V()= - In (th)

N 27['60

Le cylindre dont 'axe est quasiment confondu avec la ligne HT et dont le rayon
est r1 = 1,5 cm est une équipotentielle de valeur V; = 400 kV. Exprimer V(z) en
fonction de Vi, h, r1 et z, pour 0 < z < h.

Tracer Pallure des variations du potentiel V' (2)
entre le sol et la ligne HT.

Les lignes HT étant situées a une hauteur
h = 50 m, interpréter la photo ci-contre réa-
lisée par un artiste contemporain qui a planté
verticalement dans le sol des tubes fluores-
cents d’environ L = 2 m de longueur, sachant
qu’'un tel tube s’allume lorsque la tension a
ses bornes dépasse 80 V.

FIN DU DEVOIR



