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| Correction - DS 2bis (Centrale - Mines) |

1 Pendule de Foucault (d’aprés ENS - PC - 2022)

1.1 Mouvement du pendule sans effet de la force de Coriolis

1. Le pogs est_}a somme de la force de gravitation et de la force d’inertie d’entrainement :
P=F +F.

Dans la base (e—x), e—;, e_g), la force de gravitation exercée par la Terre sur le point M (que

l’on suppose étre au voisinage de O) a pour expression

GM
Fy=-1"a
Rr

Dans cette méme base, la force d’inertie d’entralnement a pour expression
= —
Fie = mQ? HM = mQ?Ry(cos® el — cos Asin )\@))
-5 ey 4 . .
avec ) &~ 2m/(24 x 3600) ~ 7.107° rad/s. Comme ||HM | = Ry cos(\), il vient :

|Fiell _ 9cos() RS, _ O2RS

- < ~3x102 <1
F) - GMy Sy TS

. . ’%
Ainsi || Fie|| < HFQH

- =
Par ailleurs, la tangente de ’angle a formé par les vecteurs e’ et le poids ? =Fie+ Iy~

GMrm &7 — mQ? Ry cos(\) sin()) g, est donnée par :

Y,
Pyl Q'R
|tan(a)|:|oz|:‘Py = ijt cosAsin A ~ 1,5 x 1072 rad < 1
z t

Le poids ? est donc quasi-parallele au vecteur €2 et de norme quasiment égale a celle de
la force de gravitation. Il est donc légitime de négliger la force d’inertie d’entrainement
par rapport a la force de gravitation.

Par ailleurs, étant donné que la masse restera tout au long du mouvement au voisinage

du point O, on pourra écrire que F, = —ge_z), avec g = % ~ 10 m.s2.
t

2. Dans le référentiel terrestre supposé galiléen (puisqu’on l'on néglige toutes les forces
d’inertie), seules deux forces s’exercent sur la masse m : son poids et la force de tension

(T = —T%e;) du fil. Par application de la deuxiéme loi de Newton & la masse m, on a
md = m7 + 7

Apres projection, on obtient le systéme

—mlé® = mgcosa—T
mbé = —mgsina
3. Si o < 1, alors sina < 1 et ’équation du mouvement est bien celle d’'un oscillateur
harmonique :
.. g
a+=-a=70
L
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Par identification, on a directement

=2
0 ¢
La période d’oscillation est
2 Y4
T=""_ 27r\/7 ~15 s
wo g
4. Pour un angle auax, la variation maximale d’altitude est Az = ¢(1 — coSmax) =

O‘t2nax O‘?nax 2 3 3 3 141
1 [1 — (1 — = 4 o(amax))} = (%32 4 o(0g,,,) tandis que la variation de position ho-
rizontale est Ax = £sin amax = aOmax + 0(max). Donc au premier ordre en ax, le
mouvement est bien horizontal.

1.2 Effet de la force de Coriolis

5. La pulsation Q2 correspond a la rotation sidérale de la Terre avec une période J ~ 1 jour,
donc 2 =27/J ~ 7 x 107° rad/s < wp.

6. ¢4 = cos A@ + sin Aez, donc la force de Coriolis a pour expression

Fio= —2mS AT = 2mQ [sin(\)ge; — sin(\)i] &

en négligeant la composante selon z.

L’application de la deuxiéme loi de Newton a la masse m dans le référentiel terrestre
conduit directement au systéme indiqué par I’énoncé en posant 2 = sin(\).

7. L’équation différentielle vérifiée par u est
i 4 260 + wo’u =0

dont les racines de I’équation caractéristique sont

Ty =1 (:I:\/(,uo2 +02 - Q)

La solution générale de cette équation différentielle est donc
u = Aexp(ryt) + Bexp(r_t)

ou A et B sont deux constantes d’intégration complexes.

8. En raison des conditions initiales choisies A et B vérifie le systéme

A+ B = X0
ryA+r_B = 0

dont la solution est
r_ T‘+

Azil‘o et Bzi.’IJO
r— —Tr4 ry —Tr—

On en déduit que

[ry exp(r_t) = r_exp(r,)]
=X
T+ —T—
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9.

10.

11.

12.

Sachant que Q< wp, on peut effectuer les approximation suivantes
Ty 7% (j:wo — Q)
A~B~ X0
2
On en déduit une expression simplifiée de wu :
u ~ o cos(wot) exp(—iQt)

Ainsi, la position de la masse est donné a tout instant par le vecteur

OM = xo cos(wot) {cos(f)t)@ - Sin(flt)e_yq

(1)

en notant O le point le plus bas de la trajectoire de la masse. Le vecteur U est un vecteur
unitaire tournant a la vitesse angulaire Q) < wy dans le sens indirect par rapport au
vecteur e;. Ainsi, & tout instant on peut définir un plan d’oscillation instantanée par
(O,e_;7 7(75)) Le pendule oscille donc a la pulsation wy comme dans le cas ou 'on ne
tient pas compte de la force de Coriolis, mais le plan des oscillations tourne dans le sens
indirect autour de (O, 7) & la vitesse angulaire Q.

Directement, 1 = QT = —27 sin(A) ~ —250 °. Pour que le plan d’oscillation revienne a
sa position initiale au bout de 24 heures, il faut que ¥ = 0[27], ce qui impose A = 0, ce
qui correspond a tous les points situés a I’équateur.

Plus la longueur est grande, plus la période est grande, plus la vitesse du pendule est
faible et plus faibles seront les frottements. Plus la masse est grande et plus les frottements
seront faibles par rapport au poids (pour une méme géométrie de la masse). L’intérét
d’avoir une grande longueur et une grande masse est de minimiser les frottements pour
que le pendule ait le temps d’osciller assez longtemps pour que le phénomene de rotation
du plan d’oscillation soit visible.

Avec un tel pendule, notamment tenu & la main, les oscillations s’amortiront bien avant
que P'on puisse détecter la moindre rotation du plan (qui, si elle est mesurable, permet
de renseigner sur la latitude du point ou se déroule 'expérience). Le professeur Tournesol
ne peut donc absolument pas s’orienter a I’aide de son pendule.
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2 Programme d’exploration de Mars de la NASA (d’aprés Centrale-
Supélec - PC - 2022)

I.Le voyage entre la Terre et Mars :
Q1. mia=Gmi.m: / r2 donc les dimensions de G sont : L3.M-1.T-2, soiten SI : [G] = m3.s2kg L.

Q2. Cours

Q3. Cours, L, = OM A m¥ = ré, Am(i-€, + 168,) = mr?6&, = mCé, d'oli C= Lo /m : constante des
aires.

Q4. Le principe fondamental de la dynamique appliqué a I'objet en orbite circulaire autour du
soleil s’écrit en projection sur &, :
& mMs

=G dou V= GMs
My =t g 40V = "

AN:Vr= |62 = J6,67. 10-11 222 — 2 98.10% m.s (on prend Rr = ar)
Ry 150.10

Vu =J s = J6,67. 10-11 222 — 242.10* m.s (on prend Ru = am)

» 228.10°
Q5.Ec=%mV2=1 G228 Ep=-G S Em = - ¢ s
R R 2R
3
Q6.V=Z2don T =22 =21 /%, 3¢ loi de Képler T2 /R3 = 4n> /GMs
Mg
Q7.
Q8. Le vaisseau est sur une orbite elliptique telle que :
Orbite de transfert 2a= aT + aM.
L’énergie mécanique du vaisseau sur cette orbite est :
Em =- G 3
ar+apy

Enr=Rr=ar:
Em = Ec(Rr) +Ep(Rr) = % mV12 - G ==

avec GMs = arVr 2, d’oll :

, mM
% mVr2 - mVr2 = - ( —=—
art+ap
D’ol V7’2 = 2V72 - 2 G —=2
ar+ap

Vr'2=2V2 - 2 —L y2
ar+

THadm

e __ar _ 2ap
SoitV'y = VTJZ (1 QTMM) = VTJ_aT+aM
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ar+a 1504228

Et AVr = VT( Zom_ 1) = 2,98.104( 2( 228 ) _ 1) =2,93.10° m.s-!
M

Q9. Pour aller de la terre a Mars, le vaisseau parcourt une demi-ellipse, il mettra donc une demi-

periode: At=T/2=m /% =7 J((150+228)/2)3'1027= 2,23.107 s = 259 jours (inférieur a Tw = 687 jours)
)

6,67.10711.2,1030

Q10. Au moment de l'arrivée du vaisseau Bv(At) = Bm(At) = et a I'instant initial Ou,, tel que

BM(AL) - Omo = Oum. At ol Qum = Vi / au la vitesse de rotation de Mars sur son orbite, supposée circulaire.
Om(AL) - Omo =V At /an = 2,42.10%.2,23.107/ 228.10° = 2,37 rad

Dot Omo =1 —2,37=0,775rad = 0,775 * 180 /m=44,4° = 0,

Q11. Lorsque le vaisseau parcourt toute I'ellipse de U
transfert, il s’est écoulé une période :
T=446.107s=518j=1an+153]j

La Terre a donc fait une révolution compléte sur son
orbite

D’ou 01(T) = 360.153/365 = 151°

Le vaisseau ne sera pas en phase avec la terre
lorsqu’il atteint l'orbite terrestre...

Q1z. . - -
Apreés son départ de Mars, le vaisseau rejoint B
toujours 'orbite terrestre en At, pendant que la Terre h
doit parcourir un angle 7 + o1 a vitesse

angulaire 2n/Tr, soit :

At =T,

T+ a,
21

:)alz

2At
Tr

—m=132rad = 75°

Q13. Soit t = 0 I'instant du lancement depuis 'orbite terrestre.

L’angle entre Mars et la terre est :

(©) = ap + ot — 2t
a(t) = ag+—t ——

CTy Ty
La mission sur Mars se termine a l'instant t; tel que :

a(ty) = ay + 2nmw avec n entier relatif

Remarque : la terre tournant plus vite que Mars, 'angle a(t) va rapidement devenir négatif, donc n sera
négatif.

On en déduit :
a, —ag+2nw T;Ty
2w Tr — Ty
La premiére valeur positive de t; est obtenue pourn=-1:
t, =712 jours
On doit soustraire la durée du voyage aller, donc la durée de la mission sur Mars est :
Atyars = 712 — 259 = 453 jours

tlz

La durée totale de la mission est :
Atiotate = 712+ 259 =970 jours
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Lapériode Aty onie €ntre deux fenétres de lancement est la période relative entre la Terre et Mars, soit
2 T Ty

Atgttente = =779 jours

wT_wM_TM_TT

Q14.

\e_um =34
b 4

Y Sk } Terre

Q15. L’orbite proposée est une ellipse, et la vitesse initiale est perpendiculaire a I'axe soleil-terre, or
en polaire ¥ (M) = 7€, + r8é, et si ¥ est perpendiculaire a I'axe terre-soleil 7 =0, doncr est un
extremum, en 'occurrence un minimum, doncrp = ar.

Q16. En6=0 rp=p/(1+e)=ar P
En 6 =3n/4 r=p/(1-e/v2)=au
d'olle = gh=°T = 2010 0,251, e
—\/‘%+a7 FH150 _:“' N
L’aphélie se trouveen == T

ra=p/(l-e)=ar(l+e)/ (1 -e) avecp =ar(1l+e)
=ar*1,251/0,749 = 1,67 ar

Q17. Pour cette ellipse

- - 1re) _ =2
Za—rp+ra—aT(1+ 1_6) = aT( )
Et d’aprés Q8

Em = - 6 ZX5= -mar.Vi2(1-e) / 2ar = -m.V12(1-e)/ 2

2a

Avec GMs = arVr 2

mMg

Q18 Toujours d’apresQ8 enr=rp=ar  Em = Ec(ar) +Ep(ar) = YamVr"2- G -
T

- Y%mVré(l-e) =% mVr? -mVr?
V' =Vr/1l +e=3,34.10*ms!

Q19. AVT =V1”" - Vr=Vr(v1+e-1)=2,98.104 (1 +0,251-1) = 3,53.103 m.s!

Q20. C=Lo/m = ar.Vr”
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Q21.dt=r2d0 /C d'ou

2 2 2 5 2 .
At == IS”MM de =M*2,15 — 150. 109M*2’15 = 1,51.107s = 175 jours
c 70 (14e.cos0)? Virr 3,34.10%

La durée du transfert a été raccourcie de 259 - 175 = 84 jours.
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3 Expérimenter avec un morceau de scotch (d’aprés Centrale
MP 2017)

I.B.1) Ce référentiel est bien galiléen car il est en translation rectiligne uniforme par rapport
au référentiel terrestre que I'on suppose galiléen.

I.B.2) Nous avons : £(t) = x7(t) — z1(t) ou I est entrainé a la vitesse constante 7p =V, ug.
D’apres les conditions initiales : £(0) = ¢y = x1(0) = {o, ce qui conduit a :

x[(t) = th-i-go

soit :

Ut) =Vt + by —xp(t)

1.B.3) Initialement le ressort n’est ni étiré, ni comprimé et la masse m est sans vitesse initiale.
Nous pouvons donc faire ’hypothése d’une premiere phase dans laquelle il y a absence de
glissement, ce qui sera a vérifier ensuite. La masse reste donc en xy, = 0 avec une vitesse nulle.
Le principe fondamental de la dynamique, projeté sur w, conduit & :

FAkUE)—Lly) =0 <= f=—kV,t

ce qui n’est possible que si : |f| < F), et donc :

t< 22—y
kv, °

Il y a donc bien une phase de non-glissement qui s’étend de t =0 a t = to.

1.B.4) Pour t > ty, la masse m se déplace dans le sens + 1w, et la force de frottement s’écrit
donc : ? — —|f|ug = —(1 — €) F, ug. Le principe fondamental de la dynamique conduit alors
a:

mip =—(1—¢)F,+k(Vpt —xr)
soit : i 7

i+ —xp=—Vyt—(1—¢) -2

m m m

Il est donc possible d’introduire la pulsation propre caractéristique d’un systéme {masse -

ressort} :
k
@0 =\
£y

T +wolep = we? Vpt — (1 —¢) -2
m

d’ou :

1.B.5) Remplagons d’abord t par ¢’ + to dans I’équation différentielle. En utilisant le fait que

kEVypto = F,, nous obtenons :
F
T, +w02xL :wOQVPtl—Fé‘l
m

('3 provient de la solution particuliéere et vaut :

ek eF;
Ca = P _—°P
3 mwo? k
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Quant & Cq et Oy, elles sont déterminées par les conditions initiales en ¢’ = 0, & savoir :

ek

$L(O):Cl+0320 — C1=-0C3=-— 2

et

V,
jJL(O):w002+‘/I):0 E sz_wip
0

I.B.6)

a) On remarque d’abord, en utilisant le résultat de la question I.B.2) que :

)=ty = Vp(to+t) —an(t') =Voto+ Vpt' —ar(t)

F, F V, F,
?p =+ €7p COS(WOt/) —+ Jz Sin(wot/) — ng
. . F,
en utilisant le fait que V), tp = 7
A 1% ! Fp : .
A Tinstant ¢ = 0, £(0) — lp = == = 1 mm et vz, (0) = 0, ce qui permet de placer le point

initial A sur les deux portraits de phase.

=

50

5
40 4
30 3
:‘4\ o
£ 20 = 2
= =
10 1
0 0
C
—10 - -1 .
-1 0 1 2 3 05 06 07 08 09 1 1,1 1.2

¢ —{y (mm) (— {y (mm)

Juste apres t = tg, c’est a dire juste apres ¢ = 0, la masse commence a glisser et accélere,
mais elle avance plus lentement que le chariot. En effet, au début du mouvement, dans les
deux courbes de gauche de I’annexe, la courbe en trait plein représentant la position x, de
la masse est située au-dessous de la courbe en pointillés représentant la position du chariot
Tehariot = Vp *t'. On en déduit que le ressort commence par une phase d’élongation Loet
que £(t) — £y augmente. Le mouvement se fait donc dans le sens trigonométrique pour le
portrait de phase.

b) Dans la Figure A, la vitesse vy, s’annule en ¢’ =} au point C sur la figure ci-dessous.
La masse s’arréte et on parle de phase "stick". La condition pour que la masse se remette
a glisser (phase "slip") a déja été calculée, et correspond a la méme longueur ¢(t) — 4y

1. On notera que cette phase d’élongation s’arréte au niveau du point B de la figure ci-dessous. Juste apres
cet instant, la vitesse de la masse est supérieure & celle du chariot et ¢(t) — ¢o diminue.
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qu’initialement, c’est a dire au point A. La partie du portrait de phase v;, < 0 est
donc non physique (cf question d’apres). La premiére phase de "stick" s’étend d’environ
t) = 37/ (2wp) & un peu moins de th = 2,257 /wy.

Dans la Figure B, la vitesse vy s’annule en ¢ = | au méme point A qu’a t' = 0. La
masse repart donc immédiatement et il n’y a pas de phase de "stick". La phase "slip"
perdure indéfiniment.

c) Seules les courbes de la Figure A sont non physiques, car elles ne tiennent pas compte
de la phase "stick". On les a modifiées ci-dessous.

3,5 5
rr (,t ) Slfp ,
3l--- Vit , slip
4
Csn’
2,5 -
/ A 3
— 2 slip | + o
= : ‘:ﬁ
= ‘ g 2
T B : B
1,5 CSﬁg v, ;:q
S A 1
1 S
SlfP/' 0 Cit)
0,5 . d —
| *B O stick T AC0)
0%t 1 1
v v/ —_—
0A ™ 27 30 4nx 5 05 06 07 08 09 1 11 12
wot’ {—{y (mm)
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