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’ Corrigé du DM n°10 - Electromagnétisme ‘

1 De la physique autour d’un tore - Extrait Mines Ponts MP
2014

I. Etude d’un conducteur ohmique torique
6. g est la permittivité du vide. Son unité est le farad par metre : F.m ™.

N —
7. A partir de I’équation de Maxwell-Gauss div E = p/eo et de laloi d’Ohm locale j =+ ﬁ,
on peur transformer ’équation de conservation de la charge :

. — Op dp p
d — =0 —+==0
VIt 5 o Ty
ou la constante de temps 7 vaut :
T= 0~ 10795
i

On en déduit la solution :

p(M,t) = p(M,0)e™"/"

qui est quasiment négligeable au bout d'une durée T' =~ 57, c’est a dire quasiment
instantanément.

8. En un point M, 'approximation des régimes quasistationnaires (ARQS) consiste & négli-
ger le temps de propagation du champ électromagnétique ( E, ?) entre la distribution de
charges et de courants D, et le point M devant le temps caractéristique 7., d’évolution
des charges et des courants.

Si dmax (M) représente la distance maximale entre M et un point de D,. alors '’ARQS
est vérifiée au point M si et seulement si :

dmax (M)

- < Tear ()

L’ensemble des point M vérifiant (%) est appelé zone ARQS. En un point M de la

zone ARQS, E(M, t) et E(M, t) a l'instant ¢ dépendent de I’état des charges p(t) et des
courants j(t) au méme instant ¢.

Tout se passe comme si la propagation de 'information de D.. vers le point M était
instantanée, c’est a dire avec une vitesse de propagation ¢ — +oo. C’est pourquoi on
obtient les équations de Maxwell approchées dans ’ARQS en faisant ¢ — 400 dans
I’équation de Maxwell-Ampeére :

aﬁ —
— — 0

— —
rot § = ] uisque —
Mo J Ppuisq 2 ot

9. On a donc maintenant pour systeme d’équations vérifiées en régime permanent dans un
conducteur ohmique :

?:’yﬁ ; p=0 divE:O et Rﬁ:ﬁ

e
La derniére équation entraine qu’il existe un potentiel électrique V' tel que E = —gradV.
L’équation de Maxwell-Gauss implique alors que :

div(grad V) =0 c’est a dire
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10. On a maintenant - = 0 avee V(0) = U et V(a) = 0. V est donc une fonction affine
de 6 :
1
viey=-2o+0 done B=-2 0 =Y aon 7224,
@ r 89 ar ar

- —
11. L’intensité demandée est le flux du vecteur j & travers la section du tore : I = [[ j as
avec (YQ = drdz @y. Il vient donc ’expression :

bdr e b
I:W/ l/ dz dou Izwln()U
a Ja 1 Jo o a

qu’on écrit I = U/R avec :

_a 1
~ ~c In(b/a)

L
12. La relation demandée est donc R = —. Ici, on peut remarquer que :

vS

ln(b)—ln(l—i—b_a)zb_a
a a a

si (b —a) < a. On a donc la valeur approchée :

aa

R~y ————
ye(b—a)

ou on reconnait S = ¢(b— a) (section) et L = aa (longueur). On a donc bien R ~ L/~S.



III. —
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Etude d’une pince ampéremétrique

13. — L’approximation des états quasi-stationnaires (AEQS) a été présentée a la question 8 : elle consiste

14.

15.

—

: ) S
a négliger le courant de déplacement ep—— devant le courant de conduction j, donc & calculer le

ot

champ magnétique par les équations ot B = ,uof et divB = 0, exactement comme dans le cas

magnétostatique. Le théoréme de Stokes f
©)
servant de bord orienté a la surface (S) permet alors d’énoncer le théoréme d’Ampeére, la circulation

B-df = / tot B - dS pour un contour ferme ©)
S)

de B sur un tel contour fermé vérifie 7{ B.dr= pot(s) | ou le courant enlacé i(s) est celui qui
©)

traverse la surface (S).

Tout plan contenant I'axe (Oz) est un plan de symétrie matérielle des courants i(t) et 1(t) donc le
champ B créé par ces courants est perpendiculaire a ces plans de symétrie : B (M) = B(r,0,z)uy. Ce
champ est également invariant par tout rotation d’un angle multiple de 27 /N ; si N est assez grand,
il s’agit pratiquement d’une invariance de révolution donc B(M) = B(r, z)d. On applique alors le
théoréme d’Ampeére & un cercle (C) de rayon r et d’axe (Oz), donc a r et z fixés, et entiérement situé

a l'intérieur du tore; on a alors dr = rdfuy donc B.di = 2nrB(r, z). Le courant traversant un
©
disque de rayon r comporte (dans le sens positif) le courant ¢ au centre en N courants tous égaux a

i1 (puisque le cercle (C) est intérieur au tore, le disque est traversé une seule fois par chacun des fils

formant un rectangle) soit i(sy = i + Niy et B(M) = B(r)ig ou B(r) = Ho —(i+ Niyp) |
T

Considérant que le bobinage de la pince ampéremétrique est formé de N rectangles de cotés b — a

= =~ = M()N b d?" ¢
et ¢, il vient & = N/B -dS avec dS = drdzup donc & = 5 (1 + Nil)/ —/ dz ou enfin
Q a T Jo

N b
¢ = M% "I’ ha (1 + Niy) | Puisque ® = Li; + Mi pour ¢ et i1 quelconque, on peut identifier les
T a
N2 b N b L
deux termes | L = Mlna—i_ et | M = Ho clna+ = —
2 a 2 a N
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2 Sens d’évolution d’une réaction chimique
L’équilibre de synthése de l’eau est :
2 Hg(g) + Og(g) =2 H, O(g) ATGO(T) = 495—0,033T en kJ.mol™!

Un mélange gazeux contient initialement ny mol de Ha, ny mol de Oy et ng mol de HyO. Il est d la
température T et sous la pression P = 1 bar. Déterminer dans les deux cas ci-dessous le sens d’évolution
du mélange :

1. ni=ng=ng = 0,33 mol et T = 1500 K.
2. nq =2/30 mol, no = 1/30 mol et n3 = 0,90 mol pour T = 3000 K.

Calculons le quotient réactionnel dans I’état initial en posant ny = ny + no + n3 le nombre
total de moles de gaz. On a avec P = P° = 1 bar :

ny P ni no ng
a(Hs) 0y P ng,a( 2) n, © a(H20) 0
d’ou
Qs = a®(H0) B n%ng B n% (n1 4 n2 + n3)
nl = a?2(Hz)a(O2)  ning n3 na

On en déduit :

2

2
A,Gr = AGYT) + RT In (Q,1) = A.G(T) + RT In (”3 (1 + o + ”3)>
1. n1 =ng =ng = 0,33 mol et T' = 1500 K.

AGO(T) = 495000 — 33 x 1500 = 445 500 J.mol~! et donc A,G = 459,2 kJ.mol~! > 0.
La réaction évolue donc dans le sens indirect <7

2. n1 =2/30 mol, ng = 1/30 mol et ng = 0,90 mol pour 7' = 3000 K.

AGO(T) = 495000 — 33 x 3000 = 396 000 J.mol~! et donc A,G; = 419,2 kJ.mol~! > 0.
La réaction évolue donc a nouveau dans le sens indirect <7

3 Phénomenes d’induction électromagnétique

1) Dans le cadre de PA.R.Q.S. les lois de la magnétostatique sont valables (en particulier
le théoreme d’Ampere). L’analyse des symétries et des invariances, puis 'application du
théoréme d’Ampere sur un cercle centré sur le fil, perpendiculaire & celui-ci, et de rayon
r permet de montrer que, pour r > 0 :

11(2
Bu,n = 110z

2) Le flux du champ magnétique créé par le fil & travers le cadre rectangulaire orienté dans
le sens ABCD vaut :

; d+¢ d ; d+ ¢
D (t) = // B.as = // B@dedr @) = uou(t)h/ dr _ poir(t)h
ABCD ABCD 2m d r o d

d(I)l_O
dt

3) Premier cas : La f.e.m. induite est nulle car ®; = Cste et donc e; = —
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4) Deuziéme cas :

a) Selon la loi de Faraday, la fém induite devient :

dd, 1o lm1 wi cos(wit) d+/
e1 = — = — h ln
dt 27 d

Le schéma électrocinétique équivalent du circuit est donné ci-dessous (la fém e;
étant orientée dans le sens ABCD). Aucun courant ne circule dans le circuit :

B C
(K)Q l C)l

N

P

A D

On a donc :

V(P = V(Q1) = e = - )

_Mofm1w1 cos(wit) bl (d + 6)

b) Lorsque U'interrupteur (K) est fermé, il faut tenir compte de la résistance R du cadre
et de son inductance propre L. Le schéma électrocinétique équivalent devient :

B 1 C
R
L
A D
Une loi des mailles conduit & :
di . B . polmiwt d+ /¢
L T + Ri =e; = By cos(wit) avec |Ep, = 5 h ln < 7 )

Il s’agit d’un systéme linéaire analogique dont I'excitation est e; et dont la réponse
est l'intensité i(t). La solution génrale de cette équation différentielle est :

t/T

i(t)= are” + ap cos(wit) + az sin(wit)

solution homogene solution particuliere

Dans la solution homogene, la constante de temps vaut et la solution
particuliere se détermine par substitution dans ’équation différentielle :

— Lasgws sin(wit) + Lagwy cos(wit) + Rag cos(wit) + Ragsin(wit) = E,y, cos(wit)
En identifiant les termes en cos(wit) et sin(wit) on obtient :

Ras+ Lwias = B,
—Lwiags+Rag = 0
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ce qui conduit & :

Lw1

b ag = Byl
s = Em e T

2= B g

La constante a; se calcule en écrivant que 4(0") = i(0~) par continuité du courante
dans uun inductance. On a donc :

R

) S £

Le cas du régime sinusoidal forcé correspond aux dates ¢ telles que la solution ho-
mogene soit négligeable. En pratique ¢t > 57. Dans ce régime on aura :

R L
Z(t) = Q9 COS(Wlt) + a3 Sin(w:[t) = Em { m COS(UJlt) + W(J‘;Qﬂ Sin(w:[t) }
1 1

On posant :

cos sin

() = e ot (p) = R
\/ R? + L*w? \R? + L2w}

on obtient bien :

E,
i(f) = ——=m
\/ R? + L2w?

sin(wit — ) donc I, =

_ Bn
\/ R? + L2w?

5) Troisiéme cas :

a)

La fem d’induction est nulle dans ce cas d’apres la loi de Faraday, car le flux du
champ magnétique est inchangé a tout instant.

On peut également s’en convaincre en se placant dans le référentiel du cadre mobile :
le champ B; étant invariant par rotation d’angle wot autour de 'axe Oz, le champ
percu par le circuit est invariant.

Calculons la f.e.m. induite dans le circuit en utilisant la loi de Faraday, le circuit
étant toujours orienté dans le sens horaire ABCD. Le flux ®;(¢) varie en raison du
déplacement du cadre d(t) = dy + vt et donc :

MOIIh d0+Ut+€
P(t) = |
1) == —n ( do + vt
d’ou :
d®;, polivh 12
el = — =
! dt 21 (do + vt)(do + £ + vt)




